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На основе решения модельной задачи о воздействии ударного импульса на сфе­

рическую липидную оболочку рассчитаны ее деформации. Применение полученного 
решения и сопоставление кривизны поверхности с величиной относительного локаль­
ного изменения площади элементов мембраны позволяет судить о наличии в ней 

областей, где велика вероятность образования неустойчивых дефектов. 

Эффекты акустического воздействия на клетки 

как на элементарные самостоятельно функциони­
рующие структурные составляющие и их группы 

в настоящее время являются предметом многочис­

ленных исследований [ 1-4]. В ряде эксперименталь­
ных работ была продемонстрирована перспектив­

ность его применения для прицельного уничтоже­

ния групп клеток [ 1, 2], изменения их состояния 
путем коррекции хода биологических процессов, 

инициированной механическими возмущениями при 

акустической терапии [З, 4]. Традиционно акустиче­
ское воздействие на биообъекты разделяют на два 

типа - ультразвуковое (УЗ) и более специфическое 

ударно-волновое, или, что то же самое, ударно-им­

пульсное (УИ). Для УИ-воздействия характерен 

импульс с ударным фронтом (рис. 1). Этот тип 
акустического излучения, как правило, использует­

ся при дроблении почечных и других камней, при 

этом его возможное влияние на близлежащие ткани 

(клетки) является нежелательным фактором [5]. 
Помимо этого, относительно недавно в исследовани­

ях была продемонстрирована перспективность при­

менения такого воздействия на клеточном уровне 

в терапевтических целях [2, З]. Очевидно, что его 
эффективность связана прежде всего с выбором 

оптимальных параметров акустического излучения, 

при которых будут созданы благоприятные условия 

для развития тех или иных процессов в окрест­

ности озвучиваемой группы клеток, вызывающих 

в конечном счете желаемый результат, например 

их механическое разрушение, облегчение внедре­

ния в их пределы лекарственного препарата и т.д. 

Выбор режима озвучивания определяют механизмы 

акустического воздействия на клеточные структуры 

[5- 7], из анализа которых следует, что одним из 

ключевых моментов при изучении и практическом 

использовании акустического излучения являют­

ся деформации клетки в целом и ее мембраны 

в частности, приводящие в дальнейшем к наруше­

нию барьерных функций последней [ 1, 8]. Однако 

х 

Рис. /. Геометрия задачи: взаимное расположение 
мембраны и падающей на нее ударной волны 

z 

механическое воздействие на клетку, проявляющее­

ся в ее деформации, изучено недостаточно. 

В настоящей работе рассмотрена задача о меха­

нических эффектах при УИ-воздействии на клетку, 

моделируемой сферической везикулой радиуса R, 
погруженной и заполненной жидкостями, оболоч­

ку которой образует бислойная липидная мембрана 

(БЛМ) толщины h. Свойства внутренней и внешней 
жидкостей будем описывать через их плотности 

pi, ре ; сдвиговую вязкость r/, rye; объемную вязкость 
~i, ~е и скорость cf, с/ распространения продольных 
звуковых волн (здесь и в дальнейшем индексы i и е 
будут относиться к внутренней и внешней жидко­

сти соответственно). Оболочку считаем несжимае­
мой, характеризуемой плотностью р, поверхностной 

сдвиговой вязкостью 'Г/т, поверхностными модулями 

сдвига µ и изотропного растяжения Ks. Предпола­
гаем, что в равновесном состоянии при отсутствии 

внешних растягивающих напряжений в ней действу­

ет изотропное натяжение Т0 . Нахождение смещений 

ие и иr элементов мембраны при падении на нее 
импульса с ударным фронтом (рис. 1), характерным 
по форме и параметрам для медицинских исследова­

ний, осуществлялось в соответствии с алгоритмом, 

изложенным в [9-12]. 
Рассчитаем деформацию мембраны при падении 

на нее ударной волны (рис. 1 ), имея в виду, что 
их величина и характер определяют возможность 
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разрушения везикулы. Более подробное описание 

геометрии задачи представлено в [7]. Уравнение 
движения точек мембраны выберем в виде, анало­

гичном [9, 13, 14]: 

Тее Trprp 82 Ur 
Re + Rrp = Fr - ph дt2 ' ( 1) 

а 
дt (TeeR siп ()) - RT'P'P cos () + R2 siп OFe = 

а2 
= phR2 siп () дt2 щ, (2) 

где Re, Rrp - главные радиусы кривизны деформи­

рованной оболочки; Тее, Т'Р'Р - возникающие в ней 
натяжения; Fr, Fe - внешние силы, действующие 

вдоль ортов er, ее. Закон Гука для деформирован­
ного элемента: 

Тее =То+ Кs(иее + Иrprp ) + 

+ µ(иее - Иrprp ) + 2rym (* ~~ + ~) , 
Trprp = Т0 + Ks(urprp + иее) + 

(3) 

(
vr vectg()) + µ(urprp - иее) + 2rym R + R ' 

где иее, Иrprp - компоненты тензора деформаций, 

Vr, ve - компоненты скорости элемента мембра­
ны. Временной профиль импульса взрывного типа 

(рис. 1) будем описывать выражением 

т Е [-d; О], 
(4) 

где т = t - z/c/ - время в сопровождающей си­
стеме координат; р+ - максимальное положитель­
ное давление в УВ; а, Ь - постоянные, имеющие 
размерность времени. Для типичных импульсов, ис­

пользуемых в медицине, характерными параметрами 

являются [15]: а= 0.8 мкс, Ь/а = 1.26; d = 25 нс, 
р+ = 5 МПа. 

Внешние силы Fr и Fe в (1) и (2) определяются 
напряжениями, действующими у поверхности де­

формированной оболочки во внутренней и внешней 

жидкостях: 

F е i F. е i 
r=O"rr -O"rп е=О"еr-О"еп (5) 

O"i, e и O"i, e описываются известными соотношениями rr re 

(1 а i e а i,e i,e) i,e _ i,e _ _}!j_ __3!.д_ _ Ve 
О" re - Т7 r д() + дr r ' 

(6) 

vi,e = { Vr, щ, О} - скорость частиц заполняющей 
и окружающей оболочку жидкостей. В отличие 

от внутренней жидкости, где давление определя­

ется смещением частиц, обусловленным наличием 

21 ВМУ. Фи зик а . Астро н ом ин. No 1 

внешнего акустического воздействия, в выражении 

для ре появляется второе слагаемое, связанное 

с падающей ударной волной: 

pi(t, z) = pj(t, z), pe(t, z) = pf (t, z) + pw(t, z). (7) 

Для описания внешних сил Fr и Fe, обуслов­
ленных воздействием импульса, введем потенциалы 

скоростей epi и ер е во внутренней и внешней жидко­
стях соответственно. Как известно, epi и ер е являют­
ся решениями волнового уравнения в сферических 

координатах с нулевой асимптотикой при r --+ О для 
epi(t, z) и условием излучения на бесконечности 
для epe(t, z). В случае негармонической зависимости 
потенциалов скоростей от времени, имеющей место 

в рассматриваемой задаче, их Фурье-образы пред­
ставимы в виде разложений 

00 

qi(r, (), w) = L Ck(w)jk(kir)Pk(cos ()), 
k=O 
00 

cpe(r, (), t) = LAk(w)h12)(k/ r)Pk(cos ()), 
k=O 

(8) 

где Pk(y) - полином Лежандра порядка п, iп (z) 

и h~2)(z) - сферическая функция Бесселя и сфе­
рическая функция Ганкеля второго рода порядка п 

соответственно, kf· e = w/cf· e - i (З i, e , где (Зi, е - коэф­
фициент затухания звука в средах «i», «е», и Ak(w), 
Ck(w) - неизвестные функции частоты w. Тогда 

скорости vi,e и давления Р}' е выражаются через epi 
И ер е [10-12]: 

(9) 

Поскольку h « R, граничное условие на поверх­
ности мембраны записываем следующим образом: 

(10) 

Из (9), (10) и связи между смещением частицы 

и ее скорости следует, что тангенциальное ие и ра­

диальное Иr смещения, а также давление в волне 

pw(r, (), t) следует искать в виде разложений по 
полиномам Лежандра, образующим полную систему 

функций: 

00 

Иr (t, R, ()) = L щ(t, R)Pп (cos ()), 
k=O 

~ . dРп (У) 1 щ(t, R, ()) = 6 dk(t, R) SIП () d , 
k=O У y=cos e 
00 

pw(r, (), t) = L П'k (t, r)Pk(cos ()), 
k=O 

где П'k (t, r) - k-й коэффициент разложения. 

(11) 

Подстановка соотношений (3), (5)-(7), (9) 
в (1 ), (2) сводит уравнения движения к зависимости 
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от смещений элементов оболочки, их производ­

ных по времени, потенциалов скоростей и давле­

ния (4) в падающей ударной волне. Проведение Фу­
рье-преобразования полученных уравнений движе­

ния и дальнейшая подстановка в них Фурье-образов 

разложений (11), рядов (8) с использованием связи 
между Ak(w), Ck(w) и ak(w, R) , dk(w, R), определя­
емой (9) и граничными условиями на поверхности 
мембраны, позволяют преобразовать систему (1 ), (2) 
к системе 2N алгебраических линейных уравнений 
относительно Фурье-образов неизвестных коэффи­
циентов ёtп(w, R) и dп(w, R), где N - число слагае­
мых в разложениях (8) и (11): 

_ [4Ks + Т0 (Лп - 2) _ 2 h] d- [2Ks ( l) _ 
ап R2 w р + п R2 п п + 

2 ( е iRk/ jп(kJR) ) . е( )] - w р R - р -. (2) + twk1 Н2 - Н4 + 
k/ hп (k/R) 

где 

. 2Т]т (- - ) - w + tw R2 ап + п(п + I)dп = -Пп, (12) 

Ks - { µ µ + Ks 2 
2-а -d 2--n(n+I) +pRw h-R п п R R 

· R [ е W3(w) ike1v1 ( )] } - IW Т} -R- - Т} 1 w2 W + 

2Т]т [- ) +iwR dп(n{n+I}-I)+ёtn =0, 

h(2) = h(2)(ke R) 
п п l ' 

(2)( ) 2 (2)( ) 
h(2)' = dhп Z h(2)" = d hп Z 

п dz п dz2 
k'f R 

•1 _ djп(z) 1 
fп- -d- ' 

Z k;R 

k/ R 

•11 _ d2jп(z) 1 

fп - dz2 . ' 
k/R l 

., i h(2)'. 
W ( ) fп Cz п fn 

1 w = (2) - се ( (2)) 2' 
hп l hп 

В уравнении (12) 

1 

- w 2п + 1 J Пп (с.и, r) = -
2
- pw(w, r, cos ())Рп(соs ()) d(cos ()). 

- 1 

Так как при падении на оболочку импульса в соот­

ветствии с (4) в УВ нельзя аналитически выделить 
гармонику порядка п, то это приводит к необхо-

- w 
димости численного расчета Пп (с.и, r), что в свою 
очередь является источником существенного увели­

чения погрешности, в итоге приводящей к завышен ­

ным значениям Ur и ие. Поскольку pw в общем 

случае зависит от z = r cos () и t (см. рис. 1), 
то указанную проблему можно обойти, разложив 

pw(w, z) в ряд Тейлора по cosk () (k Е N) и предста-
k 

вив cosk() в виде xk = L,Ck1P1(x), где х =cos() , а kl 
l=O 

определяются с помощью рекуррентной формулы 

[
k(k+l k ) 2 2k + 1 Pk+i(x) + 2k + 1 pk_ ,(x) -

[k/ 2J (2k - 2 )1 
- '°'(-l)m т. Х 

L m!(k - m)!(k - 2m)! 
m= l 

k- 2m+2 ] (k!)2 
х ~ Ck- 2m+1,1P1- 1 (х) (2k)! · (13) 

Формула (13) получена из разложения Pk(x) в ряд 
по степеням х. Проведя указанные преобразования 

pw с помощью (13), выразим п~ (w, r): 
00 

п~ = LbkCkn> 
k=n 

00 

pw(w, cos е) = L ьk cosk е. (14) 
k=O 

- w 
Выражение (14) позволяет вычислять Пп (с.и, r) 

с заданной точностью и не вносить дополнительную 

погрешность, связанную с численным интегрирова­

нием. 

Решив систему (12) относительно ёtп (w), dn (w) 
и применив к ним операцию обратного Фурье-преоб­

разования, численно находим искомые коэффициен­

ты ап(t) и dп(r), с помощью них и разложений (11) 
рассчитаем смещения элементов мембраны. Разрез 

деформированной оболочки по координатной линии 

ер = coпst в разные моменты времени, начиная со 

второй гармоники, представлен на рис. 2, где для на­
глядности смещения элементов мембраны увеличе­

ны в 200 раз (R = 15 мкм, h = 10 нм, с/= 1800 м/с, 
c!f c/ = 2, Т}i = 0.012 Пз, Т}е = 0.01 Пз, ~i = 0.02 Пз, 
~е = 0.01 Пз, Т}т = 6 · 10- 4 Пз·см, Ks = 500 дин/см, 
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Рис. 2. Профиль деформированной оболочки (сплошная линия) в разные моменты времени t, 
определенного относительно момента соприкосновения фронта УВ с оболочкой (точками указан 

профиль недеформированной мембраны): t == 20 нс (а), 25 нс (6), 35 нс (в) и 115 нс (г) 

µ = 10- 2 дин/см, pi = 1.25 г/см 3 , ре = 1.1 г/см 3 , 
р = 0.8 г/см 3 , Т0 = 25 дин/см). Известно, что 
нулевая гармоника не связана с изменением формы 

везикулы и приводит к ее изотропному растяжению 

или сжатию, а первая вызывает только смещение 

сферы как целого [ 12], в связи с чем на рис. 2 
отражены деформации, обусловленные гармониками 

более высоких порядков начиная со второго. 

Интерес к изменению формы мембраны, свя­

занному с возбуждением гармоник более высоких 

порядков (п ~ 2), при УИ-воздействии обусловлен 
несколькими причинами. С одной стороны, в отли­

чие от нулевой, характерное время проявления гар­

моник более высоких порядков сопоставимо со сред­

ним временем восстановления площади элемента 

БЛМ при деформации, имеющим величину порядка 

10- 8 с. Таким образом, они могут оказать влияние 
на динамику мембранных пор при акустическом 

воздействии [ 1]. Заметим, что, как показывают 
численные расчеты, влияние нулевой гармоники на 

изотропное растяжение оболочки проявляется на 

существенно больших временах (порядка 10- 5 с). 
С другой стороны, вопрос о характере деформа­

ций мембраны на нулевой гармонике изучен весьма 
подробно, в отличие от вклада гармоник более 

высоких порядков в изменение формы везикулы. 

Как следует из рис. 2, на деформацию везикулы 
в основном влияют вторая и третья гармоники. 

Можно предположить, что эффективному возбуж­

дению гармоник более высоких порядков препят­

ствует вязкость мембраны и жидкостей. Растяжение 

мембраны в вертикальном направлении (см. рис. 2) 
можно связать с эффектом «поджатия» оболочки 

при подходе к ней положительной фазы импульса, 

в результате чего ее элементы стремятся выпря­

миться вдоль ударного фронта. Дальнейшее гру­

шевидное растяжение везикулы можно качественно 

объяснить присутствием отрицательного простран­

ственного градиента давления в ниспадающей части 

положительной фазы ударной волны, приводящего 



44 Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 2008. № 1 

к тому, что частицы мембраны стремятся перейти 

в область более низких давлений. 

Из рис. 2 следует, что изменение формы оболоч­
ки при падении на нее УВ, описываемое гармоника­

ми порядка п ~ 2, сопровождается появлением зави­
симости радиуса кривизны мембраны от угла (), что 
в свою очередь эквивалентно разному локальному 

растяжению ее элементов. Как показывают числен­

ные расчеты, относительное локальное изменение 

площади поверхности везикулы а, вычисляемое 

в соответствии с [7], достигает величины порядка 
0.1 %. Помимо этого, следует отметить высокую ско­
рость деформации мембраны. Характерный масштаб 

времени нарастания растяжения элементов оболоч­

ки сопоставим со средним временем восстановле­

ния площади БЛМ после прекращения действия 

внешнего изотропного натяжения ( ,...._, 10- 8 с). Сле­
довательно, совместное действие двух указанных 

выше факторов может стать причиной разрушения 
рассматриваемой везикулы, поскольку, как следует 

из экспериментов [ 16], на его вероятность влияет 
не только величина деформации, но и скорость ее 

изменения. Таким образом, из приведенного анализа 

и сопоставления кривизны поверхности с величи­

ной а можно судить о наличии в мембране обла­

стей, где велика вероятность образования неустой­

чивых дефектов. 
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