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Для гиперболических систем частиц Сазерленда с внутренними степенями свободы 
(su(n) спинами), находящихся во внешнем поле с потенциалом Морса, характеризуе
мым параметром т2 , построены интегралы движения с использованием формализма 
Лакса. Показано, что соответствующая бесконечномерная алгебра, определяющая 
скрытую симметрию систем, не является янгианом. 

Проблема нахождения скрытой симметрии си
стем многих взаимодействующих частиц привлекла 

значительное внимание после того, как были най

дены примеры точно решаемых одномерных моде

лей с локальным двухчастичным взаимодействием 

[ 1, 2]. 
Список подобных моделей был значительно рас

ширен после презентации систем Калоджеро-Са
зерленда (КС) [З, 4] - систем частиц с даль
нодействием, описываемым парным потенциалом 

V(x) = .Л(.Л + l)x- 2 и находящихся в поле гармо
нического осциллятора W(x) = с,}х 2/2 или рассмат
риваемых при периодических граничных условиях. 

Последний случай обычно интерпретируется как 
взаимодействие частиц, помещенных на окружность 

с бинарным потенциалом взаимодействия, обратно 

пропорциональным квадрату длины хорды, соединя

ющей частицы [5]. 
Расширение класса моделей типа КС было свя

зано с рассмотрением взаимодействий со струк

турой, определяемой системами корней классиче

ских алгебр Ли [6]. Наиболее общие модели, 
построенные в рамках данного подхода, опреде

ляются короткодействующим потенциалом бинар

ного взаимодействия [а- 1 siпh(ax)J - 2 , аналогич
ным оригинальному тригонометрическому потен

циалу, предложенному Сазерлендом [5], и «гра
ничными условиями», которые могут быть интер

претированы как взаимодействие частиц с внеш

ним полем с трехпараметрическим потенциалом 

W(x) = А 1 cosh(4ax + Ь 1 ) + А2 cosh(2ax + Ь2 ) [7]. 
Многочастичный потенциал для этих систем запи

сывается в форме 

N [ 1 (а )2 ] N .Л(.Л+l)а2 Н = L -- - + W(xj) + L . 
i 2 дхi i<k siпh 2 a(xi - xk) 

(1) 

Однако для произвольных значений параметров про

стая форма спектра и волновых функций теряется. 

Единственный случай, в котором удается хотя бы 

частично восстановить эту простоту, соответствует 

пределу Ь, ,2 --+ +оо с заменой Аж на exp(-b0J [8], 
который приводит к однопараметрическому потен

циалу Морса для внешнего поля: 

W(x) = 2т2 а2 (ехр(2ах) - 1)2. (2) 

Динамика систем, описывающихся выражениями 

(1), (2) (далее обозначаются СМ), намного бо

лее сложна [8] по сравнению с системами КС 
в поле с потенциалом гармонического осциллято

ра. Последние могут быть рассмотрены как предел 

СМ-моделей, когда параметр потенциала Морса т 

неограниченно возрастает как w/4a2 при а--+ О. 
В частности, в работе [8] было показано, что в слу
чае статистики Бозе дискретная часть спектра для 

СМ-систем существует лишь при выполнении усло

вия на параметры т и .Л, т - 1/2-(.Л+ l)(N-1) >О 
и содержит конечное число уровней. 

Весьма вероятно, что для бесспиновых частиц 

не существует других нетривиальных примеров точ

но решаемых проблем с физически мотивирован

ной структурой гамильтониана (1 ). Несколько лет 

назад дальнейший прогресс был достигнут в ра

ботах Ха и Холдейна [9] и Поликронакоса [ 1 О]. 
Они предложили обобщение модели КС для частиц 

с внутренними степенями свободы (sи(п)-спина
ми) и обменным спиновым взаимодействием вида 

.Л(.Л + Pjk) V (xi - xk), где оператор Pik переставляет 
спины частиц с номерами j и k: 

п 

(3) 
p,q= l 

•)Лаборатория теоретической физики ОИЯИ, 141980, г. Дубна Московской обл. 
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{ ejq} - элементарные спиновые операторы, подчи
няющиеся коммутационным соотношениям 

[epq er5 ] = б (бrqeps - бP5 erq) 
1 ' k jk 1 1 . (4) 

Эти новые модели и соответствующие им реше
точные спиновые цепочки с ясной физической ин

терпретацией, которые возникают после исключения 

динамических систем свободы, были впоследствии 

детально исследованы [ 11-20]. При анализе свойств 
их спектра было обнаружено, что их общей чертой 

является наличие громадного числа вырожденных 

уровней. Впоследствии этот факт был объяснен об

щей для этих моделей дополнительной внутренней 

симметрией типа янгиана [ 13, 19]. Важные физи
ческие приложения систем фермионов с sи(2)-спи
нами и дальнодействующим КС-взаимодействием 

были найдены и подробно исследованы в [ 16]. Для 
более сложных систем типа СМ спектральная зада

ча рассматривалась только для предельного случая 

неоднородных спиновых цепочек [21]. 
В свете результатов работ [ 11-21] возникает 

естественный вопрос: существует ли точно реша

емая спиновая версия динамических СМ-систем, 
описываемая гамильтонианом 

Цель настоящей работы - показать, что ответ на 

данный вопрос положителен, но соответствующая 

скрытая симметрия уже не является янгианом. Для 

этого используется представление Лакса, которое 

успешно зарекомендовало себя при анализе более 

простых систем КС-типа. 
В настоящее время общеизвестно, что возмож

ность редукции спектральной проблемы в квантовой 

механике обусловлена ее скрытой симметрией. Для 

систем с N степенями свободы эта симметрия про
является в существовании по меньшей мере N - 1 
интегралов движения - операторов, коммутирую

щих с гамильтонианом. Стандартный способ нахож
дения этих интегралов состоит в построении пред

ставления Лакса для уравнений движения в форме 

Гейзенберга. Ниже будет продемонстрировано, что 

этот способ позволяет найти интегралы движения 

для спиновых СМ-систем. 
Для упрощения обозначений удобно ввести пере

менные zi = exp(2axi), в которых гамильтониан (5) 

приобретает более удобную форму нi% = 4a2н1sL, 
N N 

н~L = L [ ~Р? + w(zi)] + L Л(~z+ :i::~~zk, (6) 
j= l j<k 1 

где 

Везде в дальнейшем будем предполагать, что Л > О. 
Фундаментальное соотношение Лакса для опера

тора (6) может быть записано в форме 

(8) 

Элементы матриц L и М должны быть спиновыми 

операторами. Поэтому инварианты матрицы L не 
коммутируют с (6). Если, однако, удастся найти 
такую пару (L, М), что М удовлетворяет условию 

(9) 

где все элементы вектора-столбца I равны, то соот

ношение (8) гарантирует существование интегралов 
движения в форме [ 13-15] 

(10) 

Для того чтобы найти пару Лакса для спиновых 

СМ-систем, рассмотрим следующую подстановку 
[7, 22]: 

L = ( Lo 1/J + р) 
- 1/J - р -Lo ' 

М = (Мо +т ф ) , 
ф Мо+т 

(11) 
где Lo и Мо образуют стандартную пару Лакса для 
N -частичной системы Сазерленда: 

(Lo)ik = PAk - ~(1 - бik)Лfikpik' 
N 

(Mo)jk = (1 - бjk)Лhjkpjk - Лбjk L hjsPjs, 
s=Jj 

h 
_ ZjZk 

jk -
(zj - Zk) 2 

(12) 

и 1/J, ф, р и т являются матрицами размера N х N 
с элементами 

(1/J)ik = ~(zj)бik' (ф)ik = rp(zj)бik' 

(m)ik = µ(zj)бik' (p)ik = cPik(I - бik)· 
(13) 

Можно показать, что соотношение Лакса (8) экви
валентно переопределенной системе функциональ-

ных уравнений 

. d 
12 dz (w(z) + µ(z)) = 2~(z)rp(z), 

iЛ 
-2fik [µ(zk) - µ(zi)] +с [ rp(zi) + rp(zk)] =О, (15) 

iЛ 
-2/ik[rp(zi) + rp(zk) ] + Лhik[~(zj) - ~(zk) ] = 

= с [µ(zi) - µ(zk)]. (16) 

Наиболее ограничительными являются уравнения 

(15), (16). Если рассматривать их в первую оче
редь, то можно найти общее решение всей системы 

в форме 

µ(z) = µ, z + µ 22 -
1

, rp(z) = Е(µ 1 z - µ2z- 1 
), 
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w(z) = 2[µтz2 + µ~z- 2 + (211- 1/2)(µ,z + µ 22 -
1
)], 

(18) 

2с = -iEA, Е = ±1. 

Потенциал внешнего поля (18), найденный этим 
способом, содержит три произвольных парамет

ра. Однако из (13) видно, что матрица М (11) 
удовлетворяет условию (9) только при условии 
µ(z) + rp(z) =О. Соответствующий набор параметров 
может быть записан в форме 

µ~=т/2, µ2=0, Е=-1, 11=1/4-т/2. 

Из (17), (18) следует, что w(z) приобретает фор
му (7), и элементы матриц L и М записываются 
в виде 

(1/J)jk = -i[т(Zj - 1) + 1/2]бjk• 
(ф)jk = -(m)jk = -тzAk/2, 

(p)ik = iЛPik(I - бik)/2. 

(19) 

Таким образом, набор интегралов движения дается 

формулами (10)-(12), (19) при четных значениях 
s = 2!, 1 ::::; l ::::; N. Легко проверить, что гамиль
тониан (6) пропорционален первому элементу /2 
этого набора и все {/21 } являются функционально 
независимыми. 

Можно построить другое представление для {/21} 
посредством введения операторов типа Дункла, по

хожих на те, что были найдены для КС-систем 

в [ 1 О, 13, 22]: 
N 

'"' z Ьj=fJi-iЛL 1 Kik+i[т(zj-1)+1/2], 
Z· - Zk k=Jj 1 

N 

ьj- =pj- iЛ'"' Zk Kjk - i[т(Zj -1) + 1/2], 
Lz-zk k=Jj 1 

где { Kjk} переставляют координаты частиц: 
Kikzi = zkKjk. Тогда операторы 121 могут быть запи
саны с точностью до несущественных множителей 

в виде 

где 

N 

121 сх п(11), 11 = L вf, 
j = l 

(20) 

(21) 

и 7r - операция, состоящая в замещении произве

дений типа Ki1i2 ••• Kip-l iP на Pip-l iP ... Pi1i2 • Коммута
ционные соотношения для ьt могут быть записаны 
в виде 

[bi±, ь;J = :r=iЛ[bi±, Kik], 

[bi+' Ь;J = iЛ[bj - ьi- + 2т - 1 + iЛwi]Kik• 
где wi = 2:: Kis. Коммутатор операторов (21) с yчe

s=Ji 
том этих соотношений может быть представлен 

в форме 
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которая может быть использована, с учетом (20), 
для оценки коммутаторов операторов /21. Последний 
член в (22) делает вычисления весьма громоздки
ми. Тем не менее использование (22) несколько 
раз позволяет показать, что [/4 , 121 ] =О. Этот факт 
поддерживает гипотезу о том, что [/21, /2mJ =О для 
любой пары l, т::::; N. 

Существование пары Лакса (11) со свой
ством (9) позволяет сконструировать другой на
бор операторов, коммутирующих с гамильтониа

ном (6), аналогичный найденному в [ 13-15]. Пусть 
ЕаЬ _ d" ( аЬ аЬ аЬ аЬ) - 1ag е 1 , ... , eN , е 1 , ... , eN - матрица раз-

мера 2N х 2N с элементами, удовлетворяющими 

соотношениям (4). Из (11), (12) можно заметить, 
что (8) по-прежнему имеет место, если заменить L 
на EPq. Таким образом, соответствующий набор 

имеет вид 

(23) 

Наиболее удобный способ определения типа ал

гебры, генерируемой Qаь, состоит в рассмотрении 
их решеточных аналогов Q_ab, которые получаются 
из (23) путем замены т --+ т Л как коэффициенты 

при ведущих членах при Л --+ оо. Явная форма двух 
первых Q имеет вид 

N 

Q()ь = L еiаь, 
j = l 

(24) 

(25) 

где {zi} - координаты частиц в классической 
СМ-системе в состоянии равновесия, удовлетворя

ющие уравнениям 

-2С - 1) + ~ zk(Zj + zk) =О 
т z1 L (zk - z )з , 

k=Jj 1 
j = 1, ... ,N 

и fjk, hik даются уравнениями (12) с Zj,k, за
мененными на Zj,k. Операторы (24), (25) комму
тируют с гамильтонианом спиновой СМ-цепочки 

Н5 = 2:: hikpjk. Используя (4), легко проверить, что 
i# 

они удовлетворяют соотношениям 
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Если бы Qo и Q, генерировали янгиан Y(SU(n)), 
как это имеет место для аналогов (24), (25) для спи
новых цепочек К С-типа [ 19], то они удовлетворяли 
бы также деформированному соотношению Серра 

pabcdef = [ Q0ь, [ Q\d, Q~f]] _ [ Qfb, [ [Jgd, Q~f]] = 

= h
2 

Fabcdef 
4 о ' (26) 

Flbcdef = [Qgь, [(QoQoYd, (QoQo)ef]] _ 

_ [(QoQo)aь, [Qgd, (QoQo)ef]] 

с некоторым параметром деформации h2 . Прямое 
вычисление показывает, однако, что вместо (26) 
имеет место соотношение 

pabcdef = ( 72 + N; 1 ) Flbcdef + (/f фаЬеd _ (jde фаЬсf + 

+ (jadфefcb _ (jbcфefad + (jbeфcdaf _ (jaf фсdеЬ, (27) 

где фаЬсd = (Qб _ nQo)ad[J\b _ Qfd (Qб _ nQo)cb. 
Этот факт свидетельствует об отсутствии скры

той симметрии в форме янгиана для СМ-систем 

и дает основание полагать, что для них симмет

рия обусловлена более сложной бесконечномерной 

алгеброй. 
В настоящей работе показано, что часть резуль

татов, полученных для КС-систем частиц со спином, 

может быть распространена на СМ-системы. Форма
лизм Лакса позволяет найти множество интегралов 

движения, которые образуют представление некото

рой скрытой бесконечномерной алгебры. Однако для 

СМ-систем не существует аналогов операторов рож

дения и уничтожения, которые были найдены для 

КС-систем [6, 22] и использованы для явного по
строения волновых функций. Соотношение (27) по
казывает, что структура скрытой бесконечномерной 

алгебры для СМ- систем крайне сложна и требует 

отдельного исследования. Она может быть связана 

с трансфер-матрицами, удовлетворяющими уравне

ниям отражения [23]. Примеры таких матриц для 
спиновых цепочек с дальнодействующим обменным 

взаимодействием были указаны в [24], и этот факт 
позволяет надеяться на возможность рассмотрения 

спиновых СМ-систем в рамках общего квантового 

метода обратной задачи рассеяния. 
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