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Получено новое выражение для двухчастичной функции распределения много

компонентной системы твердых сфер. При этом используется метод ускоренной 

сходимости рядов теории возмущений и точно известные коэффициенты разложения 

в ряд по степеням плотности. Для двухкомпонентных и трехкомпонентных смесей 

данное уравнение хорошо описывает имеющиеся экспериментальные данные. В слу

чае однокомпонентной системы найденная функция переходит в выражение, описы

вающее радиальную функцию распределен~ия во всей области изменения плотностей 

с точностью машинного эксперимента. 

Система твердых сфер обычно используется как 

основное приближение в теории как простых, так 

и более сложных жидкостей. То есть она явля

ется нулевым приближением теории возмущений 

при наличии более сложных потенциалов взаимо

действия [ 1]. Если для однокомпонентных твердых 
сфер фазовая диаграмма достаточно проста, то для 

двухкомпонентных и, тем более, многокомпонентых 

систем структура ее существенно более сложная. 

В последние годы эти диаграммы стали предметом 
пристального теоретического и экспериментального 

исследования [2, З]. 
При построении теории возмущений необходимо 

знать не только свободную энергию, но и двух

частичную функцию распределения базовой систе

мы. В однокомпонентном случае существует доста

точно много уравнений, дающих выражение для 

двухчастичной функции распределения. Изначально 

они восходят к решению уравнения Перкуса-Йеви
ка [4]. Как известно, оно допускает обобщение на 
случай многокомпонентных систем [5]. Но решение 
уравнения Перкуса-Йевика не является термодина
мически согласованным. 

В качестве решения данной проблемы для од

нокомпонентных систем твердых сфер был предло

жен метод, который основан на использовании из

вестных коэффициентов разложения двухчастичной 

функции распределения в ряд по степеням плот

ности и метода ускорения сходимости рядов тео

рии возмущений [6]. Этот подход позволяет полу
чить термодинамически согласованное выражение, 

не применяя интерполяционную процедуру [7-14]. 
В настоящей работе используется подход, предло

женный в [6], для многокомпонентных систем. 
При построении выражения для радиальной 

функции распределения необходимо знать уравне

ние состояния системы твердых сфер. Для сме

сей оказались удобными параметры, введенные Ро-

зенфельдом [ 15, 16]: это приведенная плотность, 

а также взвешенные радиус, площадь поверхности 

и объем твердых сфер. 

Таким образом, все уравнения состояния содер

жат только четыре параметра. В случае однород

ной системы эти уравнения переходят в уравне

ние Карнахана-Старлинга [ 14], зависящее от одной 
приведенной плотности. В асимптотическом преде

ле малых плотностей здесь точно воспроизводятся 

лишь первые три вириальных коэффициента. Это 

относится как к односортным, так и к многосортным 

системам. 

Расчет вириальных коэффициентов для реаль

ных систем является сложной задачей. У одно

сортной системы твердых сфер в настоящее время 

известны первые девять вириальных коэффициентов 

[ 17, 18]. Для многосортных систем задача суще

ственно осложняется. Поэтому при получении урав

нения состояния необходим эффективный способ 

улучшения сходимости рядов по теории возмуще

ний. В настоящей работе используется метод, кото

рый позволил найти уравнение состояния односорт

ной системы твердых сфер с точностью машинного 

эксперимента как для стабильной, так и метаста

бильной фаз уже при учете четырех вириальных 

коэффициентов [ 19]. Это уравнение состояния опре
деляет контактное значение радиальной функции 

распределения. Его мы и используем для получения 

двухчастичной функции распределения. 

Рассмотрим систему, состоящую из твердых 

сфер М различных сортов с числом частиц 
м 

N = 2:: Ni, где Ni - число частиц одного сорта 
i = l 

(i = 1, ... ,М), находящихся в макроскопическом 

объеме V при температуре Т. Пусть Xi = Ni/N -
концентрация частиц i-го сорта. Тогда выражение 

для свободной энергии системы может быть пред-
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ставлено в виде 

м 

F = Fo + kTN L Bipi- I /(i - 1), (1) 
i= 2 

где р = N /V, Fo - свободная энергия идеального 
газа, Bi - вириальные коэффициенты, определен

ные соотношениями [20] 

м 

В2 = L Xi 1Xi2Bi 1i2> 
i 1.i2 = I 

м 

Вз = L xi 1 Xi2Xiз Bi 1 i2iз ' 
i 1 .i2.iз= I 

м 

84 = L Xi 1Xi2Xi3Xi4Bi1i2i3i4> 
i 1 .i2.i3,i4= I 

(2) 

Здесь Biiii - второй вириальный коэффициент чи

стой компоненты ii, Bi1i2 (i1 -=/= i2) - второй ви
риальный коэффициент, учитывающий взаимодей

ствие между частицей сорта i 1 и частицей сор

та i2. Аналогично Bi i i i i i представляют собой тре
тьи вириальные коэффициенты чистых компонент, 

Bi 1i1i2 (i1 -=/= i2) выражает отклонение от идеальности 
вследствие взаимодействия двух частиц типа i1 
и одной частицы типа i2 и т. д. Соотношения (1) 
и (2) справедливы как для классических, так и для 
квантовых систем. 

В теории многосортных систем большинство ре

зультатов, как теоретических, так и эксперимен

тальных, представляются с использованием вели

чин [16] 

м 

по= LPi, 
i= I 

м 

n2 = LPi4пR(, 
i= I 

м 

n1 = LPiRi, 
i= I 

м 4 3 
nз = LPi 3пRi' 

i= I 

(3) 

где Pi - плотность числа частиц i -й компоненты, 
Ri - радиус сферы i -й компоненты. Нетрудно 

видеть, что 

(4) 
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Таким образом параметры nk (k =О, 1, 2, 3) пред
ставляют собой плотность с коэффициентом, яв

ляющимся неким средним от степеней диаметра 

частицы ст7 (k =О, 1, 2, 3) по концентрации. 
Согласно выражениям (3) и (4) для системы 

односортных частиц nз переходит в переменную 

(5) 

являющуюся безразмерной плотностью, в едини

цах которой выражаются уравнения состояния. Для 

многосортных систем аналогичную роль играет п3 , 

которая однозначно связана с р. Соответственно п 1 
и n2 играют вспомогательную роль для получения 

приближенных уравнений состояния для многосорт

ных систем [ 16]. Кроме того, n2 используется, так 
же как и в теории масштабной частицы, при опре

делении выражения для поверхностного натяжения. 

Разложение в ряд двухчастичной функции рас

пределения Fii по степеням плотности при r > CJij 
(cтii = (стi + CJj)/2) имеет вид 

Fii = 1 + Fi~(r)p + Fij(r)p2 +... (6) 

Индекс k в выражении Fi' показывает, какому 
вириальному коэффициенту соответствует данная 

функция. 

Следуя [ 19], построим выражение для свободной 
энергии многокомпонентной системы твердых сфер. 

Представим ее в виде 

м 

F = F0 - NkT L xixiщi lп qii(T, р), (7) 
i,j= I 

где qii = (Q/Qo) l/Nm;i , Q и Qo - статистические ин
тегралы системы и идеального газа соответственно. 

Неизвестные функции mii - эффективные числа 
ближайших соседей. 

При больших плотностях свободная энергия мно

гокомпонентной системы твердых сфер имеет син

гулярность. Поэтому естественно выбрать функцию 

qii в виде 

(8) 

где aii - некоторые постоянные. Они в общем 
случае зависят от соотношения диаметров твердых 

сфер и их концентрации. В простейшем случае 

можно положить 

1 м 
aii =а= -L стf Xi. (9) 

J2 i= I 

Функции Щj в (7) ищем в виде разложения в ряд 
по степеням плотности, а в дальнейшем используем 

аппроксиманты Паде [ 17]. В результате из (7) и (8) 
получаем 

м XiXjm?j lп(l - CXijP) 
F = F0 -NkT L 1 2 2 

, 
. . 1 1 - т1·1·Р - т1·1·Р - ... 
t,j = 

(10) 



22 Вестник Московского университета. Серия 3. Физика. Астрономия. 2008. № 2 

где 

m?i = Bii/aii• 
м 

mf i = ( L Bijk - Biiaii) / 2Bii, 
k=l 

м ( м )2 
тГi = 4Bii L Biikl - 3 L Biik + 

k,l=l k=l 
м 

+ 3Biiaii L Biik - 4В~аГi / 128~, 
k=l 

(11) 

Для систем твердых сфер уравнение состояния мож

но определить по контактным значениям бинарных 

функций Fii(cтii+): 

2 м 
р/ р() = 1 + 3п L XiXjFij(CJij+ )cтfi" 

i,j=l 

Так как согласно определению 

дF 1 
Р 1 ре = - av · ре ' 

то из уравнений (10), (12) и (13) имеем 

1 
Fii(cтij+)= 1 2 2 .. 

1 - mijP - mijP - ... )(1 - ачр) 

(mfi + 2тГiР + ... ) lп(l - aiiP) 

aii (l - mfip - тГiР2 - ... )2 . 

(12) 

(13) 

(14) 

Последнее выражение определяет функцию Fi j(r) 
при r = CJij. В общем же случае для вычисления 
функции Fij(r) сохраним структуру выражения (14). 
При построении теории возмущений будем считать 
безразмерную плотность в (14) пропорциональной 
неизвестной функции fi j(r). Тогда общий вид ради
альной функции распределения представится как 

(1 - mJ/ii(r)p - тМ](r)р2 - ... )(1 - aij fi j(r)p) 

(mfi + 2mГ/ii(r)p + ... ) lп(l - O!ij fi j(r)p) 
(15) 

aii (l - mJ/ii(r)p - тМ](r)р2 - ... )2 · 

Функцию fi j ищем в виде ряда по степеням плотно
сти 

(16) 

При малых плотностях соотношения (6) и (15) 
должны совпадать. Тогда с учетом (11) имеем 

м 

f8(r) = BiiFiJ(r)/L xkBiik• 
k=l 
м м 2 

fi}(r) = BiiFij(r)/L xkBijk - ( BiiFiJ(r)/L xkBijk) , 
k=l k=l 

(17) 

Таким образом, выражение (15) при учете (16) 
и (17) полностью определяет искомую двухчастич
ную функцию распределения для многокомпонент

ной системы твердых сфер. 
В результате обобщено выражение для двухча

стичной функции распределения однокомпонентной 

системы твердых сфер на случай многокомпонент

ных систем. При этом, как показывают расчеты 

и сравнение с данными машинного эксперимен

та, использование методов ускоренной сходимости 

позволяет ограничить число используемых коэф

фициентов в разложении двухчастичной функции 

распределения по степеням плотности. 

Полученные результаты могут быть обобщены 
и на многокомпонентные системы с потенциала

ми более сложного типа. Система твердых сфер 

используется в статистической термодинамике как 

базовая в большинстве случаев, что и определяет 

актуальность рассматриваемой задачи . 
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