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ФЛУКТУАЦИИ АМПЛИТУДЫ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ В СЛУЧАЙНОЙ 
СРЕДЕ С РЕГУЛЯРНОЙ РЕФРАКЦИЕЙ В ПРИБЛИЖЕНИИ 

МАРКОВСКОГО ПРОЦЕССА 

О. К. Власова, Л. И. Приходько 

(Цектр гидрофизических исследований; кафедра физики атмосферы) 

Рассмотрены флуктуации лучевоrо вектора и амплитуды волны вдоль луча 
в случайной среде с реrулярной рефракцией в приближении rеометрической оп

тики. Решение задачи основано на описании процесса рассеяния динамическими 
стохастическими уравнениями типа уравнения Ланжевена. В предположении, что 

радиус корреляции флуктуаций диэлектрической проницаемости мал по сравнению 
с расстоянием, пройденным лучом, рассеяние можно рассматривать как процесс 
Маркова и перейти от динамических уравнений к уравнению Эйнштейна-Фокке
ра [1] . Решением уравнения Эйнштейна-Фоккера является плотность вероятности 
амплитуды волны вдоль луча . 

Задача диффузии луча во флуктуирующей сре

де с регулярной рефракцией решена в работе [2] 
путем перехода от уравнений луча к уравнению 
Эйнштейна-Фоккера. Переход от уравнений луча 
к уравнению Эйнштейна-Фоккера не является три 
виальным, поскольку уравнения луча отличаются от 

динамических уравнений типа уравнения Ланжеве

на тем, что случайные флуктуации диэлектрической 

проницаемости в уравнениях луча не зависят от 

длины дуги, пройденной лучом, а определяются 
координатами заданной точки. Последнее обсто
ятельство делает невозможным непосредственный 

переход от уравнений луча к уравнению Эйнштей
на-Фоккера, поскольку для этого требуется д- кор
реляция случайной силы по пройденному лучом 

пути. В связи с этим затруднением в работе [ 1] было 
предложено в уравнениях луча перейти от длины 
дуги к координате, вдоль которой первоначально 

направлен луч. Для среды в среднем однородной 
при условии малых флуктуаций направления луча 

относительно невозмущенного направления подоб
ный переход означает переход к новой переменной, 

указывающей положение луча на невозмущенной 

траектории и являющейся при этом одной из ко
ординат радиус-вектора. Очевидно, что для этого 

достаточно, чтобы одна из координатных линий 
совпадала с невозмущенной траекторией луча, и, 

следовательно, нужно знать невозмущенную траек

торию луча. 

Рассмотрим линейный слой, диэлектрическая 
проницаемость которого в системе координат 

U,g,z) имеет вид 

c:-p (z) = n2(z) = 1 -
2 

, 
р Zo 

(1) 

zo = coпst характеризует размер слоя. Невозму
щенная траектория луча является в этом случае 
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параболой 

- 2 
z(g) = -~ + yctg79°, 

4zos0 

so = sin 79°, rJ0 - угол падения луча на слой. 

(2) 

Введем систему координат параболического ци
линдра таким образом, чтобы одна из координатных 
линий описывала невозмущенную траекторию (2) . 
Для этого рассмотрим новую декартову систему 
координат х, у, z, начало которой совпадает с фоку
сом параболы (2), т. е . связанную с первоначальной 
системой x,y,z соотношением 

r = r - 'ft, rr {О, 2zocoso, zo(cJ - sJ)}, с0 = cos 79°. 
В системе координат без черты уравнение невозму
щенной траектории имеет вид 

у2 
2 2 2 2 2 2 = - z +то, то= zoso. 

ТО 

Координаты параболического цилиндра х, т, ст 
определим следующим образом : 

1 2 2 
х=.х, у=+стт, z= 2(т -а ). 

(3) 

[3, 4] 

Новые координатные поверхности предсталяют со
бой системы софокусных цилиндрических парабо-

лоидов с осью вдоль оси х 

у2 2 у2 
2 + - = 2z + ст2 2= - Z Т, 2 

т (Т 

и плоскостей х = coпst. Таким образом, если задать 

две следующие координатные поверхности : т2 = тб, 
х = О , - то получаемая при их пересечении коор
динатная линия будет совпадать с невозмущенной 
траекторией (3), а координата ст будет указывать 
положение луча на ней. В работе [2] подробно опи
сан вывод ур2внений положения и направления луча 
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в приближении малых флуктуаций диэлектрической 

проницаемости, когда 

t:=t:p+ a t:a, а« 1, (4) 

где С:р удовлетворяет соотношению (1) и как функ
ция переменных параболического цилиндра имеет 
вид 

2 1[ 2 1? 2] cp= np=
20 

т0 - 2(т- - ст). 

Поскольку в уравнение переноса для амплитуды 
волны входит лучевой вектор S , то необходимо ис
пользовать уравнения луча, полученные в работе [2] 
и записанные с точностью до О(а2): 

х = S х J ст2 + тб, т = S.r. 

S. - nos а 1 &С/. V 2 2 
х --- ~+--- ст +т 

по - п0 2п0 дх о ' 
(5) 

· no а iio n0 
Sт = --Sт + -ff:" - 4ата- - аSта-. 

по по по по 

точка означает дифференцирование по ст и 

J а2 + sб 
по = J2Zo ' 1 [ 1 дса то ] ff:" = - -2 -д + 2 2€а . 

по Т СТ +ТО 

Коэффициенты уравнения Эйнштейна-Фоккера 
получены из (5) при выполнении условий 

ro о ro 2 
-2 « tg'/9 ' -2 « So, (6) zo zo 

Fxx' = Fтт' =Ах= Ат= fхт' =О, 
(7) 

Fs S' = Fs S' = D J ст2 + т2 
х х т , п4 о' 

о 

r0 характеризует радиус корреляции неоднородно

стей диэлектрической проницаемости, коэффициент 
21 2 

корреляции имеет вид р = e-r го. 

Уравнение для амплитуды волны вдоль луча, 

полученное в работе [5], следует из уравнения пе
реноса и уравнения эйконала нулевого приближения 
геометрической оптики: 

(8) 

где l - длина дуги вдоль луча. Для представ
ления уравнения (8) в виде уравнения Ланжевена 
в рассматриваемой среде с регулярной рефракцией 

следут записать его в выбранной параболической 
системе координат и перейти от дифференцирования 

по длине дуги к дифференцированию по координа
те а, используя следующие выражения: 

dA dA Su 
dl dст J а2 + т2' 

ddA = _ 2А5 [ддSх J ст2 + т2+ д8Su + д8Sт + Su~ + S;т + 
а и х ст т ст + т 

+ 2
1
€ ( Sx ~: J а2 + т2 + Su ~; + Sт ~~)] . (9) 

В приближении малых флуктуаций ( 4) запишем 
решение уравнения (9) в виде А = Ао + аАа + ... 
п о dAo Аои 
ри а= имеем т = -~. 

и а +то 

Уравнение для Аа имеет вид 

dAa = -Аа ст 
dст ст2 + тJ 

Ао ( дSха / 2 2 дSта zo &а) - 2 -д уст +то+-д + 2 2 -д . 
Х Т СТ +То СТ 

Объединяя оба уравнения, получим с точностью 

до О(а2) уравнение для амплитуды в виде урав
нения Ланжевена 

dA =-А ho - а AooJ2Zo х 
dст п0 2 

х --+-- + -[дSха дSта 1 zo Оса: ] 
дх дт J а2 + т§ J ст2 + т§ дет 

поскольку ~о = --Г---, и уравнение для амплитуды 
о и·+то 

в нулевом приближении можно представить в виде 

d 
dст (Аопо) = О, Аопо = Ао0, ( 10) 

где Аоо - амплитуда вдоль луча на входе в среду. 
Воспользуемся теперь выражениями, полученными 

при выводе уравнений для направления луча в [2], 
которые при выполнении условий (6) имеют вид 

(F 2 
дSта = _1_ I _.!_ д €~ dст' 
дт 2по п0 дт'2 · 

~ (7 2 
дSха = _У_ "'"°О J {) €~ dd 
дх 2по дх'2 ' 

u,, и" 

Таким образом, 

dA = -А ;io - а Аоо J2Zo { J2Zo Jи [)2 с:~ dст' + 
dст по 2 2по дх'2 

ио 

(7 ? } + } _1_ _.!_ д-Е~ dст' + Zo дЕс. 
.j а' + 7 2 2по J nO !}т'2 ( .j 2 2) 

3 да · 
0 ио СТ +ТО 

(11) 
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Найдем теперь коэффициенты уравнения Эйнштей

на-Фоккера, связанные с амплитудой. Из {l 1) сле
дует 

2 2 (J ({ ~ (J 2 
F - а Aoo2zo J v 2zo J д €~ d " АА- -- -- а+ 

4 2п0 дх"2 
ио ио 

и' 

{ 
J2Zo f [)2 €':} d _JI/ 1 1 

х -- -- и + -х 
2п~ дх1112 J , 2 + 2 2п~ 

сто U ТО 

и' 

х J-1- д2€~' dd" + zo &~ } )dи'. 
п()' дт"'2 ( ) з дет' ио J u12 + т§ 

При вычислении коэффициента FAA рассматривает
ся ряд интегралов, например 

(/ (f' (7 -----

/ = 2zo J dи' J da" J д2€~ д2€~' da"' = 
4по п~ дх"2 дх"'2 

ио ио ио (J 

= 2zo f da' &2 f dст" f д4 р du111. 
4по по а дх"2дх"'2 

ио 

Поскольку в параболической системе координат рас
стояние между точками имеет вид 

r2 
= (х" - х111 )2 + (~и"т" ± и1"т'")2 + 

+ ~ [ ( т"2 _ ст''2) _ ( т"'2 _ а1112)] 2, 

а коэффициенты в уравнении Эйнштейна-Фоккера 

должны быть определены в точке, где х" = х"', 
т'' = т'" = то ' то 

д4р 1 = 12 d2p = 12 _!.._e-r2JrJ 
дх"2дх"'2 х"=х"' d (r2) 2 rJ 

Введем переменные 

( = и" - ст'" ' 
и''+ и'" 

ry=---
2 

Тогда рассматриваемый интеграл имеет вид 

1 = 2zo J~ d~' J~ dry2 ooJ. 12~ехр [-(2(тб :'r/2)] d(. 
4п0 п0 r0 r0 

ио ио о 

Проинтегрировав по с, получим 

1 =J2Zo1 2&fV?r ( f(J d~' ) 2 
4по r0 п0 

ио 
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Вычисляя подобным образом остальные члены FAA 

и учитывая, что ro « zo, имеем 

Або ( J2Zo) 
3 

D { 2 3 Jи dст' Jи , , 
FAA = 3L,,. + - - dст п0 + 

norJ по п'6 
ио ио 

+ ~ fи drт' + LxL,,. } (12) 
·/2Zo п'6 /2Zопо ' 

ио (J 

Lx = J2Zo f dcr' = J2Zo ( cr + ~Со) , 
ио 

Из соотношений (5), (11) найдем следующие коэф
фициенты , входящие в уравнение Эйнштейна-Фок
кера: 

ho 
VA =--А, 

по 

(J 

F = _ AooDso J da' 
АSт 2 2 , 2 . 

по по 
ио 

В результате получаем уравнение Эйнштейна-Фок
кера для плотности вероятности состояния системы 

W(A, Sx, S,,., х, т, и) 

дW / 2 2 дW дW 
ди + уа + т0Sх дх + Sт дт -

_ n0 (sx дW + s,,. дW +АдW)- 3п0 W _ 
по дSх дSr дА по 

_ Dju2 + т§ (д2W a2w) _ 
п4 дS2 + дS2 
о х ,,. 

д2W д2W 
- FAA дА2 - FAsт дS,,.дА =О. (13) 

Для решения (13) введем функцию х следующим 
образом: 

W = п8х. 
Кроме того, как показано в работе [6], в качестве 
новых переменных следует выбрать независимые 
интегралы уравнений луча (5) и амплитуды (\ 1 ) , 
а именно 

Рх = х - SxnoLx , Рх = noSx, 
р,,. = т - S,,.n0L7 , р,,. = n0S,,., 

а = поА. 

В результате в новых переменных уравнение для х 
имеет вид 

дх(Рх, р,,., Рх, р,,., а, а) 

ди 

Djcт2 + тб 
--~-х 

п2 
о 
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( 14) 

Уравнение (14) указывает на зависимость флуктуа
ций амплитуды и флуктуаций положения и направ

ления луча. Проинтегрируем (14) по переменным 
Рх,Рх , рт,Рт и получим уравнение для плотности 

вероятности переменной а в виде 

дх(а, а) - р 2 д2х 
да - ддnо да2. 

Решение этого уравнения приведено в [б] : 

1 

а0 = а(а = ао). 

Возвращаясь к переменной А = пао и функции 

W = пgх, получим, учитывая (1 О) и условие нор
мировки, выражение для плотности вероятности 

амплитуды 

по w = -------1/~2 х 

[ 47r l Fддп6 dст] 
х ехр [-(А -Ао)2 / <б J FAAnбda J 

O"Q 

(15) 

Таким образом, дисперсия амплитуды, как сле
дует из (15) , определяется выражением 

О" 

- 2 J 2 бА2 = 2 Fддn0 dст. 
по 

O"Q 

(16) 

Подынтегральное выражение в ( 16) следует из урав
нения (12). Поскольку проинтегрировать (16) не 
удается, запишем выражение для дисперсии ам

плитуды как функцию безразмерной переменной 
у= . ~ для численного вычисления 

у 2zo 

5 1 3 1 

+ - arctg !j_y' · / у12 + sб + -
2 

ctg {)о arctg !j__ + 
2s0 so У so 

3 ' у' + / у'2 + sб 
+ 

2
so arctg !j_ lп ~ + 

so - со 

+ cta {)о 1 у12 + s2 arctg у' + ~у' · / у12 + s2 arctg со + 
~ У 0 so 2so У 0 so 

у'+ VY'2 + s2 
+ ctg fJo · / у'2 + sб arctg со +у' lп 

1 
° + 

у So -Со 

у' + J у'2 + s2 ( 3 ) 
+ \п 1 _ со 0 со + ;о arctg : + 

+ ~ ctg{)
0 arctg ~~ }dy'. (17) 

Графики функции f (y), представляющей интеграл 
в выражении ( 17), для различных углов падения на 
слой изображены на рис. В. 

f( y) 

24 
22 
20 
18 -- 30° 
16 - - - 45° 
14 ..... 60° 

12 

10 
8 / 

/ 

6 /' 

4 
2 

о 

-2 
- 1,0 - 0,8 - 0,6 - 0,4 - 0,2 о 0,2 0,4 0,6 0,8 у 

Рис. /. Графическое представление функции f(y) 
(17), полу•1енной с помощью •1исленного интегри
рования для различных углов падения волны на 

слой 

Сравним дисперсию амплитуды в среде с регу
лярной рефракцией с дисперсией амплитуды в сре
де в среднем однородной, которая определяется 

кубической зависимостью отношения пройденного 
лучом пути вдоль невозмущенной траектории к 

величине радиуса корреляции неоднородностей ди
электрической проницаемости [5]. Запишем диспер
сию амплитуды в среде с регулярной рефракцией 

через отношение пройденного лучом пути к радиусу 

корреляции. Записывая пройденный лучом путь от 
начала слоя до заданной точки траектории в виде 

О" 

L(a)= J da'Va'2 +rб= 
-Аео 
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и переходя к безразмерной переменной у, предста

вим дисперсию амплитуды следующим образом : 

(18) 

где 

Графики функции !.},j!.yx), определяющей отклонение 
по 

дисперсии (18) от представленного выше кубиче
ского закона, изображены на рис. 2. Из графиков 
следует, что если угол падения волны на слой 

больше 45°, то поведение дисперсии амплитуды 
практически такое же, что и в среде в среднем 

однородной . Для малых углов падения (меньше 45°) 
поведение дисперсии резко меняется, флуктуации 

амплитуды сильно увеличиваются вблизи точки по
ворота луча (<7 = О) . Объяснить подобное поведение 
дисперсии можно, если обратить внимание на усло

вия применимости метода диффузии луча, которые 

также зависят от угла падения на слой . Помимо 
условий (6) существует условие r0 « L, которое на 
выходе из слоя можно записать в виде 

r0 sJ 1 + с0 -
2 

«со+-2 ln-
1 
-. 

zo - со 

f(y) l (nJX) 

50 

40 --30° 
- - -45° 

30 .... ·60° 

20 

10 

о -

-1,0 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 о 0,2 0,4 0,6 0,8 у 

Рис. 2. Графики функции М определяющей 
пбХ' 

отклонение дисперсии в рассматриваемой среде 

с регулярной рефракцией {18) от дисперсии в од
нородной в среднем среде для различных углов 

падения 

Нетрудно убедиться в том, что приведенные выше 

условия с большей точностью выполняются для 
углов больших 45° . 

Найдем далее относительную дисперсию ампли

туды волны, которую с учетом Аоо = А0 можно 
по 

записать в виде 

оА2 = а2~J7Г (L(у) ) з f(y) 
А6 2 r0 Х · 

( 19) 

Численный расчет функции f~) представлен в виде 
графиков на рис. 3. Из полученных графиков сле
дует, что относительная дисперсия амплитуды (19) 
в большей степени соответствует кубической зави

симости отношения пройденного лучом пути вдоль 
невозмущенной траектории к радиусу корреляции 

неоднородностей, а рассеяние в среде с градиен
том Е: происходит как в квазиоднородной среде. 

f(y)IX 

25 

20 

15 

10 

5 

--30° 
- - -45° 

- 1,0 - 0,8 - 0,6 - 0,4 - 0,2 о 0,2 0,4 0,6 0,8 у 

р 3 г f(л) 
ис. . рафи1<И функции х, определяющей 

отклонение относительной дисперсии амплитуды 

в среде с регулярной рефращией (19) от диспер-
сии в однородной в среднем среде 

Использование метода перехода от уравнений 

Ланжевена к уравнению Эйнштейна-Фоккера воз
можно лишь в том случае, когда невозмущенная 

траектория луча является координатной линией . По
скольку невозмущенной траекторией луча в линей

ном слое является nарабола, то, осуществляя nере
ход к системе координат параболического цилиндра, 

можно решить задачу рассеяния в плоскослоистой 
среде с учетом полного отражения и найти закон 

распределения и дисперсию амплитуды волны вдоль 

невозмущенного луча в любой точке траектории 
(включая тоLJку поворота луча) . Это принципиально 
новый результат, так как в традиционной геометри

ческой оптике невозмущенная амплитуда и флукту
ации амплитуды обращаются в бесконечность вбли

зи точки поворота луча. Однако решить данную 
задачу для произвольной зависимости регулярной 
диэлектрической проницаемости от координат не 

удается, что создает трудности в установлении об

щих закономерностей рассеяния. 
Отметим, что при сопоставлении эксперимен

тальных данных с теоретическими наряду с рас

пределением Гаусса используют и другие виды рас
пределений, корректно описывающие слабые флук-
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туации амплитуды и интенсивности, в частности 

распределение Накагами [7] . 
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