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Электромагнитное поле, в котором (В, Е) = О, истолковано геометрически как 
сопоставление точке (х, у, z, t ) проективной прямой в 11"3 . Для такого поля найдено 
общее решение первой четверки уравнений Максвелла ~otF = О. Вторая четверка 
в области вне зарядов и токов сведена к задаче, связанной со скалярным волновым 
уравнением. 

При исследовании задач электродинамики тра
диционно используют векторную запись уравнений 

Максвелла, шестивекторная же запись используется 
в основном в вопросах, так или иначе связанных 

с ОТО. Тем не менее рассмотрение краевых задач 

в шестивекторном виде обладает рядом преиму
ществ, отмеченных в [ 1] . При этом выяснилось, что 
в рамках этого подхода наиболее интересные с прак

тической точки зрения поля, в которых (В, Е) = О , 
можно истолковать геометрически весьма просто, 

этому истолкованию и посвящена настоящая работа. 

1. Плюкеровы координаты прямой 
в проективном пространстве 

Произвольная плоскость (плоское двумерное 
многообразие) в проективном пространстве 1Р>'3 за
дается уравнениями 

L uixi = 0, L vixi = 0, 

где щ, ... щ - параметры, характеризующие пря

мую. Желая характеризовать 6 параметров прямой 
однородно, Плюкер [2] ввел лучевые координаты 
прямой 

pii = xiyi _ xi/ 

(где Х = (х 1 , ... , х4 ) и У = (у1 , ... , у4) - две любые 
точки на прямой) и осевые координаты прямой 

Qij = ЩVj - UjVi . 

Понятно, что pii и Qij составляют антисимметрич
ные матрицы р и q . Д.ля краткости мы будем да.лее 
писать 

р=хЛу, q=иЛv. 

Отметим еще, что для данной прямой лучевые 
и осеные координаты 01 1реде;1ены с точностью до 

множителя. 

Не всякая антисимметричная матрица р пред

ставляет собой набор лучевых координат, но только 

такая, коэффициенты которой удовлетворяют урав
нению Плюкера 

[р] = р'2рз4 + Р1зр42 + Р 14Р2з =о. 

Для доказательства этого утверждения построим 

явно саму плоскость. Заметим, что все миноры 
третьего порядка матрицы р пропорциональны [р] . 
Например, ми нор, дополнительный к р12 , равен 

А ' 2 = -рз4 [р]. 

Поэтому гапg р :::.:;; 2 и существуют линейно незави
симые 4-векторы и= (и1 , ... , щ) и v, такие что 

4 4 

LPiiщ = 0, 
j = l 

L Piivi = 0 (i = 1, ... ,4) . 
j = l 

Это позволяет рассмотреть плоскость 

'L щxi = 0, 'L vixi = 0, (1) 

с осевыми координатами q =и Л v. 
Взяв на ней две точки х и у, рассмотрим набор 

11J1юкероных лученых координат р' = х /\у . То1·да из 
совместимости соотношений 

LPiiщ = О (i = 1, 2) , 'L xiщ = О, уiщ =О 

видно, что ранг матрицы 

( 

о р ' 2 

-р ' 2 о 

х 1 х2 

yl у2 

р'з р'4) 
р23 р24 

хз х4 

уз у4 

должен быть равен двум . Приравнивая 
лители порядка 3 нулю, получим 

р 12р123 = р23 р' 1 2' ... 

все опреде-

Все это означает, что существует такое число р, что 

pii 
p'ii = р, 
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т. е. 

р =рх Лу. 

Поскольку точка рх тоже лежит на плоскости (1) , 
видим, что Р - тоже лучевые координаты плоско

сти (1 ), что и требовалось доказать. На самом деле 
мы доказали даже больше, а именно следующую 
теорему. 

Теорема l (Ю. Плюкер [2]). Пусть коэффициен
ты антисимметричной матрицы р удовлетворя
ют уравнению Плюкера [р] =О, тогда существу
ют линейно независимые 4-векторы и и v такие, 
что 

LPiiщ=O, piivi=O (i =l, . .. ,4). 

При этом плоскость 

L ИiXi =0, L ViXi =0 

имеет в качестве осевых координат q = и /\ v, 
а в качестве лучевых - заданный набор р. 

Теперь нетрудно усмотреть связь между лучевы
ми и осевыми координатами. Пусть р - лучевые 
координаты плоскости, тогда один из возможных 

отличающихся множителем наборов осевых коорди
нат дается как q = и Л v, где и и v удовлетворяют 
уравнению 

Отсюда 

LPii(UjVk-VjЩ)=O, i,k=l, .. . ,4 

и при i = 1 и k = 4 

p 12q24 + p 13q34 = О, т . е. р 1 2 : q34 = р 1 3 : q42· 

Принимая во внимание прочие соотношения, полу

чим следующую связь лучевых и осевых координат: 

р 12 : р 13 : р \ 4 : р34 : р42 : р23 = 

= q34: q42 : q23: q12: q13 : q14. (2) 

Поскольку сюда входят только отношения коорди
нат, это соотношение верно для любых наборов 
лучевых и осевых координат одной и той же плоско

сти. Если же ло данной матрице (pii) найти матрицу 
(qij ), просто переставив индексы, - эту перестанов

ку мы будем далее обозначать как (pii)* = (qij), -
то мы получим один из наборов осевых координат. 

2. Поля, в которых Е и В ортогональны 

Электромагнитное поле можно описать при помо
щи силового бивектора: 

( 

О cBz 

(Fij) = -cBz О 
сВу -сВх 

iEx iEy 
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-с Ву 

сВх 

о 

- iEx) 
-iEy . 
-iEz 
о 

Здесь элементы Fii суть функции 

Х\ = Х, Х.2 = у, Х.3 = Z, Х.4 = ict. 

Эта матрица для поля, в котором Е и В ортого

нальны, удовлетворяет условию 

О= -ic(E , В) = -cBziEz - cByiEy - cBxiEx = 

= F12F34 - F1зF24 + F2зF14, 
или 

F1 2fз4 + F1зf42 + f14f2з =О. 
Но это в точности уравнение Плюкера. Поэтому по
ле, в котором Е и В ортогональны, можно описать 

геометрически как сопоставление точке 

Х\ = Х, Х2 =у , Х3 = Z, Х4 = ict 

обычного пространства прямой проективного про

странства с осевыми координатами (Fij). Такое поле 
будем далее называть плюкеровым. 

3. Плюкерово поле, удовлетворяющее первой 

четверке уравнений Максвелла 

Первая четверка уравнений Максвелла 

rot E = -В, div B = O 

означает, что 2-форма 

n = Fiidx.i /\ dx.i 

точна, т. е. dй. = О. Это условие можно записать как 
91ot(Fii) = 0 или 'Diti (Fij)* = 0 [3]. 

Пусть (Fij ) - плюкерово поле, удовлетворяющее 
первой четверке уравнений Максвелла. В силу тео
ремы 1 имеются такие векторы 

что 

(Fii)* = (Фi) /\ (Фi ). 

Поэтому уравнение fJ itJ F* = О дает 

4 

('Diti F*)i = L дx/Фiwi - Фiwi) = 
j = I 

4 

= L(фiдх;Фi - фiдхi Фi ) + Фi :DitJ Ф - Фi :DitJ Ф =О 
j= I 

или 

4 4 

[Ф, Ф ] = (:DitJ Ф) L Wiдx; - ('DitJ Ф) L Фiдх;· (3) 
i = I i= \ 

Здесь [ , ] означает коммутатор двух векторных 
полей Ф и Ф . 

Из этого уравнения следует, что векторные поля 
Ф и Ф находятся в инволюции, и, значит, по теоре-
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ме Фробениуса существуют два решения у системы 

двух линейных уравнений 

(Ф,\7и) = (Ф,\7и) = 0 (4) 

с линейно независимыми градиентами. Обозначим 

их как и и v. 
В силу (4) матрица 

\7иЛ\7V 

сопряжена с исходной F* в силу теоремы 1 Плюке
ра. Поэтому с точностью до некоторой функции р(х) 
верно 

F = F** = р(х) \7 и Л \7 v. 

Это позволяет переписать 2-форму n в виде 
n = р(х)dи л dv. 

Но тогда условие dQ =О эквивалентно 

dрЛ dи л dv =О 

(5) 

Таким образом, первая четверка уравнений Макс

велла означает лишь, что определители 

о(р, и, v) = О. 
O(Xk, Xi, Xj) 

Это в свою очередь эквивалентно тому, что р 
функционально зависит от и и v: 

р = р(и, v). 

Итак, первая четверка утверждает, что 

F = р(и, v) \7 ил \7 v. 

Заметим теперь, что 

\7(µ(и , v)и) Л \7v = (µ + иµu)\7и Л \7v. 

Найдя из уравнения 

µ + иµu = р(и, v) 

µ(и, v), представим F в виде 

F = \7(µu) л \7 v. 

Переобозначая µи как и, видим, что F = \7иЛ\7V. 

Тем самым доказана следующая теорема. 

Теорема 2. Для любого поля F, которое удо
влетворяет условию (Е, В) = О и первой четверке 
уравнений Максвелла 9totF = О, существуют две 
такие функции и и v, что 

F = \7 ил \7 V, 

или 

с .. _ о(и, v) 
гl/ - . 

O(Xi, Xj) 

Например, если 

и = х2, 

то 

т. е. обычная плоская волна. Примечательно и то, 

что плоская волна описывается при помощи скаляр

ной волны v = Aek1xi+k4x4 и еще одной скалярной 
функции и, задающей плоскость поляризации. Та
кое описание волны лучше обычного, поскольку оно 

не вводит проблемы «левой и правой волн» [ 4] . 
Утверждение, обратное теореме 2, очевидно, по

скольку 2-форма 

~ д(и,v) 
6 д( . ·) dxidxi =dиЛ dv 

Х1,Х1 

точна. 

4. Плюкерово поле, удовлетворяющее 

однородной системе уравнений Максвелла 

Пусть теперь (FJ) удовлетворяет еще и второй 
четверке уравнений Максвелла 

'!>it1(FiJ) = О. 
Меняя ролями осевые и лучевые координаты, ви

дим, что найдутся функции w1 и w2 такие, что 

(Fij)* = p(x)\7w1 Л \7w2, 

причем эти функции будут двумя независимыми 

решениями системы 

(\7 и, w) = О, (\7 v, w) = О. 

Отсюда следует, что поля \7и и \7v должны состо
ять в инволюции, т. е. 

[\7и, \7v] = О. 

С другой стороны, повторяя выкладки, привед
шие к соотношению (3), видим, что 

'!>itJ(Fij) = '!>it1(\7и Л \7v) = О 

означает, что коммутатор 

4 дv 4 ди 
[\7и, \7v] = ('!>it1 \7и) L дх· Ох; - (f>it1 \7v) L дх· Ох; · 

i = I 1 i = I 1 

Поэтому функции и и v должны удовлетворять 
соотношению 

4 дv 4 ои 
Du L дх дх; - Dv L дх дх; = О. 

i = I 1 i = I 1 

Коль скоро поля \7и и \7v не коллинеарны, то 
отсюда следует система 

{Dи= О, 
Dv= O. 

Теорема 3. Для любого поля F, которое удо
влетворяет условию (Е, В) = О и однородной си
стеме уравнений Максвелла 

{
9totF = О, 
'!>it1 F =О, 
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найдутся такие два решения w = и и w = v 
волнового уравнения Dw = О, что 

F = '\1 ил V' v, 

причем 

[V'u, '\lv] =О. 

Следует отметить, что условие ['\!и, '\lv] = О су
щественно. Например, если взять 

U=X1, 

то получится волна с продольной составляющей 

Е, = iF1 4 = i диv = iAk4ek1x1+k4x4. 
дх1 х4 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
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