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,u = u0, x 2 �
,ãäå 
 � îáëàñòü ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé, ýòîò ìåòîäïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó âèäàkr(u� v)k2 6 (1 + �)krv� yk2 ++�1 + 1��C2
k div y+ fk2 �M(v,�, y), (1)ãäå v � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ èç ÆW 12(
) + u0 , y �ïðîèçâîëüíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ èç H(
, div)� fy 2 L2(
) jdiv y 2 L2(
)g , à � > 0 � ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Êîíñòàíòà C
 , çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò îáëàñòè 
 , �ýòî êîíñòàíòà èç íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà 8w 2 ÆW 12(
)C
krwk > kwk . Çäåñü k � k âñþäó îáîçíà÷àåò L2 -íîðìó,ñêàëÿðíóþ èëè âåêòîðíóþ.Â ÷àñòíîñòè, åñëè v � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ðàñ-ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ïðèíàäëåæàùåå äîïóñòèìîìó ìíî-ãîîáðàçèþ ÆW 12(
)+u0 , òî (1) äàåò îöåíêó ñâåðõó, êîòîðàÿíè ïðè êàêèõ y è � íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå òî÷íîãîçíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè. Ïðîáëåìà, êàê âèäíî, ñîñòîèòâ ìèíèìèçàöèè ïîëó÷åííîãî �óíêöèîíàëà M(v,�, y),íàçûâàåìîãî ìàæîðàíòîé. Ïðè ýòîì ìîæíî êàê èñïîëü-çîâàòü âûáðàííûå çàðàíåå çíà÷åíèÿ � , òàê è ïðèìåíèòüàëãîðèòì âûáîðà îïòèìàëüíîãî � [5, �îðìóëà (48)℄.1. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòûÌû ðàññìàòðèâàåì ñîâîêóïíîñòü îäíîìåðíûõ çàäà÷âèäà (u00 =�f (x), x 2 (0;L),u(0) = u(L) = 0. (2)Äëèíó îòðåçêà L è ïðàâóþ ÷àñòü f (x) ïðè ýòîì ìîæíîçàäàâàòü ïðîèçâîëüíî.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îöåíêà (1) âûãëÿäèòñëåäóþùèì îáðàçîì:ZL0 (u0 � v0)2 dx 6 (1 + �) ZL0 (v0� y)2 dx++ 1+ �� C2
 ZL0 (y0 + f (x))2 dx �M(v,�, y), (3)ãäå y 2W 12(0;L) (¾âûðîæäåííîå¿ ïðè îäíîìåðíîé çàäà÷åH(
, div)) è � > 0 � ïðîèçâîëüíû, C
 = L� .Â êà÷åñòâå ìåòîäà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ áûë âû-áðàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îòðåçîê [0;L℄ ðàçáè-âàëñÿ íà N ðàâíûõ îòðåçêîâ. �àññìàòðèâàëèñü êóñî÷-íî-à��èííûå ýëåìåíòû, ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü íåïðå-ðûâíîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (ïåðâàÿ ñåðèÿ ýêñïåðè-ìåíòîâ) è êóñî÷íî-êóáè÷åñêèå, ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòüðåøåíèå ñ íåïðåðûâíîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé (âòîðàÿ ñå-ðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ).�àññìîòðèì ïðîöåññ ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëàM(v,�, y) îòíîñèòåëüíî y . Íåîáõîäèìî áûëî âûáðàòüíåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ Yhn , ïðå-äåëüíî ïëîòíóþ â W 12(0;L). Äëÿ ýòîãî êàæäûé èç Nîòðåçêîâ ðàçáèâàëñÿ åùå íà n > 1 îòðåçêîâ. Ñóæåíèåêàæäîé �óíêöèè y èç ïðîñòðàíñòâà Yhn íà êàæäûé èçýòèõ îòðåçêîâ ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé à��èííóþ (ïåðâàÿñåðèÿ) èëè êâàäðàòè÷íóþ �óíêöèþ (âòîðàÿ ñåðèÿ). Âäîëüâñåãî îòðåçêà [0;L℄ �óíêöèÿ y áûëà íåïðåðûâíîé.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé �èêñèðîâàííîé ïàðû (N ,n)èìåëîñü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó �óíê-öèåé y è íåêîòîðûì êîíå÷íîìåðíûì âåêòîðîì y 2 RM(M = Nn+ 1 â ïåðâîé ñåðèè è M = 2Nn+ 1 âî âòîðîé),÷òî ïîçâîëèëî, âû÷èñëèâ äëÿ ýòèõ N è n íåîáõîäèìûåèíòåãðàëû îäèí ðàç (òå, ÷òî çàâèñÿò òîëüêî îò áàçèñíûõ�óíêöèé, âûáðàííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ v è y , � àíàëèòè-÷åñêè, îñòàëüíûå � ÷èñëåííî), ïðåäñòàâèòü �óíêöèîíàëM(v,�, y) â âèäå êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà12(A(�), y, y) + (b(�), y) + , (4)ãäå A(�) 2 M M�M � ìàòðèöà, à b(�) 2 RM � âåêòîð,çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà � . Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîç-âîëèëî íàéòè y0 êàê �A(�)�1b(�), ÷òî â ñèëó ñòðóê-òóðû ìàòðèöû è áëàãîäàðÿ ñóùåñòâîâàíèþ ñïåöèàëüíîîðèåíòèðîâàííîãî íà ðàáîòó ñ ìàòðèöàìè ïàêåòà Mat-lab ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî äåøåâîé îïåðàöèåé. Âïðî÷åì,



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 19ïðè áîëüøèõ N è n âåêòîð �A(�)�1b(�) âû÷èñëÿåò-ñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ, ñóùåñòâåííîé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîéçàäà÷è, ïîýòîìó îêàçàëîñü ïîëåçíûì âçÿòü íàéäåííûéâåêòîð y0 â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è ïðî-âåñòè ìèíèìèçàöèþ ìåòîäîì ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ,ïîëó÷èâ y1 .Áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, âûÿâëÿþ-ùèå õàðàêòåð çàâèñèìîñòè êà÷åñòâà ïîëó÷åííûõ îöåíîêîò âåëè÷èí N (ò. å. îò âèäà ñàìîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøå-íèÿ), n (ò. å. îò âèäà ïðîñòðàíñòâà Yh ) è ïàðàìåòðà � .Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè êà÷åñòâà îöåíêè ìû èñïîëüçî-âàëè òàê íàçûâàåìûé èíäåêñ (ïîêàçàòåëü) ý��åêòèâ-íîñòè [1℄, ðàâíûé îòíîøåíèþ íàéäåííîãî ìèíèìóìà�óíêöèîíàëà ê äåéñòâèòåëüíîìó çíà÷åíèþ ïîãðåøíîñòè,Ieff = M(v,�, y1)/kr(u� v)k2 , ãäå �óíêöèÿ y1 ñîîòâåò-ñòâóåò íàéäåííîìó âåêòîðó y1 . Òàêèì îáðàçîì, ÷åììåíüøå (áëèæå ê åäèíèöå) ïîêàçàòåëü ý��åêòèâíîñòè,òåì ëó÷øå îöåíêà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíûâ âèäå òàáëèö. Â êàæäîé òàáëèöå ïðåäñòàâëåíî òî÷íîåçíà÷åíèå îöåíèâàåìîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðå-øåíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ïðîñòðàíñòâå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâïðè äàííîì N , äàëåå èäóò çíà÷åíèÿ N è n , çàòåìçíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ ý��åêòèâíîñòè ïðè ðàçíûõ � . Çíà-÷åíèÿ, ïðèâåäåííûå â ïðåäïîñëåäíåì ñòîëáöå êàæäîéòàáëèöû, ïîëó÷åíû ìèíèìèçàöèåé ìàæîðàíòû ñ âûáîðîìîïòèìàëüíîãî � â òðè èòåðàöèè, à çíà÷åíèÿ, ïðèâåäåííûå

â ïîñëåäíåì ñòîëáöå, ïðåäñòàâëÿþò íàéäåííûå îïòèìàëü-íûå � = �opt . Âñå ÷èñëà, êðîìå �opt , îêðóãëåíû äî ïÿòèäåñÿòè÷íûõ çíàêîâ, �opt � äî òðåõ.1.1. Ñåðèÿ I. Ëèíåéíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû äëÿ �óíêöèév è yÄàííàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñîñòîèò èç òðåõ ïîäñå-ðèé (Ià, Iá, Iâ). Â êàæäîé èç íèõ ïðèáëèæåííî ðåøàåòñÿçàäà÷à âèäà (2) ïðè L= 1, â êîòîðîé ðàçëè÷àþòñÿ ëèøüïðàâûå ÷àñòè f .Ïîäñåðèÿ Ià: f = 2, u = �x2 + x , u0 = �2x + 1,u00 =�2, ku0k2 = 0.33333.Ïîäñåðèÿ Iá: f = 2x , u = � x33 + x3 , u0 = �x2 + 13 ,u00 =�2x , ku0k2 = 8.8888 � 10�2 .Ïîäñåðèÿ Iâ: f = x2 , u = � x412 + x12 , u0 = � x33 + 112 ,u00 =�x2 , ku0k2 = 8.9286 � 10�3 .1.2. Ñåðèÿ II. Êóáè÷åñêèå êîíå÷íûå ýëåìåíòûäëÿ �óíêöèè v è êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íàÿ �óíêöèÿ yÂ äàííîé ñåðèè äàííûå äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è òåæå, ÷òî â ïîäñåðèè Iâ: L = 1, f = x2 , u = � x412 + x12 ,u0 =� x33 + 112 , u00 =�x2 , ku0k2 = 8.9286 � 10�3 .Ò àáë èö à 1Ïîäñåðèÿ Iàkv0� u0k2 N n � = 0.5 � = 0.01 � = 0.0001 � = �opt �opt3.7037 � 10�2 3 1 1.4509 1.0091 1.0001 1.0084 0.928 � 10�23 5 1.4422 1.0089 1.0001 1.0111 1.24 � 10�23 10 1.4384 1.0089 1.0001 1.0116 1.29 � 10�21.3333 � 10�2 5 1 1.4822 1.0097 1.0001 1.0020 2.07 � 10�35 5 1.4783 1.0096 1.0001 1.0026 2.75 � 10�35 10 1.4776 1.0096 1.0001 1.0028 2.89 � 10�33.3333 � 10�3 10 1 1.4955 1.0099 1.0001 1.0003 2.66 � 10�410 5 1.4945 1.0099 1.0001 1.0003 3.53 � 10�410 10 1.4944 1.0099 1.0001 1.0005 3.69 � 10�4Òà áë èö à 2Ïîäñåðèÿ Iákv0� u0k2 N n � = 0.5 � = 0.01 � = 0.0001 � = �opt �opt1.2071 � 10�2 3 1 2.3722 3.2401 � 101 3.1100 � 103 2.3562 5.96 � 10�13 5 1.4747 2.2649 1.2536 � 102 1.2228 1.19 � 10�13 10 1.4450 1.3229 3.2090 � 101 1.1083 6.08 � 10�23 50 1.4354 1.0215 2.2437 1.0232 1.83 � 10�23 100 1.4351 1.0120 1.3110 � 103 1.0156 1.52 � 10�21.1089 � 10�3 10 1 2.4082 3.1771 � 101 3.0470 � 103 2.4022 5.55 � 10�110 5 1.5308 2.2404 1.2284 � 102 1.2318 1.11 � 10�110 10 1.5032 1.3175 3.1460 � 101 1.1129 5.55 � 10�210 50 1.4944 1.0222 2.2185 1.0221 1.11 � 10�210 100 1.4941 1.0130 1.3047 1.0110 5.56 � 10�32.7764 � 10�4 20 1 2.4110 3.1796 � 101 3.0425 � 103 2.4055 5.52 � 10�120 5 1.5351 2.2386 1.2266 � 102 1.2325 1.10 � 10�120 10 1.5076 1.3171 3.1415 � 101 1.1132 5.52 � 10�220 50 1.4989 1.0223 2.2167 1.0222 1.10 � 10�220 100 1.4986 1.0130 1.3042 1.0110 5.52 � 10�310 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



20 ÂÌÓ. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 1 Òà áë èö à 3Ïîäñåðèÿ Iâkv0� u0k2 N n � = 0.5 � = 0.01 � = 0.0001 � = �opt �opt1.7396 � 10�3 3 1 3.5462 7.2034 � 101 7.0324 � 103 3.2444 9.39 � 10�13 5 1.5232 3.9138 2.8840 � 102 1.3503 1.82 � 10�13 10 1.4547 1.7356 7.2897 � 101 1.1676 9.15 � 10�23 50 1.4327 1.0380 3.8766 1.0334 2.34 � 10�23 100 1.4320 1.0162 1.7192 1.0197 1.74 � 10�21.6574 � 10�4 10 1 3.5278 6.9477 � 101 6.7805 � 103 3.3129 8.31 � 10�110 5 1.5756 3.7540 2.7270 � 102 1.3553 1.66 � 10�110 10 1.5141 1.6960 6.8930 � 101 1.1708 8.29 � 10�210 50 1.4944 1.0373 3.7173 1.0031 1.66 � 10�210 100 1.4938 1.0168 1.6794 1.0165 8.29 � 10�34.1609 � 10�5 20 1 3.5268 6.9294 � 101 6.7624 � 103 3.3176 8.24 � 10�120 5 1.5797 3.7427 2.7159 � 102 1.3557 1.65 � 10�120 10 1.5187 1.6932 6.8648 � 101 1.1711 8.24 � 10�220 50 1.4992 1.0373 3.7060 1.0331 1.65 � 10�220 100 1.4986 1.0168 1.6765 1.0165 8.23 � 10�3Òàáë è ö à 4Ïîäñåðèÿ IIkv0 � u0k2 N n � = 0.5 � = 0.01 � = 0.0001 � = �opt �opt1.2217 � 10�7 3 1 1.7132 � 102 5.7454 � 103 5.6886 � 105 6.4772 � 101 1.90 � 1013 5 1.7593 1.0203 � 101 9.1118 � 102 1.6879 3.07 � 10�13 10 1.5012 1.5844 5.7886 � 101 1.1549 7.64 � 10�23 50 1.4840 1.0107 1.0911 1.0060 3.44 � 10�33 100 1.4840 1.0098 1.0058 1.0020 1.76 � 10�31.1918 � 10�10 10 1 1.4171 � 103 4.7703 � 104 4.7235 � 106 4.8425 � 102 9.21 � 10110 5 3.7657 7.7335 � 101 7.5587 � 103 3.4914 8.72 � 10�110 10 1.6400 5.7803 4.7335 � 102 1.4814 2.18 � 10�110 50 1.4985 1.0176 1.7561 1.0174 8.70 � 10�310 100 1.4983 1.0105 1.0473 1.0043 2.18 � 10�31.9645 � 10�12 20 1 5.3726 � 103 1.8088 � 105 1.7910 � 107 1.8078 � 103 2.42 � 10220 5 1.0096 � 101 2.9041 � 102 2.8657 � 104 7.2495 1.7020 10 2.0368 1.9098 � 101 1.7920 � 103 2.0253 4.23 � 10�120 50 1.5004 1.0389 3.8665 1.0341 1.69 � 10�220 100 1.4996 1.0118 1.1795 1.0085 4.23 � 10�32. Íàáëþäåíèÿ è âûâîäûÏðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîçâîëÿþòñäåëàòü ñëåäóþùèå íàáëþäåíèÿ è âûâîäû.1. Ý��åêòèâíîñòü îöåíîê çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêîõîðîøî ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè y èç âûáðàííîãî ïðîñòðàí-ñòâà Yh ìîæåò ïðèáëèçèòü �f (ñì. âòîðîå ñëàãàåìîåâ (3)). Òàê, â ïåðâîé ñåðèè íàøèõ ýêñïåðèìåíòîâ ìûóâèäåëè, ÷òî äëÿ f = onst, êîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, ìîæåòáûòü ïðèáëèæåíà êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé y0 òî÷íî, îöåíêàî÷åíü áëèçêà ê òî÷íîìó çíà÷åíèþ îøèáêè óæå ïðèn= 1, è ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàëûõ � . Ïðè ðîñòåæå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ý��åêòèâíîñòü
îöåíêè íåñêîëüêî óõóäøàåòñÿ. Ýòî ëåãêî çàìåòèòü, åñëèñðàâíèòü ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíèì è òåì æåN ,n,� , òàáë. 1, 2, 3. Ýòî íàáëþäåíèå íàõîäèòñÿ â ïîëíîìñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà,ïðîâåäåííîãî àâòîðàìè ìåòîäà è îïèñàííîãî â [4, ðàç-äåë 5.1℄. Â ýòîì ïðèìåðå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Yhðàçáèåíèå îáëàñòè íå ïðîèçâîäèëîñü, íî â êà÷åñòâå yáðàëèñü ìíîãî÷ëåíû, è ñ ðîñòîì èõ ñòåïåíè óëó÷øàëàñüý��åêòèâíîñòü îöåíêè (ñì. [4, ï. 5.1.4℄). Òàêèì îáðàçîì,ðîñò ñòåïåíè y , ðàâíî êàê è óìåíüøåíèå ñòåïåíè f ,âåäåò ê óìåíüøåíèþ ïîêàçàòåëÿ ý��åêòèâíîñòè, ò. å.ê óëó÷øåíèþ êà÷åñòâà îöåíêè. Àíàëîãè÷íûé ý��åêòíàáëþäàëñÿ è â ïðèìåðå, îïèñàííîì â [1, ðàçäåë 4.2℄.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 21Â ýòîé ñâÿçè ñìûñë ðåêîìåíäàöèè â [4, ï. 5.1.8℄ áðàòüäëÿ y ìíîãî÷ëåíû òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è äëÿ èñõîäíîéïåðåìåííîé u , ïîíÿòåí: õîòÿ òàêàÿ ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿèçëèøíåé äëÿ àïïðîêñèìàöèè v0 , îíà ñóùåñòâåííà äëÿòîãî, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü â ïðèáëèæåíèè �óíêöèè �f�óíêöèåé y0 (è ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèè v0 �óíêöèåé y )áûëà ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ïîãðåøíîñòü ñàìîãîðåøåíèÿ çàäà÷è, ò. å. ku0 � v0k . Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîåñëàãàåìîå ìàæîðàíòû áóäåò íå ñëèøêîì âåëèêî äàæåïðè ìàëûõ � , ÷òî ïîçâîëèò ïåðâîìó ñëàãàåìîìó ïðèáëè-çèòü èñêîìóþ ïîãðåøíîñòü. Òî æå íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåòñäåëàòü è ýêñïåðèìåíò èç [1, ðàçäåë 4.1℄ ñ óðàâíåíèåìu00 =  .2. Èç òàáë. 1�4 ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ �ïîêàçàòåëü ý��åêòèâíîñòè èìååò ïîðÿäîê íåñêîëüêèõåäèíèö óæå ïðè n= 1, íî îí íå ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðèn!1 . Â òî æå âðåìÿ ïðè ìàëûõ � â îáùåì ñëó÷àåäëÿ íåáîëüøèõ n ïîêàçàòåëü ý��åêòèâíîñòè ïîëó÷àåòñÿî÷åíü áîëüøèì, íî ïðàêòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðèn!1 .3. Â òî âðåìÿ êàê, ñîãëàñíî äâóì ïðåäûäóùèì íà-áëþäåíèÿì, ïîëó÷åíèå âåñüìà òî÷íûõ îöåíîê ìîæåò îêà-çàòüñÿ äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèì, îöåíêè, çàâûøàþùèå ïî-ãðåøíîñòü â ðàçóìíîå êîëè÷åñòâî ðàç (ñêàæåì, äî 3�4),òðåáóþò íàìíîãî ìåíüøå ðàñ÷åòîâ (ñì. ïåðâûå ñòðîêèêàæäîé ïîäñåðèè). Íà ýòî óêàçûâàþò è àâòîðû ìåòîäà(ñì., íàïð., [3℄, îáñóæäåíèå ïðèìåðà 1). Òàêèì îáðàçîì,èìååòñÿ àëüòåðíàòèâà: î÷åíü áûñòðî ïîëó÷èòü îöåíêó,ïðåâûøàþùóþ ïîãðåøíîñòü â íåáîëüøîå ÷èñëî ðàç, èëèòùàòåëüíî ðàññ÷èòàòü î÷åíü òî÷íóþ îöåíêó.4. Äëÿ èñêëþ÷èòåëüíîãî ñëó÷àÿ, ïðåäñòàâëåííîãîâ ïîäñåðèè Ià, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü òî÷íî ïðèáëèæàåòñÿïðîèçâîäíûìè �óíêöèé y , îöåíêè íàèáîëåå ý��åêòèâíû(ñì. òàêæå ï. 2), õîòÿ èçìåëü÷åíèå ñåòêè ïðèâîäèòê íåêîòîðîìó èõ óõóäøåíèþ. Âîçìîæíî, ýòî ñâÿçàíîñ ïîãðåøíîñòÿìè ðàñ÷åòà. Êðîìå òîãî, çàìåòíî, ÷òî ïðèñòàðòå ñ � = 0.5 (ìû âûáèðàëè íà÷àëüíîå � = 0.5 âî âñåõñåðèÿõ) çíà÷åíèå � , ïîñòðîåííîå ïî ìåòîäó âûáîðà îïòè-ìàëüíîãî � ïðè êîëè÷åñòâå èòåðàöèé, ðàâíîì òðåì, åùåíå îêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì: èç ïðåäûäóùåãî ñòîëáöàòàáë. 1 ÿñíî, ÷òî � = 10�4 çàâåäîìî ëó÷øå. Ïðè÷èíàçäåñü â òîì, ÷òî â ñèëó îáðàùåíèÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãîìàæîðàíòû â 0 ìèíèìóì ïî � äîñòèãàåòñÿ ïðè �! 0,êàê â ¾èäåàëüíîì¿ ñëó÷àå (êîòîðûé ðåàëèçîâûâàëñÿ áû,åñëè áû ìîæíî áûëî ìèíèìèçèðîâàòü M(v,�, y) íà âñåìH(
, div)), ÷òî íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî çà êîíå÷íîå÷èñëî øàãîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ äàåò íåêîòîðîå íåíó-ëåâîå � . Òàêæå íàìè áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû,ïîêàçûâàþùèå, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âûáîð ìåíüøå-ãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ � , êàê è ñëåäîâàëîîæèäàòü, óëó÷øàåò îöåíêè. Óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà èòå-ðàöèé â âûáîðå îïòèìàëüíîãî � òîæå èõ óëó÷øàåò.Â êà÷åñòâå æå ïðàêòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ, ïîçâîëÿþùåãîîïðåäåëèòü, äîñòèãíóòî ëè óæå îïòèìàëüíîå äëÿ äàííî-ãî n çíà÷åíèå � , ìû ìîæåì ïðåäëîæèòü îòñëåæèâàòüìîíîòîííîñòü èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàìèáûëî çàìå÷åíî (â ýêñïåðèìåíòàõ, ãäå ïðîèçâîäèëîñüáîëüøîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïî � ), ÷òî ïîñëå äîñòèæå-íèÿ îïòèìóìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷èíàåò êîëåáàòüñÿîêîëî íåãî. Â äàííîì æå ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ìîíîòîííîåóìåíüøåíèå.

5. Â öåëîì ñïîñîá âûáîðà îïòèìàëüíîãî � îêàçàëñÿ÷ðåçâû÷àéíî ý��åêòèâíûì, ïîñêîëüêó îáðàùåíèå âòîðî-ãî ñëàãàåìîãî (3) â íóëü � åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäàîïòèìàëüíîå � (�! 0) èçâåñòíî çàðàíåå. Êàê âèäíî èçòàáë. 2, 3 è 4, âûáîð îïòèìàëüíîãî � â òðè èòåðàöèè, ÷òîïî âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì ïðàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîâçÿòèþ íàóäà÷ó òðåõ ïðîèçâîëüíûõ � , ïðèâîäèò, âîîáùåãîâîðÿ, ê ãîðàçäî áîëåå ý��åêòèâíîé îöåíêå, ÷åì âûáîðíàóäà÷ó.6. Â ïðåäåëàõ êàæäîé ïîäñåðèè ñåðèè I (ò. å. äëÿ êàæ-äîé êîíêðåòíîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ) ý��åêòèâíîñòüîöåíîê ïðè ðîñòå N îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé,ò. å. îêàçàëîñü, ÷òî ïîëó÷åíèå îöåíêè òàêîãî æå êà÷åñòâàäëÿ áîëåå òî÷íîãî ðåøåíèÿ òðåáóåò èçìåëü÷åíèÿ ñåòêèâ îäíî è òîæå ÷èñëî ðàç. Ýòî ìîæíî çàìåòèòü, ñðàâíèâàÿñòðîêè êàæäîé èç òàáë. 1, 2 è 3, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíèìè òåì æå n , íî ðàçíûì N .7. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ý��åêòèâíîé îöåíêè æåëàòåëüíî,êàê è ðåêîìåíäóþò àâòîðû öèòèðóåìûõ ðàáîò, áðàòü äëÿïðîñòðàíñòâà �óíêöèé y ýëåìåíòû òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òîâçÿòû è äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, à òî è áîëüøå-ãî ïîðÿäêà. Ýòî óáåäèòåëüíî äîêàçûâàåò âòîðàÿ ñåðèÿýêñïåðèìåíòîâ, ãäå ìû óìûøëåííî âçÿëè y ðàâíûìèíà êàæäîì ÷àñòè÷íîì îòðåçêå ìíîãî÷ëåíàì íà 1 áîëååíèçêîé ñòåïåíè, ÷åì êîíå÷íûå ýëåìåíòû, ñ ïîìîùüþêîòîðûõ ðàçûñêèâàëîñü ðåøåíèå. Òàê, ñâîéñòâî ¾ïîñòî-ÿííîé ý��åêòèâíîñòè¿, îòìå÷åííîå íàìè â ñåðèè I, çäåñüíàðóøàåòñÿ. Íàïðîòèâ, ÷åì òî÷íåå ðåøåíèå, òåì á�îëü-øèì ïðèõîäèòñÿ áðàòü n , ÷òîáû îöåíèòü åãî ïîãðåøíîñòüñ íåêîòîðîé çàäàííîé ý��åêòèâíîñòüþ. Ýòî âèäíî, åñëèñðàâíèòü ñòðîêè òàáë. 4, ñîîòâåòñòâóþùèå îäèíàêîâûì nïðè ðàçíûõ N .8. Ôóíêöèîíàë (4), êàê óæå áûëî ñêàçàíî, î÷åíüóäîáåí äëÿ îòûñêàíèÿ y , íà êîòîðîì îí äîñòèãàåò ìè-íèìóìà. Íî, ê ñîæàëåíèþ, åãî ñòðóêòóðà òàêîâà, ÷òî âû-÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ýòîãî ìèíèìóìà òðåáóåò âû÷èòàíèÿîäíîãî èç äðóãîãî ÷èñåë, ñóùåñòâåííî á�îëüøèõ ñàìîéïîãðåøíîñòè, à èìåííî ÷èñåë, èìåþùèõ ïîðÿäîê ïîðÿäêàêâàäðàòà L2 -íîðìû ïðîèçâîäíîé ðåøåíèÿ. Â òî æå âðåìÿâ ïðîöåññå ìèíèìèçàöèè ýòè ÷èñëà íå ó÷àñòâóþò. Ïîýòî-ìó îêàçàëîñü ïîëåçíûì, íàéäÿ y1 , ðàññ÷èòûâàòü ïðàâóþ÷àñòü (3) ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Repin S.I. // Mathematis and Computers in Simulation. 1999.50, N 1�4. P. 305.2. �åïèí Ñ.È. Äâóñòîðîííèå îöåíêè îòêëîíåíèÿ îò òî÷íîãîðåøåíèÿ äëÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé // Òð.Ñàíêò-Ïåòåðá. ìàòåì. îá-âà. 2001. 9. Ñ. 148. Íîâîñèáèðñê,2001.3. �åïèí Ñ.È., Ôðîëîâ Ì.Å. // ÆÂÌ è ÌÔ. 2002. 42, � 12.Ñ. 1774.4. Repin S., Sauter S., Smolianski A. // Computing. 2003.70, N 3. P. 205. (http://www.math.unizh.h/fileadmin/math/preprints/03-02.pdf).5. Repin S., Sauter S., Smolianski A. Two-sided a posteriori errorestimates for mixed formulations of ellipti problems (http://www.math.unizh.h/fileadmin/math/preprints/21-05.pdf).6. http://www.pdmi.ras.ru/�repin/ApoPDE.
11 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1
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