
ÂÌÓ. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 1 23Ñïåêòð ìîäåëüíîé ñèñòåìû �åðìèîíîâÄ.Ñ. �îëèêîâÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò, êà�åäðàêâàíòîâîé ñòàòèñòèêè. 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2. E-mail: golikov�mail.rossnet.ru�àññìîòðåíà ñèñòåìà òîæäåñòâåííûõ �åðìèîíîâ. Èñõîäÿ èç êîíöåïöèè èñòèííîãî ñèìâîëà ïîëó÷åíîðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé �àìèëüòîíà. Èññëåäîâàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ,ïðèâåäåíû ñïåêòðû êîëëåêòèâíûõ êîëåáàíèé êâàçè÷àñòèö.PACS: 67.10.Fj.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �åðìèîíû, êâàíòîâàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 16.01.2008, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 20.08.2008.�àññìîòðèì ñèñòåìó N òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ìàñ-ñû m , êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà òðåõìåðíîì ïðÿìîóãîëüíè-êå T , äëèíû ñòîðîí êîòîðîãî ðàâíû L1 , L2 è L2 . Ñëó÷àéáîçîíîâ èññëåäîâàí â ðàáîòå [1℄. Ìû æå ðàññìîòðèìñëó÷àé òîæäåñòâåííûõ �åðìèîíîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ �åðìè-÷àñòèöàìè ìåæäó ñî-áîé èìååò âèä V (x, y) =V � 3pN(x� y)� , (1)ãäå V (�) � �èíèòíàÿ ÷åòíàÿ �óíêöèÿ, x, y � êîîð-äèíàòû áîçîíîâ íà ïðÿìîóãîëüíèêå T . Îòìåòèì, ÷òîïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ (1) çàâèñèò îò N òàêèì îáðà-çîì, ÷òî ðàäèóñ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ óìåíüøàåòñÿñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ÷àñòèö N , ïðè ýòîì â ñðåäíåì÷èñëî ÷àñòèö, ñ êîòîðûìè âçàèìîäåéñòâóåò îäíà ÷àñòèöà,îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.Èñòèííûé ñèìâîëÄëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïðèìåíèì ìåòîäûóëüòðàâòîðè÷íîãî êâàíòîâàíèÿ Â.Ï. Ìàñëîâà. Ïðè óëü-òðàâòîðè÷íîì êâàíòîâàíèè ïî ïàðàì ðàññìàòðèâàåìîé�åðìèîííîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóåò óëüòðàâòîðè÷íî-êâàí-òîâàííûé îïåðàòîð bH , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ òîæäå-ñòâî [2℄ bH = bEbA, (2)ãäå bE � óëüòðàâòîðè÷íî-êâàíòîâàííûé åäèíè÷íûé îïå-ðàòîð, à bA � îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå óëüòðàâòîðè÷íîãîêâàíòîâàíèÿ. Ýòîìó òîæäåñòâó, â ÷àñòíîñòè, óäîâëåòâî-ðÿåò îïåðàòîð ñëåäóþùåãî âèäà:bA= Z Z dx dy bC+(x, y)���� 	h22m (�x +�y) +V (x, y)�bC�(x, y) ++ 2 Z Z Z Z dx dy dx0 dy0V (x, y)�� bC+(x, y)bC+(x0, y0)bC�(x, x0)bC�(y0, y), (3)ãäå �x � îïåðàòîð Ëàïëàñà, äåéñòâóþùèé ïî ïåðå-ìåííîé x , V (x, y) � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ, ñèì-ìåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ xè y , 	h � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, bC+(x, y) è bC�(x, y) ��åðìèîííûå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ïà-ðû ÷àñòèö â �îêîâñêîì ïðîñòðàíñòâå óëüòðàâòîðè÷íîãî

êâàíòîâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå àíòèêîììóòàöèîííûì ñî-îòíîøåíèÿì[bC�(x1, x2), bC+(x01, x02)℄+ = Æ(x1 � x01)Æ(x2 � x02),[bC�(x1, x2), bC�(x01, x02)℄+ = 0.Èíòåãðèðîâàíèå çäåñü è äàëåå ïðîèçâîäèòñÿ ïî òðåõìåð-íîìó ïðÿìîóãîëüíèêó T.Â ñèëó òîæäåñòâà (2) äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêèñïåêòðà ðàññìàòðèâàåìîé áîçîííîé ñèñòåìû â ïðåäåëåïðè N !1 íóæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ àñèìïòîòè-êó [3℄ äëÿ îïåðàòîðà (3).Îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèö ïðè êâàíòîâàíèè ïî ïàðàì÷àñòèö èìååò âèäbN = 2 Z Z bC+(x, y)bC(x, y).Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîòåíöèàëå â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó-÷àå ñòîèò ìàëûé ïàðàìåòð 1/N . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿíàõîæäåíèÿ àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîá-ñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà bA ìîæíî ïðèìåíèòü êâàçè-êëàññè÷åñêèå ìåòîäû, ðàçâèòûå â [4℄. Àñèìïòîòèêà ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïðåäåëÿåòñÿñèìâîëîì îïåðàòîðà (3), ýòîò ñèìâîë íàçûâàåòñÿ èñòèí-íûì ñèìâîëîì óëüòðàâòîðè÷íî-êâàíòîâàííîé çàäà÷è.Îïåðàòîð bA èìååò âèäNH" bC+(�)pN , bC+(�)pN # ,ãäå H � ñëåäóþùèé �óíêöèîíàë:H ��+(�),�(�)� = Z Z dx dy�+(x, y)���� 	h22m (�x +�y) +V (x, y)��(x, y) ++ 2N Z Z Z Z dx dy dx0 dy0V (x, y)���+(x, y)�+(x0, y0)�(x, x0)�(y0, y).Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïåðâîì èíòåãðàëå ïîðÿäêà 1/N ,ïîýòîìó ïðè N !1 èì ìîæíî ïðåíåáðåãàòü. Ââåäåìïàðàìåòð � 2 [0, 1℄, êîòîðûé áóäåò ïîêàçûâàòü ñòåïåíüó÷åòà ýòîãî ìàëîãî ñëàãàåìîãî.Èñòèííûì ñèìâîëîì óëüòðàâòîðè÷íî-êâàíòîâàííîéçàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàòîðó (3), áóäåì íàçûâàòü�óíêöèîíàëH� ��+(�),�(�)� = Z Z dx dy�+(x, y)�12 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



24 ÂÌÓ. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 1��� 	h22m (�x +�y) + �V (x, y)��(x, y) ++ 2N Z Z Z Z dx dy dx0 dy0V (x, y)���+(x, y)�+(x0, y0)�(x, x0)�(y0, y), (4)îïðåäåëåííûé äëÿ ïàðû àíòèñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëü-íî ïåðåñòàíîâîê àðãóìåíòîâ �óíêöèé �+(x, y), �(x, y),çàäàííûõ íà L2(T2).Èç ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå äëÿ �óíêöèé�+(x, y) è �(x, y) ñëåäóåò óñëîâèåZ Z dx dy�+(x, y)�(x, y) = 12. (5)Ñèñòåìà �àìèëüòîíàÑîãëàñíî àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì [4℄, êàæäîìó ðå-øåíèþ íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèéi
�(x, y, t) = ÆH�Æ�+(x, y, t) , �i
�+(x, y, t) = ÆH�Æ�(x, y, t) ,(6)óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ (5), â ïðåäåëå ïðè N !1ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñåðèÿ ñîáñòâåííûõ �óíê-öèé è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà (3).�åøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (6) áóäåì èñêàòü â âèäå�(x, y, t) = �(x, y)e�i
t,�+(x, y, t) = �+(x, y)ei
t. (7)Èç ÿâíîãî âèäà èñòèííîãî ñèìâîëà (4) ñëåäóåò, ÷òîñèñòåìà óðàâíåíèé (6) ïîñëå ïîäñòàíîâêè çàïèñûâàåòñÿâ âèäå
�(x, y) = �� 	h22m (�x +�y) +�V (x, y)��(x, y) ++ 2N Z Z dx0 dy0 �V (x, y) +V (x0, y0)����+(x0, y0)�(x, x0)�(y0, y),
�+(x, y) = �� 	h22m (�x +�y) +�V (x, y)��+(x, y) ++ 2N Z Z dx0 dy0 �V (x, x0) +V (y, y0)����(x0, y0)�+(x, x0)�+(y0, y). (8)Ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ NV (x, y), çà-âèñÿùèé îò ðàçíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ, â âèäå ðÿäàÔóðüå: NV � 3pNx�=Xp vpeipx,vp = 1L1L22 Z dx NV � 3pNx� e�ipx, vp = v�p,ãäå p � âåêòîð âèäà2��n1L1 , n2L2 , n3L2� , (9)n1 , n2 , n3 � öåëûå ÷èñëà, ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿïî âñåì çíà÷åíèÿì n1 , n2 , n3 .

Óòâåðæäåíèå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (5), (8) ïðè �= 0èìååò ðåøåíèÿ�+(x, y) = 1L1L22 e�ik1(x+y) sin(k2(x� y)),�(x, y) = 1L1L22 eik1(x+y)Xl 'k2,l eil(x�y) (10)ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
 = 	h2m �k21 + k22�+ v2k2 � v0,ãäå k1 , k2 , l � òðåõìåðíûå âåêòîðû âèäà (9). ×èñëà'k2,l èìåþò âèä'k2,l =� ibk2,l2 � i�l2 qb2k2,l � 1,bk2,l � 	h2m (l2 � k22) + (v0� v2k2)vl�k2 � vl+k2 . (11)×åðåç �l îáîçíà÷åíî îòíîøåíèå�l = vl�k2 � vl+k2jvl�k2 � vl+k2j .Âåêòîð k1 èìååò ÿñíûé �èçè÷åñêèé ñìûñë: âåëè÷èíà	hk1/m ðàâíà ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ñèñòåìû.�ëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéñåðèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ðåøåíèþ (10), ðàâåí çíà÷åíèþñèìâîëà (4) íà ýòèõ �óíêöèÿõ, óìíîæåííîìó íà N :Ek1,k2 = N  	h2�k21 + k22�2m + v2k2 � v04 ! .Ñëåäóþùèå ïîñëå Ek1,k2 ÷ëåíû àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ �óíêöèé ïîìèìî ñèñòåìû óðàâ-íåíèé (6) îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèÿìè ñèñòåìû óðàâ-íåíèé â âàðèàöèÿõ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé �àìèëüòîíà.Ñèñòåìà óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõÄëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ çàïè-øåì íåñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé �àìèëüòîíà (6).Êàê ñëåäóåò èç âèäà èñòèííîãî ñèìâîëà (4), íåñòàöèîíàð-íûå ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ èìåþò âèäi 
�(x, y, t) =�� 	h22m (�x +�y) + �V (x, y)��(x, y, t) ++ 2N Z Z dx0 dy0 �V (x, y) +V (x0, y0)����+(x0, y0, t)�(x, x0, t)�(y0, y, t),� i 
�+(x, y, t) =�� 	h22m (�x +�y) +�V (x, y)��+(x, y, t) ++ 2N Z Z dx0 dy0 �V (x, x0) +V (y, y0)����(x0, y0, t)�+(x, x0, t)�+(y0, y, t). (12)�àññìîòðèì ìàëûå âàðèàöèè îêîëî ðåøåíèé (7):�(x, y, t) + Æ�(x, y, t),�+(x, y, t) + Æ�+(x, y, t), (13)ãäå Æ�(x, y, t) = Æ�(x, y)e�i
t+i�t,Æ�+(x, y, t) = Æ�+(x, y)ei
t+i�t. (14)



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 25Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè (13) â óðàâíåíèÿ (12) ïîëó-÷èì íåñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõi Æ
�(x, y, t) = �� 	h22m (�x +�y) +�V (x, y)� Æ�(x, y, t) ++ 2N Z Z dx0 dy0 �V (x, y) +V (x0, y0)��� � Æ�+(x0, y0, t)�(x, x0, t)�(y0, y, t) ++�+(x0, y0, t) Æ�(x, x0, t)�(y0, y, t) ++�+(x0, y0, t)�(x, x0, t) Æ�(y0, y, t)�,� i Æ
�(x, y, t) =�� 	h22m (�x +�y) +�V (x, y)� Æ�+(x, y, t)++ 2N Z Z dx0 dy0 �V (x, x0) +V (y, y0)��� � Æ�(x0, y0, t)�+(x, x0, t)�+(y0, y, t) ++�(x0, y0, t) Æ�+(x, x0, t)�+(y0, y, t) ++�(x0, y0, t)�+(x, x0, t) Æ�+(y0, y, t)�. (15)Ó÷èòûâàÿ (7), (14), èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ âàðèà-öèé Æ�(x, y), Æ�+(x, y)(
��) Æ�(x, y) =�� 	h22m (�x +�y) +�V (x, y)� Æ�(x, y) ++ 2N Z Z dx0 dy0 �V (x, y) +V (x0, y0)��� � Æ�+(x0, y0)�(x, x0)�(y0, y) ++�+(x0, y0) Æ�(x, x0)�(y0, y) ++�+(x0, y0)�(x, x0) Æ�(y0, y)�,(
+�) Æ�+(x, y) = �� 	h22m (�x+�y)+�V (x, y)� Æ�+(x, y)++ 2N Z Z dx0 dy0 �V (x, x0) +V (y, y0)��� � Æ�(x0, y0)�+(x, x0)�+(y0, y) ++�(x0, y0) Æ�+(x, x0)�+(y0, y) ++�(x0, y0)�+(x, x0) Æ�+(y0, y)�. (16)�åøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ ïðè � = 0èìåþò âèäÆ�+l (x, y) = u1,l�ei(�k1+k2)x+i(�k1+l)y� ei(�k1+k2)y+i(�k1+l)x�++u2,l�ei(�k1�k2)x+i(�k1+2k2+l)y�ei(�k1�k2)y+i(�k1+2k2+l)x�,Æ�l(x, y) = v1,l�ei(k1+k2)x+i(k1+l)y � ei(k1+k2)y+i(k1+l)x�++ v2,l�ei(k1�k2)x+i(k1+2k2+l)y � ei(k1�k2)y+i(k1+2k2+l)x�++ Xl0 6=l, l+2k2wl,l0�ei(k1+k2+l�l0)x+i(k1+l0)y � ei(k1+k2+l�l0)y+i(k1+l0)x�,(17)ãäå l 6=�k2 . ×èñëîâûå êîý��èöèåíòû u1,l , u2,l , v1,l , v2,l ,wl,l0 îïðåäåëÿþòñÿ èç áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîäåðæèò çàìêíóòóþ ïîäñèñòåìóèç ÷åòûðåõ óðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ u1,l , u2,l , v1,l ,v2,l , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñòàíäàðòíîì âèäå��X =MX. (18)

Çäåñü e�= �+ 	h2m k1(k2 + l), (19)X � âåêòîð-ñòîëáåö âèäàX =0BBB�u1,lu2,lv1,lv2,l1CCCA ,M � ìàòðèöàM =0BBB�B1 V V1 0V B2 0 V2M1 F �B1 �VF M2 �V �B21CCCAñ ýëåìåíòàìèB1 = Bk2,l + vl�k22 ,V = vl+k2 � v2k22 ,B2 = Bk2,l+2k2 + vl+3k22 ,V1 = vl�k2 � vl+k22 ,M1 = 2i(vl�k2 � v0)'k2,l ,V2 = vl+3k2 � vl+k22 ,M2 = 2i(v0 � vl+3k2)'k2,l+2k2 ,F = i(v2k2 � vl+k2)('k2,l+2k2 �'k2,l),
(20)

÷èñëà Bk2,l èìåþò âèäBk2,l = 	h22m�l2 � k22�+ i(vl+k2 � vl�k2)'k2,l � v2k22 ,ãäå 'k2,l îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (11).Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ � ñèñòåìû óðàâ-íåíèé â âàðèàöèÿõ èìåþò âèä�1,k1k2,l =�	h2m k1(k2 + l)�vuut�k2,l +q�2k2,l � 4�k2,l2 ,�1,k1k2,l =�	h2m k1(k2 + l)�vuut�k2,l �q�2k2,l � 4�k2,l2 . (21)Êîý��èöèåíòû �k2,l , �k2,l îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøå-íèÿìè�k2,l = a2 ��l21 � k22�2 + �l2 � k22�2�++ a�l21(vl+3k2 � v2k2) + l2(vl�k2 � v2k2)�� k22(vl�k2 + vl+3k2 � 2v2k2)�++ (vl+k2 � v2k2)(vl�k2 + vl+3k2 � 2v2k2)/2,�k2,l = a�2a�k42 � k22�l21 + l2�+ l21 l2�++ �l21 + l2 � 2k22�(vl+k2 � v2k2)��13 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



26 ÂÌÓ. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 1� �2a2�k42 � k22�l21 + l2�+ l21 l2�++ a�l21(2vl�k2 � v2k2 � vl+k2) + l2(2vl+3k2 � v2k2 � vl+k2)�� 2k22(vl+3k2 + vl�k2 � vl+k2 � v2k2)�++ 2(vl+3k2 � v2k2)(vl�k2 � v2k2)�� (vl+k2 � v2k2)(vl+3k2 + vl�k2 � 2v2k2)�/4,ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿa = 	h22m , l1 = l + 2k2.Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (18)èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, åñëè äåòåðìèíàíò ñîîò-âåòñòâóþùåé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ. �àâåíñòâîdet(M� e�E) = 0, (22)ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà.Êàê è â ñëó÷àå áîçîíîâ, óðàâíåíèå (22) ìîæåò áûòüçàïèñàíî â �îðìåe�4 � �k2,le�2 + �k2,l = 0.Êîý��èöèåíòû �k2,l , �k2,l àíàëîãè÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåçýëåìåíòû ìàòðèöû M :�k2,l = B21 +B22 + 2V 2 +V1M1 +V2M2,�k2,l = B21B22 +B21V2M2 + B22V1M1 � 2V 2B1B2 +V 4 ++V 2(V1M2 +V2M1)� 2VF(B1V2 +B2V1)��V1V2F2 +M1M2V1V2.Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (20), (11), à òàêæå (19), ïðèõîäèìê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñè-ñòåìû óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ, â îòëè÷èå îò ðåøåíèéñèñòåìû �àìèëüòîíà, äîïóñêàþò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðèk2! 0:�k1,0,l =�2alk1 �� �a2l4 + al2(vl � v0) + (vl � v0)22 �� ����(v0 � vl)�al2 + vl � v02 ������1/2.
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