
ÂÌÓ. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 1 37Ñâÿçü äàâëåíèÿ è ýíåðãèè Êàçèìèðà â îäíîìåðíûõ ïîëåâûõ ìîäåëÿõÞ.Ñ. Âîðîíèíàa , Ï.Ê. ÑèëàåâbÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà êâàíòîâîé òåîðèè è �èçèêè âûñîêèõ ýíåðãèé. 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a voronina-yulya�yandex.ru, b silaev�bog.msu.ruÏðåäëîæåí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ Êàçèìèðà ñ ïîìîùüþ �óíêöèè �ðèíà â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.Â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïåðåíîðìèðîâàííîå äàâëåíèå, â ïðîòèâíîìñëó÷àå � çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ íà îäíîé ãðàíèöå îò êîîðäèíàòû äðóãîé. Ïîëó÷åííîå äàâëåíèåïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ýíåðãèþ Êàçèìèðà äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ.PACS: 03.70.+k.Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ý��åêò Êàçèìèðà, âàêóóìíûå ý��åêòû â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ïåðåíîðìèðîâêè â êâàíòî-âîé òåîðèè ïîëÿ.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 20.02.2008, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 14.03.2008.ÂâåäåíèåÂ 1948 ã. Êàçèìèð âïåðâûå ïîêàçàë, ÷òî ñóùåñòâóåòñèëà ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïîâåðõíîñòÿìè â âàêó-óìå [1℄. Ýòî ÿâëåíèå îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì íóëåâûõêîëåáàíèé â âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè êâàíòîâàííîãî ïîëÿ.Ñóòü ý��åêòà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîëÿðèçàöèè âàêóóìà êâàí-òîâàííîãî ïîëÿ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿñïåêòðà íóëåâûõ êîëåáàíèé ïðè îãðàíè÷åíèè îáúåìàêâàíòîâàíèÿ èëè ïðè îòëè÷èè òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâàîò åâêëèäîâîé. Íåñìîòðÿ íà êâàíòîâóþ ïðèðîäó ý�-�åêòà, îíî ÿâëÿåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèì íàáëþäàåìûìÿâëåíèåì [2℄, èãðàþùèì âàæíóþ ðîëü â ðàçëè÷íûõîáëàñòÿõ �èçèêè � îò ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè äî �èçèêèýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è êîñìîëîãèè. Ý��åêò Êàçèìèðàâîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè òàêèõ âîïðîñîâ, êàê ìîäåëèêâàðêîâûõ ìåøêîâ [3�5℄, ìåõàíèçìû ñïîíòàííîé êîìïàê-òè�èêàöèè äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé, êîñìîëîãè÷å-ñêèå ìîäåëè, òåìíàÿ ìàòåðèÿ è ò. ä. [5�9℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèÿè ïåðåíîðìèðîâêà äàâëåíèÿ Êàçèìèðà â ìîäåëè ñêàëÿð-íîãî ïîëÿ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ïðîèçâîäèòñÿ ðàñ÷åòäàâëåíèÿ Êàçèìèðà íà ãðàíèöå îáëàñòè â îäíîìåðíîìñëó÷àå: ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ñ ãðàíè÷-íûìè óñëîâèÿìè îáùåãî âèäà è ïðè íàëè÷èè âíåøíåãîïîëÿ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõìåòîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè, íàïðèìåð ââåäåíèå ïîä çíàê ñóì-ìû íåêîòîðîé îáðåçàþùåé �óíêöèè, ìåòîä, îñíîâàííûéíà èñïîëüçîâàíèè �îðìóëû Àáåëÿ�Ïëàíà, ìåòîä êîâà-ðèàíòíîãî ðàçäâèæåíèÿ àðãóìåíòîâ â áèëèíåéíîé �îðìåòåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà ëèáî �óíêöèè �ðèíà çàäà÷è.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïîñîá âû÷èñëåíèÿè ðåãóëÿðèçàöèè äàâëåíèÿ Êàçèìèðà ñ ïîìîùüþ �óíê-öèè �ðèíà. Ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî �óíêöèþ �ðèíà, ÷åðåç êîòîðóþ îïðåäåëÿåòñÿäàâëåíèå, ìîæíî èñêàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â ÷àñò-íîñòè, �óíêöèÿ �ðèíà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.Îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ ìåòîäîâ ïåðåíîðìèðîâêèýíåðãèè Êàçèìèðà ÿâëÿåòñÿ âû÷èòàíèå èç ýíåðãèè ïîëÿðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ýíåðãèè ïîëÿ ïðè îòñóòñòâèèãðàíèö [5, 10℄. �àññìîòðèì äåéñòâèòåëüíîå ñêàëÿðíîåïîëå â âàêóóìå, îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå a6 x 6 b .Ïîñêîëüêó ïîëå ñóùåñòâóåò â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè,òî âñëåäñòâèå ý��åêòà Êàçèìèðà ãðàíèöû ýòîé îáëàñòèäîëæíû èñïûòûâàòü äàâëåíèå.

Ïîëíàÿ âàêóóìíàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ '(x) íà îòðåçêåa6 x 6 b îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïîíåíòû T00 òåí-çîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà:E = bZa h0jT 00(x)j0i dx = 12 1Xn=1 !n. (1)Èñïîëüçóÿ ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [5℄, ìîæíî ïåðåéòè îòñóììû (1) ê èíòåãðàëó ñëåäóþùåãî âèäà:E = 1� 1Zm p�2 �m2 1Xn=1 ���2 � �n! d�==� 12� 1Zm p�2 �m2 ��WW d�, (2)ãäå W =W (g1(x), g2(x)) � îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî, ÿâ-ëÿþùèéñÿ íà äåéñòâèòåëüíîé îñè óðàâíåíèåì íà óðîâ-íè ýíåðãèè, à g1(x), g2(x) � ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàå-ìîé êðàåâîé çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùèå ëåâîìó è ïðà-âîìó ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëü-êó äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ðàâåíW = � sinh(�(b� a)), òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïîëÿ íà îòðåçêåa6 x 6 bE =� 12� 1Zm p�2 �m2 osh(�(b� a))sinh(�(b� a)) (b� a) d�. (3)Ýòîò èíòåãðàë î÷åâèäíî ðàñõîäèòñÿ. ×òîáû íàéòè êî-íå÷íóþ ýíåðãèþ Êàçèìèðà, îáû÷íî ïðèìåíÿþò ïåðå-íîðìèðîâêó ñëåäóþùåãî âèäà: èç èñõîäíîãî âûðàæåíèÿâû÷èòàåòñÿ òà ÷àñòü ýíåðãèè ïîëÿ, êâàíòîâàííîãî âîâñåì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðàÿ ñîñðåäîòî÷åíà íà èíòåðâàëåa6 x 6 b . Òîãäà ïîñëå òàêîé ïåðåíîðìèðîâêè ýíåðãèÿïîëÿ íà îòðåçêå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [5℄Eren =� 12� 1Zm p�2 �m2 �osh(�(b� a))sinh(�(b� a)) � 1� (b� a) d�.(4)Îäíàêî ïðè ïðèìåíåíèè ýòîãî ìåòîäà ê äðóãèì çà-äà÷àì ìîãóò âîçíèêíóòü íåîïðåäåëåííîñòè â ïðîöåäóðåâû÷èòàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïîëåíà îòðåçêå 0 < a6 x 6 b <1 ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîëÿ19 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



38 ÂÌÓ. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 1V ext ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Â ñëó÷àå ñóùå-ñòâîâàíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âûãëÿäèòñëåäóþùèì îáðàçîì:�2'�t2 � �2'�x2 + (m2 +V ext(x))'= 0,ïðè÷åì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíåøíåå ïîëå äîñòàòî÷íîáûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè x!1 .Êâàíòîâîå ïîëå, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâ-íåíèÿ, ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñèñòåìå îðòîíîðìèðîâàííûõñîáñòâåííûõ �óíêöèé ñëåäóþùåé çàäà÷è: 00n + (�n�V ext(x)) n = 0. (5)Ïðèìåíèì òåïåðü îïèñàííûé âûøå ìåòîä äëÿ âû÷èñ-ëåíèÿ ýíåðãèè, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå âíåøíåãî ïîòåíöèàëàV ext(x) = 4�2 � 14x2 , (6)ãäå � � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò,â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàñ÷åòå ý��åêòà Êàçèìèðà â îáëàñòÿõñî ñ�åðè÷åñêèìè ãðàíèöàìè [5℄. �åøåíèÿìè ñîîòâåò-ñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùèìè ëåâîìóè ïðàâîìó ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ñîîòâåòñòâåííî, ÿâëÿþò-ñÿ �óíêöèèf1(x) =px (I�(�a)K�(�x)�K�(�a)I�(�x)),f2(x) =px (I�(�b)K�(�x)�K�(�b)I�(�x)). (7)Èñïîëüçóÿ (2), íàõîäèì âàêóóìíóþ ýíåðãèþE =� 12� 1Zm p�2 �m2�b I 0�(�b)I�(�b) + aI 0�(�a)I�(�a) �� 1�W (f1, f2) � I�(�a)I�(�b) + I�(�b)I�(�a)��d�.Ê ñîæàëåíèþ, â äàííîì ñëó÷àå âîçíèêàåò íåîäíîçíà÷-íîñòü ïðîöåäóðû âû÷èòàíèÿ. Âû÷èòàíèå èç ïîëó÷åííîãîâûðàæåíèÿ ýíåðãèè ¾ñâîáîäíîãî¿ ïîëÿ, ò. å. ýíåðãèè ïîëÿïðè îòñóòñòâèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îòíîñÿùåéñÿ ê îò-ðåçêó [a, b℄, íå ïðèâåäåò ê êîíå÷íîìó ðåçóëüòàòó. Ïðèýòîì ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî âû÷èñëèòåëü-íûõ ðåöåïòîâ, êîòîðûå áóäóò äàâàòü ðàçíûå êîíå÷íûåîòâåòû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò ïðåäëîæåí ñïîñîáðåãóëÿðèçàöèè, ïîçâîëÿþùèé �èêñèðîâàòü ýòó íåîäíî-çíà÷íîñòü. Â ïåðâîì ðàçäåëå ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñïîñîáàáóäåò íàéäåíà ýíåðãèÿ Êàçèìèðà äëÿ ðàññìîòðåííûõâûøå çàäà÷. Âî âòîðîì ðàçäåëå áóäåò íàéäåíà ýíåðãèÿÊàçèìèðà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî ãðà-íè÷íûì óñëîâèÿì îáùåãî âèäà, ïðè íàëè÷èè íåêîòîðîãîâíåøíåãî ïîëÿ V ext , à òàêæå ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå÷àñòíûå ñëó÷àè òàêîé çàäà÷è.1. �åãóëÿðèçàöèÿ è ïåðåíîðìèðîâêà äàâëåíèÿÊàçèìèðàÂû÷èñëèì ýíåðãèþ Êàçèìèðà ïðè íàëè÷èè âíåøíåãîïîëÿ (6) äðóãèì ñïîñîáîì: íàéäåì ñíà÷àëà â çàäà÷åäàâëåíèå, íàïðèìåð íà ëåâîé ãðàíèöå, è ïðîâåäåì åãîïåðåíîðìèðîâêó, à çàòåì îïðåäåëèì ýíåðãèþ ñ ïîìîùüþ�îðìóëû Eren = aZ�1 pren(�a)d�a. (8)Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ìåòîäà ïåðåä ðàññìîòðåííûìâûøå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé

�èçè÷åñêîé âåëè÷èíîé, â òî âðåìÿ êàê ýíåðãèÿ îïðåäå-ëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Èñïîëüçóÿ îïåðàòîðûðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, îïåðàòîð ñêàëÿðíîãî ïîëÿìîæíî çàïèñàòü â âèäå'=Xk �ake�i!kt + a+k ei!kt� k(x) 1p2!k . (9)Òàê êàê êîìïîíåíòà T 11 òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé êîëè÷åñòâî èìïóëüñà, ïðîòåêàþùåå â åäè-íèöó âðåìåíè ÷åðåç ãðàíèöó ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà,òî äàâëåíèå â òî÷êå a îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:p(a) = h0jT 11(a)j0i, (10)ãäå êîìïîíåíòà T11 äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãîïîëÿ èìååò âèäT11(x) = 12 ��'�x�2 + 12 ��'�t �2 � 12�m2 +V ext�'2.Ïîñêîëüêó ïîëå '(x, t) óäîâëåòâîðÿåò íóëåâûì ãðà-íè÷íûì óñëîâèÿì, òî äàâëåíèå, èñïûòûâàåìîå ëåâîéãðàíèöåé, p(a) = 
0��12'0(a)'0(a)��0�. (11)Äàâëåíèå íà ïðàâîé ãðàíèöå âû÷èñëÿåòñÿ ñîâåðøåííîàíàëîãè÷íûì îáðàçîì.Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü â �îðìóëó (11) ÿâíîå âûðàæåíèåäëÿ îïåðàòîðà ïîëÿ (9) è âîñïîëüçîâàâøèñü ïåðåñòàíî-âî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè, à òàêæå îïðåäåëåíèåì âàêóó-ìà, ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå äàâëåíèå íà ïðàâîé ãðàíèöåp(a) = 14Xk  0k(a) 0k(a)!k = 14Xk  0k(a) 0k(a)p�k +m2 .Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ �óíêöèÿ �ðèíà äëÿ îïåðàòîðà�2x � �2 +V ext(x) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ íóëåâûì ãðàíè÷íûìóñëîâèÿì. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è��2x � �2 +V ext(x)�G�(x, y) = Æ(x� y),G�(a, y) =G�(b, y) = 0. (12)Ôóíêöèÿ �ðèíà èññëåäóåìîé çàäà÷è èìååò âèäG�(x, y) = 1W (f1, f2) (f1(x)f2(y), a < x < y,f1(y)f2(x), b > x > y, (13)ãäå f1 , f2 � ðåøåíèÿ (7) ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîéçàäà÷è, à W (f1, f2) � ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëèòåëüÂðîíñêîãî.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå çàäà÷è (12) ìîæåò áûòüðàçëîæåíî ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì çàäà÷è (5):G�(x, y) =Xk  k(x) k(y) 1��2 � �k .Äëÿ G�(x, y) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî1Zm G�(x, y) �p�2 �m2 d�=��2Xn  n(x) n(y) 1p�n +m2 .(14)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (14) íåîáõîäèìî ðàñ-ñìîòðåòü èíòåãðàë RC F(q) dq , ãäåF(q) = 1q2 � �n qpq2 +m2 ,



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 39à C � çàìêíóòûé êîíòóð â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,ñîñòàâëåííûé èç îòðåçêîâ ìíèìîé îñè [i(m + �), iR℄ íàïðàâîì è ëåâîì áåðåãàõ ðàçðåçà, ðàçîìêíóòûõ îêðóæíî-ñòè C� , jq� imj = � , è äóãè ïîëóîêðóæíîñòè CR , jqj= R ,à òàêæå èç äóã ïîëóîêðóæíîñòåé C�n , jq�p�nj = �n ,è C��n , jq + p�nj = ��n . Èñïîëüçóÿ îñíîâíóþ òåîðåìóâû÷åòîâ è ïîëîæèâ q = i� , ìîæíî ïîëó÷èòü (14), ãäåq = i� .Çàìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè ðà-âåíñòâà (14) ïðè x 6= y îáåñïå÷èâàåòñÿ �óíêöèåé �ðèíà,ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå G� ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåòñ ðîñòîì � .Çíà÷èò, ðàñïîëàãàÿ �óíêöèåé �ðèíà äëÿ äàííîé çàäà-÷è, ìîæíî îïðåäåëèòü äàâëåíèåp(a) =� 12� 1Zm �p�2 �m2 �x�yG�(x, y)���x=y=ad�. (15)Îòìåòèì, ÷òî ïðè x = y = a èíòåãðàë â (15) ðàñõîäèòñÿ.Âûðàæåíèå (15) áûëî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà(14), ïðîäè��åðåíöèðîâàííîãî ïî x è y . Îäíàêî òàêàÿïðîöåäóðà â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íå âïîëíå êîð-ðåêòíîé, ïîñêîëüêó ðÿä â (14) íå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî,è â äàííîì ñëó÷àå ðÿä, ïîëó÷åííûé ïîñëå îïåðàöèèäè��åðåíöèðîâàíèÿ, ïåðåñòàåò ñõîäèòüñÿ. Êîððåêòíîñòüýòîé ïðîöåäóðå ìîæíî ïðèäàòü ïóòåì ðåãóëÿðèçàöèè âû-ðàæåíèé, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìûå ðàâåíñòâà, ñ ïî-ìîùüþ îáðåçàþùåé �óíêöèè F(n). Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî,÷òîáû îíà óáûâàëà íå ìåäëåííåå, ÷åì e��n .Äëÿ âûäåëåíèÿ êîíå÷íîãî äàâëåíèÿ èç ïîëó÷åííîãîâûðàæåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîöåäóðîé ðåãóëÿ-ðèçàöèè äàííîãî ðàñõîäÿùåãîñÿ èíòåãðàëà.Ïîäñòàâëÿÿ â ÿâíîì âèäå �óíêöèþ �ðèíà â âûðàæåíèåäëÿ äàâëåíèÿ, ïîëó÷àåìp(a) = 12� 1Zm �2p�2 �m2 �� � I�(�b)K0�(�a)�K�(�b)I 0�(�a)I�(�b)K�(�a)�K�(�b)I�(�a) + 12a�� d�.Çàìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòèïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååò ãëàäêèé ïðåäåë ïðè b!1 ,÷òî ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïîëó÷åííîå äàâëåíèå íà äâàñëàãàåìûõ � êîíå÷íîå è ðàñõîäÿùååñÿp(a) = 12� 1Zm �2p�2 �m2 �� �� I�(�b)K0�(�a)�K�(�b)I 0�(�a)I�(�b)K�(�a)�K�(�b)I�(�a) � K0�(�a)K�(�a)�++�K0�(�a)K�(�a) + 12a���d�.Âîîáùå ãîâîðÿ, â äàííîì ñëó÷àå âîïðîñ î ïåðåíîðìèðîâ-êå äàâëåíèÿ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, íîâûáîð òî÷êè íîðìèðîâêè â b =1 èìååò íåïîñðåäñòâåí-íûé �èçè÷åñêèé ñìûñë, òàê êàê â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåí-òàõ èçìåðÿåòñÿ èìåííî çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ íà ëåâîéãðàíèöå îò ïîëîæåíèÿ ïðàâîé [5℄.Íàéäåííîå âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèÿ èìååò ñòðóêòóðóp(a) = p(a, b) + p1(a), ãäå p1(a) � ðàñõîäÿùèéñÿ èíòå-ãðàë, à êîíå÷íîå ñëàãàåìîå

p(a, b) = 12� 1Zm �2p�2 �m2 �� � I�(�b)K0�(�a)�K�(�b)I 0�(�a)I�(�b)K�(�a)�K�(�b)I�(�a) � K0�(�a)K�(�a)�d�äàåò çàâèñèìîñòü �èçè÷åñêîãî äàâëåíèÿ îò êîîðäèíàòûïðàâîé ãðàíèöû b . Ïîìåñòèì ïðàâóþ ãðàíèöó â íåêîòî-ðóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé b0 . Òîãäà äàâëåíèå íà ëåâîéãðàíèöå îêàæåòñÿ ðàâíûì p0(a) = p1(a) + p(a, b0). �àç-íîñòü ìåæäó äàâëåíèÿìè p(a)� p0(a) = p(a, b)� p(a, b0)íå çàâèñèò îò ðàñõîäÿùåãîñÿ ñëàãàåìîãî. Ïðîâîäÿ ïå-ðåíîðìèðîâî÷íóþ ïðîöåäóðó, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïå-ðåíîðìèðîâàííûõ äàâëåíèé �p(a) è �p0(a) ñïðàâåäëè-âî àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî. Ïåðåïèøåì åãî â âèäå�p(a) = �p0(a) + [p(a, b)� p(a, b0)℄. Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäíåãîðàâåíñòâà ìîæíî îïðåäåëèòü äàâëåíèå íà ëåâîé ãðàíèöå,åñëè èçâåñòíî äàâëåíèå äëÿ íåêîòîðîãî ñëó÷àÿ, êîãäàïðàâàÿ ñòåíêà íàõîäèòñÿ â òî÷êå b0 , ò. å. îïðåäåëåíàòî÷êà íîðìèðîâêè äàâëåíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, â äàííîé çà-äà÷å âûáîð ýòîé òî÷êè íîðìèðîâêè íå î÷åâèäåí. Îäíàêîÿñíî, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå äàåò çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿîò ïîëîæåíèÿ ïðàâîé ãðàíèöû ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðîéêîíñòàíòû.Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (8) ìîæíî âû÷èñëèòü êîíå÷íóþýíåðãèþ ÊàçèìèðàE = aZ0p(�a, b) d�a= 12�1Zm �p�2 �m2 ln �1� K�(�b)I�(�a)I�(�b)K�(�a)�d�.Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè ïî-ñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ñõîäèòñÿ. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òîïîëó÷åííàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿãðàíèö.Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ìå-òîäà ìîæíî ïîëó÷èòü ýíåðãèþ Êàçèìèðà è ïðè îòñóò-ñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ, ò. å. âîñïðîèçâåñòè ðåçóëüòàò [5℄.Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ñíà÷àëà äàâëåíèå íà ëåâîé ãðàíè-öå. Âû÷èñëÿÿ �óíêöèþ �ðèíà ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷èè ïîäñòàâëÿÿ åå â (15), èìååìp(a) =� 12� 1Zm �2p�2 �m2 h(�(b� a))sh(�(b� a)) d�. (16)Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (16) ðàñõîäèòñÿ.Îäíàêî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïðè b!1 èìååòãëàäêèé ïðåäåë, â îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íîãî âûðàæåíèÿäëÿ ýíåðãèè â (3). Ïîýòîìó â êà÷åñòâå òî÷êè íîðìèðîâêèâûáåðåì äàâëåíèå íà ëåâîé ñòåíêå ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðà-âàÿ óäàëåíà íà áåñêîíå÷íîñòü. Â ñëó÷àå, êîãäà b!1 ,ïîÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü äàâëåíèÿ, èñïûòûâàåìîãî ëå-âîé ãðàíèöåé ïðè ñäâèãå êîîðäèíàòû ýòîé ãðàíèöû íàíåêîòîðóþ âåëè÷èíó �a , ò. å. p(a) = p(a+�a), òàê êàêâ òàêîé ñèñòåìå ïðàâàÿ è ëåâàÿ ñòåíêè íå îêàçûâàþòíèêàêîãî âëèÿíèÿ äðóã íà äðóãà. Ïîñêîëüêó â ðåàëüíûõñèñòåìàõ äàâëåíèå íà áåñêîíå÷íîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü,òî â ñèëó ðàâåíñòâà äàâëåíèÿ íà ïðàâîé è ëåâîé ãðàíèöàõïîëó÷àåì pren(a) = 0.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïåðåíîðìèðîâàííîãî äàâëåíèÿ âû-÷òåì èç (16) äàâëåíèå, êîãäà êîîðäèíàòà ïðàâîé ñòåíêèóñòðåìëåíà ê áåñêîíå÷íîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìpren(a) =� 12� 1Zm �2p�2 �m2 e��(b�a)h(�(b� a)) d�. (17)20 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



40 ÂÌÓ. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 1Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì. Êðîìå òîãî,åñëè â íåì ñäåëàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä b!1 , îíîîáðàòèòüñÿ â íóëü. Ïîýòîìó ýòî êîíå÷íîå âûðàæåíèåâîçìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ �èçè÷åñêèì äàâëåíèåì, ò. å.â ðåçóëüòàòå ïåðåíîðìèðîâî÷íîé ïðîöåäóðû ïðèõîäèìê êîíå÷íîìó îäíîçíà÷íîìó äàâëåíèþ íà ëåâîé ãðàíèöå.Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü êîíå÷íîå äàâëåíèå (17) â (8)è ïðîâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî êîîðäèíàòå ëåâîé ãðàíè-öû �a , ïðèõîäèì ê óæå ïðèâåäåííîìó ðàíåå îòâåòó äëÿýíåðãèè (4).Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò âû-÷èñëèòü ïåðåíîìèðîâàííóþ ýíåðãèþ. Õîòÿ ýòîò ìåòîäÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ìíîãèõ, îäíàêî îí îáëàäàåò íåêî-òîðûìè ïðåèìóùåñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, çäåñü íåîáõîäèìîïåðåíîðìèðîâàòü äàâëåíèå, à íå ýíåðãèþ. À êàê âèäíî èçðàññìîòðåííîãî òîëüêî ÷òî ïðèìåðà, ïðè ïåðåíîðìèðîâêåäàâëåíèÿ âûáîð òî÷êè íîðìèðîâêè óïðîùàåòñÿ, òàê êàêäàâëåíèå, â îòëè÷èå îò ýíåðãèè, êîòîðàÿ îïðåäåëåíàñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, èìååò íåïîñðåäñòâåííûé �è-çè÷åñêèé ñìûñë. È âî-âòîðûõ, ðåãóëÿðèçàöèÿ îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçäâèæåíèÿ àðãóìåíòîâ â �óíêöèè�ðèíà ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è. À, êàê óæå îòìå÷àëîñü,�óíêöèþ �ðèíà ìîæíî èñêàòü, èñïîëüçóÿ òàêæå è ïðè-áëèæåííûå ìåòîäû.2. Ý��åêò Êàçèìèðà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîëÿ è ïðîèçâîëüíûõãðàíè÷íûõ óñëîâèé�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó, íå êîíêðåòèçèðóÿ âèäïîòåíöèàëà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè îáùåãî òèïà. Äëÿíàõîæäåíèÿ äàâëåíèÿ ñíîâà ïîòðåáóåòñÿ �óíêöèÿ �ðèíàîïåðàòîðà �2x � �2�V ext(x), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûìóñëîâèÿìos�f (a) + sin�f 0(a) = 0, os�f (b) + sin�f 0(b) = 0.Êàê è â ñëó÷àå ñ òðèâèàëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-âèÿìè, äàâëåíèå â òî÷êå x âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþêîìïîíåíòû T11 òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà ïî �îðìóëå(10). Ñíîâà áóäåì èñêàòü äàâëåíèå, êîòîðîå èñïûòûâàåòëåâàÿ ãðàíèöà. Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ êîìïîíåíòû T 11òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà â òî÷êå x = a ïðèíèìàåò âèäT 11(a) = 12 
'(a)2 + 12'0(a)2 � 12�m2 +V ext(a)�'(a)2. (18)Êàê è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîäñòàâëÿÿ â (10) ñî-îòâåòñòâóþùóþ êîìïîíåíòó òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà(18) è ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ(9), à çàòåì èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ,ïîëó÷àåì äàâëåíèå íà ëåâîé ãðàíèöåp(a) = 14Xk !k k(a) k(a) + 14Xk  0k(a) 0k(a)!k �� 14�m2 +V ext�Xk  k(a) k(a)!k .Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëà ïîëó÷åíà �îðìóëà (14),ìîæíî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà1Zm G�(x, y)�p�2 �m2d� = �2Xk  k(x) k(y)p�k +m2.(19)Ýòîìó âûðàæåíèþ ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë ñîâåðøåííîàíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ (15). Èí-

òåãðàë, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (19), ñõîäèòñÿïðè x 6= y , òàê êàê ïðè ýòîì óñëîâèè �óíêöèÿ �ðèíà äàí-íîé çàäà÷è òîæå ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè �!1 .Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (14) è (19), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿäàâëåíèÿ íà ëåâîé ãðàíèöå, âûðàæåííîå ÷åðåç �óíêöèþ�ðèíàp(a) =� 12� 1Zm �p�2 �m2 �� ��x�yG�(a, a)� (�2 +V ext)G�(a, a)�d�. (20)Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå�2f (x)�x2 � (�2 +V ext(x))f (x) = 0. (21)Òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì äè��å-ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà, çíà÷èò, îíîèìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ f1(x) è f2(x),èìåþùèõ ïðè x!�1 àñèìïòîòèêó e�x è e��x ñîîò-âåòñòâåííî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè �ðèíà ðàññìàòðè-âàåìîé êðàåâîé çàäà÷è âûáåðåì �óíêöèè g1(x) è g2(x),óäîâëåòâîðÿþùèå ëåâîìó è ïðàâîìó ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìñîîòâåòñòâåííî:g1(x) = f1(x)F2(a)� f2(x)F1(a),g2(x) = f1(x)F2(b)� f2(x)F1(b),ãäå Fi(a) = os�fi(a) + sin�f 0i (a),Fi(b) = os�fi(b) + sin�f 0i (b), i = 1, 2.Ïîäñòàâëÿÿ �óíêöèè g1 è g2 â (13), à òàêæå âû÷èñëÿÿñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëèòåëü ÂðîíñêîãîW (g1, g2) = [F1(a)F2(b)�F1(b)F2(a)℄[f1(y)f 02(y)�f 01(y)f2(y)℄,ïîëó÷àåì �óíêöèþ �ðèíà äëÿ äàííîé êðàåâîé çàäà÷è.Óáåäèìñÿ, ÷òî, êàê è â ïðåäûäóùèõ äâóõ ñëó÷àÿõ, íàé-äåííàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñ ðî-ñòîì � . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè �!1 ýòà �óíêöèÿ óäî-âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (12). Ñëåäîâàòåëüíî, àñèìïòîòèêàýòîé �óíêöèè �ðèíà ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòèêîé �óíêöèè�ðèíà äëÿ ïåðâîé çàäà÷è. Çíà÷èò, äëÿ íàéäåííîé �óíê-öèè �ðèíà �îðìóëà (14) ñïðàâåäëèâà. Èç óðàâíåíèÿ (21)î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî îò y íå çàâèñèò.Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ýòó ïðîèçâîäíóþ â âûðàæåíèå(20), ïîëó÷àåì äàâëåíèå íà ëåâîé ãðàíèöåp(a) = 12� 1Zm �p�2 �m2 �sin�g002 (a) + os�g02(a)sin�g02(a) + os�g2(a) �d�.Â äàííîì ñëó÷àå â ñèëó íàëè÷èÿ âíåøíåãî ïîëÿ âîïðîñî âûáîðå òî÷êè íîðìèðîâêè îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Îäíàêîîêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü íàáëþ-äàåìîãî äàâëåíèÿ îò êîîðäèíàòû ïðàâîé ñòåíêè. Âû÷èòàÿèç ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ åãî ïðåäåë ïðè b!1 ,ïîëó÷àåìp(a, b) = 12� 1Zm �p�2 �m2 �sin�g002 (a) + os�g02(a)sin�g02(a) + os�g2(a) �� sin�f 002 (a) + os�f 02(a)sin�f 02(a) + os�f2(a) �d�. (22)



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 41Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííîå äàâëåíèå íå ÿâëÿåòñÿïîëíûì äàâëåíèåì Êàçèìèðà, îäíàêî p(a, b) ïðåäñòàâëÿ-åò ñîáîé âêëàä, ñâÿçàííûé ñ íàëè÷èåì ïðàâîé ñòåíêè.È òîãäà êîíå÷íàÿ ýíåðãèÿ Êàçèìèðà èìååò âèäE = 12� 1Zm �p�2 �m2 log�1� sin�f 01 + os�f1(a)sin�f 02 + os�f2(a) F2(b)F1(b)�d�.Â ÷àñòíîñòè, ïîëîæèâ â (22) f1 = e�x , f2 = e��x ,ïîëó÷èì äàâëåíèå Êàçèìèðà â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèéîáùåãî âèäà ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîòåíöèàëà:pren(a) =� 12� 1Zm �2p�2 �m2 � 2h(�)e��(b�a)h(�)e�(b�a) � h(�)e��(b�a)�d�,(23)ãäå h(�) = os �� � sin �os �+ � sin � .Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå âíåøíåå ïîëå îòñóòñòâóåò, òîâ êà÷åñòâå òî÷êè íîðìèðîâêè ìîæíî âûáðàòü äàâëåíèåíà ëåâîé ñòåíêå ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðàâàÿ óäàëåíà íàáåñêîíå÷íîñòü, ò. å. ïîëó÷åííîå äàâëåíèå (23) ÿâëÿåòñÿïîëíûì äàâëåíèåì Êàçèìèðà. È òîãäà ýíåðãèÿ Êàçèìèðàîïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìE = 12� 1Zm �p�2 �m2 log�1� h(�)h(�)e�2�(b�a)�d�. (24)Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïîëîæèâ â (23) è (24) � = � = 0,ïîëó÷àåì äàâëåíèå íà ëåâîé ãðàíèöå è ýíåðãèþ Êàçèìèðàäëÿ çàäà÷è ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, ñîâïà-äàþùèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ïðåäûäóùåìðàçäåëå. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ íàïðàâîé ãðàíèöå, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàâëåíèå íà ïðà-âîé è ëåâîé ñòåíêàõ, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ñîâïàäàåò.Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå âîçìîæíûéñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ Êàçèìèðà ïîçâîëÿåò îïðå-
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