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om�åøåíû ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû âî âíåøíåììàãíèòíîì ïîëå äëÿ êîí�èãóðàöèè ýêñïåðèìåíòà PVLAS â ðàìêàõ íèçêîýíåðãåòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿêâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî íà-ïðàâëåíèÿ åå ïëîñêîñòè ïîëÿðèçàöèè. Íàéäåíû çàêîíû äèñïåðñèè, ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíàì ñî âçàèìíîïåðïåíäèêóëÿðíûì íàïðàâëåíèåì ïîëÿðèçàöèè. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòü ýëëèïòè÷íîñòè ïîëÿ ëàçåðíîãîèçëó÷åíèÿ îò íà÷àëüíîé ïîëÿðèçàöèè è çíà÷åíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à òàêæå íàéäåíî çíà÷åíèåïàðàìåòðà ýëëèïòè÷íîñòè äëÿ êîí�èãóðàöèè ñèñòåìû, èñïîëüçîâàííîé â ýêñïåðèìåíòå PVLAS.PACS: 12.20.Ds.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà.Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà 11.01.2008, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 17.03.2008.ÂâåäåíèåB íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû â ñèëüíîì âíåøíåììàãíèòíîì ïîëå. Êîëëàáîðàöèåé PVLAS (Polarizzazionedel Vuoto 
on LASer) áûë ïðîâåäåí ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ[1�2℄, â êîòîðûõ èçó÷àëñÿ ý��åêò âëèÿíèÿ ñèëüíîãîâíåøíåãî ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàïðàâëåííîãîïåðïåíäèêóëÿðíî îñè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî ëó÷à,íà èçìåíåíèå åãî ïîëÿðèçàöèè. Ñíà÷àëà äëÿ îáúÿñíå-íèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ýêñïåðèìåíòå, ÷ëåíà-ìè êîëëàáîðàöèè áûëà ïðèíÿòà ãèïîòåçà ñóùåñòâîâà-íèÿ ïîëÿ àêñèîíîâ â ðàìêàõ ïàðàäèãìû ¾òåìíîé ìàòå-ðèè¿. Ïðè ýòîì òàêæå óòâåðæäàëîñü, ÷òî ñòàíäàðòíûõêâàíòîâî-ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ ïîïðàâîê íåäîñòàòî÷íîäëÿ îáúÿñíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ (îäíàêî ïîòîìýòî çàÿâëåíèå áûëî ïðèçíàíî ïðåæäåâðåìåííûì [2℄).Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ðàññ÷èòàòü ýòè ý�-�åêòû ñ ó÷åòîì ïîïðàâîê êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìè-êè â óñëîâèÿõ äàííîãî ýêñïåðèìåíòà. Õîðîøî èçâåñò-íî, ÷òî â íèçêîýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäåëå â ý��åêòèâíîìëàãðàíæèàíå â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïîÿâëÿþòñÿäâà äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíà � ëàãðàíæèàíû Èëèíãà [3℄è Ýéëåðà��åéçåíáåðãà [4℄ (ñì. òàêæå [5�6℄). Èç ïîëíîãîëàãðàíæèàíà ñëåäóþò íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ,êîòîðûå åñòåñòâåííî ëèíåàðèçîâàòü ïî ïîëþ ëàçåðíîãîèçëó÷åíèÿ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ëàãðàíæèàí ýëåêòðî-äèíàìèêè ñ äîáàâêàìè Èëèíãà è Ýéëåðà��åéçåíáåðãàøèðîêî èñïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ èçó÷åíèÿ íåëè-íåéíûõ ý��åêòîâ ýëåêòðîäèíàìèêè â ñèëüíûõ ïîëÿõ,íàïðèìåð ñîçäàâàåìûõ ïóëüñàðàìè [7℄.1. Ëàãðàíæèàí, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿÈñõîäíûì ìîìåíòîì ðàññìîòðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íèç-êîýíåðãåòè÷åñêèé ý��åêòèâíûé ëàãðàíæèàí, êîòîðûéïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êëàññè÷åñêîãî ëàãðàíæèàíàýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ëàãðàíæèàíîâ, ñîîòâåòñòâó-þùèõ ïåòëåâûì êâàíòîâûì ïîïðàâêàì � ëàãðàíæèàíàÈëèíãà (ñîáñòâåííàÿ ýíåðãèÿ �îòîíà) è Ýéëåðà��åéçåí-áåðãà (ðàññåÿíèå ñâåòà íà ñâåòå). Äàííûå ëàãðàíæèàíûïðèâåäåíû â ðàáîòå [6℄:L =�14F��F�� + Cum2F���F�� +

+ � �290m4 (F��F��)2 + 74(F�� �F��)2� , (1)ãäå òåíçîð ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿF�� = ��A� � ��A� =0BBB� 0 �Ex �Ey �EzEx 0 �Hz HyEy Hz 0 �HxEz �Hy Hx 0 1CCCA ,�F�� = 12"����F�� � òåíçîð, äóàëüíûé ê F�� , � = ���� �îïåðàòîð Äàëàìáåðà, Cu = �60� , � = 1137 � ïîñòîÿííàÿòîíêîé ñòðóêòóðû, m � ìàññà ýëåêòðîíà.Âàðüèðóÿ äåéñòâèå è ïðèðàâíèâàÿ âàðèàöèþ ê íó-ëþ, êàê òîãî òðåáóåò ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ,ÆS = Æ RL d4x = 0, ïîëó÷àåì íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äâè-æåíèÿ��F�� � 4Cum2 ���F�� � 8�290m4 ��(F��F��F��)�� 56�2360m4 ��(F���F���F��) = 0. (2)Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñè-ñòåìó, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó,ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â ñèëüíîì âíåøíåì ïîñòîÿííîììàãíèòíîì ïîëå. Äëÿ èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ âíåøíåãî ïîëÿíà õàðàêòåðèñòèêè âîëíû íàì äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòüëèíåéíûå ïî ïîëþ èçëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,ïðåäñòàâèì òåíçîð F�� â ñëåäóþùåì âèäå:F�� = B�� + f ��, (3)ãäå òåíçîð B�� îïèñûâàåò ñèëüíîå âíåøíåå ìàãíèòíîåïîëå, à f �� � ïîëå ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ. Óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ (2) ïðèíèìàþò âèä��B�� � 4Cum2 ���B�� � 8�290m4 ���B��B��B����� 56�2360m4 ���B���B���B���+ ��f �� � 4Cum2 ���f �� �



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 15� 8�290m4 ���2B��f ��B�� + f��f ��B�� +B��B��f �� ++2B��f ��f ��+f��f ��f ���� 56�2360m4 ���2B���f ���B��+f���f ���B��++ B���B���f �� + 2B���f ���f �� + f���f ���f ���= 0. (4)Î÷åâèäíî, ÷òî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå ìîæíî ïîëà-ãàòü êëàññè÷åñêèì: ��B�� = 0.Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî Áüÿíêè ���f �� = 0 è ïðåíåáðåãàÿ÷ëåíàìè âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ïîëþ f �� , ïîëó÷èìëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ��f �� � 4Cum2 ���f �� � 8�290m4 ��(B��B��)f �� �� 16�290m4 ��(B��f ��)B�� � 112�2360m4 ��(B���f ��)�B�� = 0. (5)Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðåäñòàâëåíèå (3) äëÿòåíçîðà F�� áûëî ïîäñòàâëåíî â èñõîäíûé ëàãðàíæè-àí (1) è óäåðæàíû ÷ëåíû, êâàäðàòè÷íûå ïî ïîëþ f �� .Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì òà-êîãî ëàãðàíæèàíà âòîðîé âàðèàöèè, ïîëíîñòüþ ñîâïàëèñ óðàâíåíèÿìè (5), ÷òî ñëóæèò äîïîëíèòåëüíîé ïðî-âåðêîé ïðàâèëüíîñòè ïðîâåäåííûõ âû÷èñëåíèé. Òàêèìîáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ëèíåéíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿïîëÿ f �� ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ.2. Äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿÂûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, â êîòîðîé âíåøíåå ïîëåB = Bj íàïðàâëåíî âäîëü îñè y , à ëàçåðíîå èçëó÷åíèåðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè z . Òîãäàf ��=0BBB� 0 �Ex �Ey 0Ex 0 0 HyEy 0 0 �Hx0 �Hy Hx 0 1CCCA, B��=0BBB�0 0 0 00 0 0 B0 0 0 00 �B 0 01CCCA,�f ��=0BBB� 0 �Hx �Hy 0Hx 0 0 �EyHy 0 0 Ex0 Ey �Ex 0 1CCCA, �B��=0BBB�0 0 �B 00 0 0 0B 0 0 00 0 0 01CCCA.�åçîííî ïîëàãàòü, ÷òî ñèëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå âíîñèòâ ïðîñòðàíñòâî àíèçîòðîïèþ, ñâÿçàííóþ ñ âûäåëåííûìíàïðàâëåíèåì âäîëü îñè y . Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî àíà-ëîãè÷íûå ý��åêòû èìåþò ìåñòî â îïòè÷åñêèõ ÿâëåíè-ÿõ äâîéíîãî ëó÷åïðåëîìëåíèÿ èëè â ý��åêòå Ôàðàäåÿ.Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâèì ïîëå ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿâ âèäå äâóõ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí ñ ðàçíûìèâîëíîâûìè âåêòîðàìè kx, ky è îäèíàêîâûìè ÷àñòîòàìè!1 = !2 = ! , ïëîñêîñòè ïîëÿðèçàöèè âîëí ïàðàëëåëüíûîñÿì x, y :Ex(t) = Ex exp(ikxz� i!t), Hy(t) = Hy exp(ikxz� i!t);Ey(t) = Ex exp(ikyz� i!t), Hx(t) = Hy exp(ikyz� i!t).(6)Âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì Ìàêñâåëëà rotE == ��H/�t , êîòîðîå ñëåäóåò èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ òåí-çîðà F�� , ïîëó÷àåì Hy = kxw Ex , Hx =� kyw Ey .Òàê êàêB��B�� = 2B2, B��f �� = 2BHy, B���f �� =�2BEy,

òî ÷ëåíû âèäà��(B��f ��)B�� = �0 2B2 �Hy�z 0 0� ,��(B���f ��)�B�� = �0 0 �2B2 �Ey�t 0�äàþò âêëàä òîëüêî â êîìïîíåíòû � = 1 è � = 2 óðàâ-íåíèÿ (5) ñîîòâåòñòâåííî. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ýòîãîóðàâíåíèÿ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ.Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èìA1 = �1� 16�290m4B2� , A2 = 4Cum2 ,A3 = 32�290m4B2, A4 = 224�2360m4B2.Â ïðåäñòàâëåíèè (6) óðàâíåíèå (5) ðàñöåïëÿåòñÿ íà äâàíåòðèâèàëüíûõ óðàâíåíèÿ äëÿ âîëíîâûõ âåêòîðîâ k1 è k2(êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, êîìïîíåíòû � = 0 è � = 3 ýòîãîóðàâíåíèÿ äàþò òîæäåñòâà):�= 1: A1(k21 � !2)�A2(k21 �!2)2 �A3k21 = 0,�= 2: A1(k22 � !2)�A2(k22 �!2)2 �A4!2 = 0.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ,õàðàêòåðèçóþùèå çàâèñèìîñòü âîëíîâûõ âåêòîðîâ îò ÷à-ñòîòû ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ äëÿ äâóõ ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïëîñêîñòÿìè ïîëÿðèçàöèè,ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñèëüíîì âíåøíåì ìàãíèòíîì ïî-ëå.Äåëàÿ çàìåíó x1 = k21 � !2 è x2 = k22 � !2 , èìååìêâàäðàòíûå óðàâíåíèÿA2x21 � (A1 �A3)x1 �A3!2 = 0,A2x22 �A1x2 �A4!2 = 0,ðåøåíèÿ êîòîðûõ èìåþò âèä:x1 = A1 �A3 �p(A1 �A3)2 + 4A2A3!22A2 ,x2 = A1 �qA21 + 4A2A4!22A2 . (7)�åøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå çíàêàì ¾+¿ â �îðìó-ëàõ (7), � íå�èçè÷åñêèå, òàê êàê îíè îòâå÷àþò ýëåêòðî-ìàãíèòíûì âîëíàì, ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ ñî ñêîðîñòüþ,çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùåé ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå.Ïîÿâëåíèå òàêèõ ðåøåíèé íåóäèâèòåëüíî, òàê êàê ý�-�åêòèâíûé ëàãðàíæèàí ñîäåðæèò ÷ëåí ñ âûñøèìè ïðî-èçâîäíûìè. Îäíàêî ýòî íå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èÿì,ïîñêîëüêó ëàãðàíæèàí (1) îòâå÷àåò íèçêîýíåðãåòè÷åñêî-ìó ïðèáëèæåíèþ.Èòàê,k21 = !2 + A1 �A3 �p(A1 �A3)2 + 4A2A3!22A2 ,k22 = !2 + A1 �qA21 + 4A2A4!22A2 .Ïðîâåäåì ðàñ÷åò êîý��èöèåíòîâ A1 , A2 , A3 ,A4 , ïîäñòàâëÿÿ äàííûå, èñïîëüçóåìûå â ýêñïåðèìåíòåPVLAS [1℄: íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ B � 2.5 Ò, äëèíàâîëíû �� 1000 íì. Âûáðàíà ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé	h= 
 = 1, è â ýòèõ åäèíèöàõA1 � 1� 0.25 � 10�22, A2 � 0.6 � 103 �ýÂ�2,8 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 2



16 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 2A3 � 0.5 � 10�22, A4 � 0.9 � 10�22.Îñóùåñòâëÿÿ ðàçëîæåíèå ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì A3 , A4è A1 � 1 âïëîòü äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, èìååìk21 = (1�A3)!2, k22 = (1�A4)!2.Îòìåòèì, ÷òî òå æå ðåçóëüòàòû ìû áû ïîëó÷èëè,âîîáùå íå èñïîëüçóÿ ÷ëåí Èëèíãà â èñõîäíîì ëàãðàí-æèàíå (1). Êîý��èöèåíò A2 , êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ â ðå-çóëüòàòå äîáàâêè Èëèíãà ê êëàññè÷åñêîìó ëàãðàíæèà-íó, áóäåò äàâàòü âåñîìûé âêëàä ïðè ãîðàçäî áîëüøèõçíà÷åíèÿõ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÷åì òî, êîòîðîåîïðåäåëÿþò êîý��èöèåíòû A3 , A4 . Ïîëó÷åíèå òàêèõìàãíèòíûõ ïîëåé â èñêóññòâåííûõ óñëîâèÿõ, íà Çåìëå âîâñÿêîì ñëó÷àå, ïîêà íåâîçìîæíî. Îäíàêî ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ïîëÿ ìîãóò íàáëþäàòüñÿ, íàïðèìåð, â ïóëüñàðàõ.Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâå ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàí-íûå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â àíèçî-òðîïíîé ñðåäå ñ ðàçíûìè ¾ïîêàçàòåëÿìè ïðåëîìëåíèÿ¿ wk1è wk2 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, åñëè íà÷àëüíàÿ ïëîñêîñòüïîëÿðèçàöèè ëó÷à íå ïàðàëëåëüíà îñÿì, òî íà âûõîäåèç óñòàíîâêè ìû ïîëó÷èì ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííóþâîëíó. 3. �àñ÷åò ýëëèïòè÷íîñòèÎïèðàÿñü íà ïðîâåäåííûé ýêñïåðèìåíò PVLAS [1, 2℄,ðàññ÷èòàåì èçìåíåíèå ýëëèïòè÷íîñòè ëàçåðíîãî èçëó-÷åíèÿ íà ðàññòîÿíèè 1 ì ïîñëå âõîäà â óñòàíîâêó.Âõîäÿùèé â óñòàíîâêó ñâåò ïðåäïîëàãàåì ëèíåéíî ïî-ëÿðèçîâàííûì. Èòàê,Ex = E0 
os(�) 
os(k1z� !t),Ey = E0 sin(�) 
os(k2z� !t) == E0 sin(�) 
os(k1z� !t+ Æ(z)), (8)ãäå Æ(z) = (k2 � k1)z . Ïðåîáðàçóÿ (8), ïîëó÷àåì íåêàíî-íè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñàE2xE20 
os2 � + E2yE20 sin2 � � 2 ExEyE20 sin� 
os� 
os Æ(z) = sin2 Æ(z).(9)Äèàãîíàëèçóÿ êâàäðàòè÷íóþ �îðìó (9), ïîëó÷àåì êàíî-íè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, îòíîøåíèå ïîëóîñåé êîòî-ðîãî íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷íîñòüþ " :

"= �� 
os Æ(z) sin �ar

tg� 
tg 2�
os Æ(z)���� 
tg 2� 
os �ar

tg� 
tg 2�
os Æ(z)��+ 1sin 2��1/2���
os Æ(z) sin�ar

tg� 
tg 2�
os Æ(z)��++ 
tg 2� 
os �ar

tg� 
tg 2�
os Æ(z)��+ 1sin 2���1/2. (10)Íà íåáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà äåñÿòêîâ êèëîìåòðîâìîæíî ñ÷èòàòü Æ(z) ìàëîé âåëè÷èíîé. Ïðîâîäÿ ðàçëîæå-íèå 
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