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Выnолнено численное моделирование движения крутильных весов с nятью стеnенями свободы. 

Показано, что маятни.ковые 1<олебания возбуждаются действующим случайным шумом сейсмического 

происхождения и nроисходят с nеременной во времени амnлитудой. Показано также, что нелинейные 
связи между маятниковыми и крутильной стеnенями свободы nриводят к nоявлению комбинационных 

колебаний. Рассмотрены nути их эффективного nодавления. 
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Введение 

Традиционным инструментом для выполнения тон
ких гравитационных эксnериментов, в nервую очередь, 

измерения нютоновской гравитационной константы С, 
являются крутильные весы [ l - 17]. В силу слабости 
гравитационного взаимодействия точность определения 

константы G существенно ниже точности других фун
даментальных констант . Значение ньютоновской гравита
ци()нн()Й n()стоянн()Й, введенн()е CODATA в 2()()6 г. , ()СН()

вано на эксnериментальных данных, доступных на этот 

nериод, и равно G=(б.67428±0.00067) ·1 0- 1 1 м 3 кг - 1 с -2 

с относительной ошибкой 100 ppm (относительная ошиб
ка в единицах part per million, т. е. 100 · 10-6 ). 

Новые технологические nодходы и оnтимизация кон
фигурации эксnериментальных установок nоказывают, 

что гравитационная nостоянная может быть определена 
на уровне точности в 15- 40 ppm. Именно такой точности 
планируется достичь в эксnерименте HUST (Huazhoпg 
University of Science and Technology) в Китае. Тем 
не менее имеется ряд проблем, которые должны быть 
решены для достижения указанной цели. Одна из таких 
nроблем - точность оnределения периода собственных 
колебаний крутильных весов. Крутильные весы nред

ставляют собой сложную систему со многими стеnенями 

свободы, и вследствие нелинейной связи между ними 
возникают колебания на так называемых комбинаци
онных модах, что nриводит к возмущению основной 

крутильной моды и как следствие к большой ошибке 

оnределения ее периода. Цель настоящей работы -
анализ движения крутильных весов с nятью стеnенями 

свободы nод воздействием случайных nомех. 

1. Крутильные весы с пятью степенями свободы 

Крутильные весы, которые используются в эксnери
менте HUST по новому измерению G, представляют со
бой nозолочеНJную ситалловую nрямоугольную nластину 

(брусок), подвешенную на тонкой отожженной вольфра
мовой нити (рис. 1 ,а). В верхней части вольфрамовой ни
ти укреплен магнитный демпфер, служащий для подавле
ния маятниковых колебаний крутильных весов, а также 

эффектов нелинейной связи различных колебательных 

мод. Основные nараметры крутильных весов nриведены 
в табл . 1. 
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Таблица 1 
Параметры крутильных весов 

Масса бруска т 63.351856±0.00001 r 

Длина бруска Ь 9.14245 ±0.00002 см 

Высота брус1<а h 2.62867 ± 0.00004 см 

Толщина бруска w 1.20194 ± 0.00001 см 

Расстояние от центра брус1<а 3.36 ± 0.00002 СМ 
до точ1<и подвеса lo 

Нить подвеса (длина l / диаметр d) 89 СМ / 25 Ml<M 

Крутильная жесткость к. 6. 17 · ] 0- 2 ДИН·СМ 

Для оnисания динамики крутильных весов введем три 
системы координат (рис. 1, б). Неnодвижную декартову 
систему координат 0~77(, начало которой расположено 
в точке nодвеса крутильной системы О и относится 
к некоторому ее фиксированному значению. Подвижную 
систему координат 0 1XYZ, оси которой в любой момент 
времени параллельны осям ~, 77, (. Третья система коор
динат О1Х1 Y1Z1 жестко связана с крутильными весами. 
Начало двух nоследних систем координат точка 0 1 яв
ляется точкой креnления бруска к нити. Центр инерции 
крутильных весов расnоложен в точке 0 2, на рассто
янии lo от точки 0 1. На точку nодвеса О действует 
флуктуационная сила (сейсмический шум), вызывающая 
случайные смещения точки nодвеса ~(t), 77(t) и ((t). 
Флуктуационная сила действует также непосредственно 
на крутильный брусок (например, флуктуации остаточно
го газа в камере nрибора, вариации температуры и т .д.), 
которая может вызывать случайный поворот системы на 
угол v(t). 

В такой постановке крутильные весы nредставляют 
собой систему с nятью степенями свободы, которые обо

значены соответственно е 1 , {}z, ()3, ()4, и Bs . Параметры 
()1 и ()4 представляют вращения вокруг осей Х1 и ~ 
и оnисывают маятниковые колебания в nлоскости 77(. Па
раметры ()2 и ()5 представляют вращения вокруг осей У1 
и 77 и оnисывают маятниковые колебания в nлоскости ~( . 
Угол ()3 представляет осно~зные крутильные колебания 
системы (вращение вокруг нити подвеса) . 

Система уравнений, описывающая движение крутиль

ных весов, представляет собой систему пяти нелинейных 
дифференциальных уравнений, содержащих также флук-
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Рис. /. а - Крутильные весы, 1<оторые исnользуются 
в э1<сперименте HUST. б - Схематичес1<ое изображе

ние крутильных весов, применяемых в э1<сnерименте. 

Координаты 81 и 84 описывают маятню<авые 1<олебания 
в плос1<ости 17(, а 1<0ординаты 82 и 8s в плос1<ости 1)~ . 
Крутильные I<Олебания описываются 1<оординатой 8з 

туационные члены [2] 

2 " 1 2 . 
(lx + ml0 )(}1 + т) (Jx + т/0)0 1 + mgloB1 = 

= -mlloё4 - mloi'fo(t) + (19 - lх)ё2Вз. ( 1) 
2 .. 1 2 . 

(19 + т/0 )02 + т; (19 + т/0)В2 + mgloB2 = 

= mlloё5 + mlo~o(t) + (19 - lх)ё 1 Вз . (2) 
.. - 1 . · 2 ·2 

lzBз + т3 lzBз + КеВз = (19 - lxHB1 - В2)Вз + 
. . 2 2 · 2 · 2 3 + 2(19 - lx)B1 В2Вз - 3 (19 - lx)(B1 - В2)Оз -

- 2J/J1 ()2 + (Jx - 19 - 2fz)B1 i'J2 + KefJ(t ), (3) 

(4) 

(5) 

Здесь т - масса крутильных весов; l - длина кру
тильной нити; lo - расстояние от точ1<и крепления 
бруска к крутильной нити (точки 0 1) до центра инер
ции крутильных весов; l x, Jy, fz - моменты инерции 
крутильных весов соответст.венно относительно осей Х1, 
У1 и Z 1; 'Тi - постоянные времени для каждой степени 
свободы; Ке - упругая постоянная крут-ильных весов 
(крутильная «жесткость»). 

Попарно уравнения (1) и (4), (2) и (5) описывают 
маятниковые колебания в двух перпендикулярных плос

костях ~( and ry(. Уравнение (3) описывает крутиль
ные колебания. Аналитическое решение этой системы 
уравнений было получено в [ 17]. Правые части каждого 
уравнения содержат нелинейные члены, связывающие 

колебания по данной координате со всем!И остальными 

координатами . Таким образом, колебания по любой из 
маятниковых степеней свободы приводят к изменению 
характера как основных крутильных колебаний, так и ко
лебаний по другим маятниковым степеням свободы. Ре
шение строилось в предположени и, что флуктуационные 

воздействия описываются стационарными случайными 

функциями с нулевыми средними значениями, распреде
ленными по нормальному закону. 

В настоящей работе было получено численное реше
ние данной с1Истемы уравнений. На основании этого ре

шения выполнено моделирование движения крутильных 

весов. 

2. Маятниковые колебания 

Маятнико1Вые колебания в отсутствие шума имеют ха

рактер затухающего колебательного процесса и в прин

ципе затухают за достаточно короткое время (в зави

симости от добротности этих колебаний). Для иссле
дования характера возбуждения маятниковых колебаний 

действующим на подвес сейсмическим шумом были по

строены численные решения уравнений маятниковых ко

лебаний - временные реализации по всем маятниковым 
степеням свободы. 

При амплитуде сейсмического шума в полосе маят

никовых частот (0.1-IO Гц) порядка 10- 3 мГал (отно
сительная амплитуда 10-9 ) маятниковые колебания еще 
носят затухающий характер. При возрастании амплиту

ды на порядок (относительная амплитуда 10- 8 ) в по
ведении маятниковых колебаний начинают появляться 

устойчивые во времени моды. Наконец, пр.и возрастании 

амплитуды еще на порядок ( 10- 7
) колебан ия по каждой 

из маятниковых степеней свободы представляют собой 

устойчивые колебания с меняющейся случайным образом 

во времени амплитудой. Маятниковые колебания в плос
кости 7]( при.ведены на рис. 2. 

Был исследован спектральный состав маятниковых 
колебаний. Для этого временные реализации маятнико
вых колебаний были подвергнуты спектральному ана
лизу. На рис. 3 представлен спектр маятниковых ко
лебаний в плоскости 77(. Собственными колебаниями 
в этой плоскости являются колебания на частотах 0.52 
и 13.7 Гц. Колебания на частоте 3.44 Гц появились вслед
ствие нелинейной связи с колебаниями в плоскости ~( . 
Спектральная амплитуда возмущающих колебаний на 
три порядка меньше, чем спектральные амплитуды соб
ственных колебаний. 

Значения собственных маятниковых частот, опреде
ленных из спектрального анализа и теоретически рас

считанных, приведены в табл. 2. 
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Рис. 2. Маятниковые 1<олебания в верти1<альной плос1<0-
сти 1)(, возбужденные сейсмичес1шм шумом с амплиту

дой "'0. 1 мГал 
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Рис. 3. Спектр маятниковых колебаний в плоскости 1)(. 
Пики на частотах 0.52 и 13.7 Гц - собственные коле

бания в данной плос1<ости; пик на частоте 3.44 Гц -
вынужденные 1<0лебания вследствие нелинейной связи 

с 1<олебаниями в плоскости ~( 

Таблица 2 
Значения маятниковых частот, определенные 
из спектрального анализа и теоретически 

рассчитанные (fi = Wi/27Г, i = 1, 2, 4, 5) 

Плоскость (( Плос1<ость ТJ( 

{1 {2 {4 fs 
Спектр 13.67 3.435 0.52 0.52 

Теория 11.19 3.39 0.5187 0.5185 

Таким образом, маятниковые колебания в каждой вер

тикальной плоскости представляют собой биения двух 
случайных квазигармонических колебаний переменной 

амплитуды с характерными частотами, зависящими от 

геометрических параметров системы. Случайный харак
тер маятниковых колебаний определяется действующим 

на подвес крутильных весов сейсмическим шумом. Маят
никовые колебания существуют постоянно и в силу нели-
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нейных связей между различными степенями свободы 

будут возмущать как маятниковые колебания в другой 
плоскости, так и крутильные колебания. 

3. Крутильные колебания и комбинационные моды 

Колебания по крутильной степени свободы описы
ваются уравнением (3). Правая часть этого уравнения, 
являющаяся нелинейной комбинацией случайных квази

гармонически.х маятниковых колебаний, будет также слу

чайной функцией . Та1<им образом, правая часть уравне
ния определяет вынужденные колебания крутильных ве
сов. Так как частоты этих колебаний являются линейной 
комбинацией маятниковых частот, то эти вынужденные 

колебания крутильных весов называются комбинацион
ными модами. 

Геометрическая конфигурация крутильных весов, па
раметры которых содержатся в табл. l, характеризуется 
неравенством всех трех линейных размеров: Ь =f h =f w 
и соответственно f~ =/= fy =f f z . Крутильные весы с таким 
соотношением параметров будем называть несимметрич

ными. Маятниковые частоты несимметриqных крутиль

ных весов также не совпадают друг с другом (табл. 2). 
Тем не менее, две из них, /4 и f5, достаточно близки, их 
линейная комбинация будет определять низкочастотную 
комбинационную моду, которая может возмущать основ

ные крутильные колебания. 

На основе численного моделирования движения кру
тильных весов с пятью степенями свободы по постро
енным реализациям был сделан анализ спектрального 
состава крутильных колебаний. Один из таких спектров 
приведен на рис. 4. Наиболее интенсивная мода, выде
ляемая спектральным анализом, гармони1<а на частоте 

1.74 · 10-3 Гц, является собственной модой крутильных 
колебаний. Спектр содержит также ряд комбинационных 
мод. Комбинационные моды, определенные спектральным 

анализом, приведены в табл. 3. Комбинационные моды 
в диапазоне частот 2 · io-4 - 5 · io-3 Гц наиболее близко 
расположены к основной крутильной моде, и, следова
тельно, могут ее возмущать, что может давать допол

нительную ошибку в определение частоты крутильной 

моды. Поэтому задача высокоточного измерения частоты 
крутильных колебаний должна решаться в условиях 

максимального подавления комбинационных мод. 
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Рис. 4. Спе1пр 1<рутильных 1<олебаний для несимметрич
ных 1<рутильных весов. Пик на частоте 1. 74 · 10-3 Гц -
собственная мода крутильных 1<0лебаний . Пики, поме

ченные индексами 1- 8, представляют собой комбинаци-
онные моды (см. табл. 3) 
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Таблица 3 
Значения комбинационных частот, определенные при спектральном анализе 

2 3 4 5 6 7 8 
Частота. Гц 

Несимметричные кр. весы 0.0002 1.037 2.856 3.893 7.340 10.200 11.233 14090 

Симметричные 1<р. весы 1.037 4.979 6.016 10.995 

а - f 0= 1.676*1<J' Гц 

t.= 2.186•10-• Гц 

\ 

б -- f0= 1.676 х 10-3 Гц 

10-2 Частота, Гц 

Рис. 5. а - Весы без магнитного демпфера. Пи1< на ча
стоте 1.676 - 10- 4 Гц представляет собственные 1<олеба
ния 1<рутильной моды. Пик на частоте 2.186· 10-3 Гц -
1<омбинационная мода . 6 - Бесы с магнитным демпфе
ром . Комбинационная мода на частоте 2. 186 · 1 о-з Гц 

эффе1пивно подавлена 

Традиционный путь подавления низкочастотных ком
бинационных мод - аппаратурный. В конструкцию кру
тильных весов вводится специальное устройство, которое 

подавляет интенсивность движения крутИJльных весов 

по маятниковым степеням свободы и соответственно 

амплитуды комбинационных мод. Это так называемое 
амплитудное подавление. В экспериментальной установ
ке HUST роль такого устройства играет магнитный 
демпфер (рис. 1, а). На рис. 5, а представлен спектр 
крутильных колебаний весов без магнитного демпфера, 
построенный по экспериментальным данным [ 17]. Пик 
на частоте fo = 1.676 - 10- 3 Гц - основная крутильная 
мода. Пик на частоте !а = 2.186 - 10- 4 Гц - низко
частотная комбинационная мода. На рис. 5, б показан 
амплитудный спектр измеренных колебаний крутильных 
весов с магнитным демпфером. Пик на комбинационной 

частоте 2.186 · 10-4 Гц практически исчез. Таким обра
зом, амплитуда комбинационной моды была эффективно 
подавлена магнитным демпфером. 

Нами предложен также другой путь подавлен ия ком

бинационных мод - частотное подавление. Идея метода 
состоит в выборе геометрии крутильных весов таким 

образом, чтобы «сдвинуть» частоты комбинационных мод 
в область высоких частот и свести влияние комбина
ционных мод к минимуму. Симметричная конфигурация 
крутильных весов Ux = fy =f fz) приводит к вырождению 
системы по маятниковым степеням свободы, т. е . в этом 
случае маятниковые частоты в плоскостях 17( и ~( 

совпадают. 

Для симметричной конфигурации крутильных весов 
правая часть уравнения (3) существенно упрощается: 

- - 1 . .. . . 
МJз +т3 МJз + KefJз = fz fJif)z +fzB1B2 + Ke'!9(t). (6) 

Соответствен но количество комбинационных частот сво
дится к четырем (см. табл. 3). Как видно из таблицы, су
щественным моментом такой конфигурации крутильных 

весов является отсутствие комбинационных мод в низ

кочастотном диапазоне 2 · 10 - 4 - 0.1 Гц. Предложенный 
новый метод частотного подавления комбинационных 
мод во многих случаях может быть более эффективным 

традиционного амплитудного. 

Заключение 

В тонких гравитационных Эl{Спериментах с крутиль
ными весами для достижения высокой точности измере
ний необходимо учитывать сложный характер движения 

крутильных весов, в частности появление комбинацион

ных мод. Нами показано, что эффект комбинационных 

мод в поведении крутильных весов возн икает непосред

ственно из-за нелинейного взаимодействия крутильной 

и маятниковых мод. Частоты комбинационных мод яв
ляются линейными комбинациями частот маятниковых 

колебаний. Маятниковые колебания возбуждаются дей
ствующим на подвес крутильных весов сейсмическим 

шумом . В принципе маятниковые колебания существуют 
постоянно, с меняющейся случайным образом ампли

тудой . Для эффективного подавления комбинационных 
мод могут быть использованы как амплитудный, так 
и частотный методы подавления. 
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