
14 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 3�åãóëÿðèçàöèÿ äàâëåíèÿ Êàçèìèðà â äâóìåðíûõ ïîëåâûõ ìîäåëÿõÞ.Ñ. Âîðîíèíàa , Ï.Ê. ÑèëàåâbÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò, êà�åäðàêâàíòîâîé òåîðèè è �èçèêè âûñîêèõ ýíåðãèé. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a voronina-yulya�yandex.ru, b silaev�bog.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 05.11.2008, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 17.02.2009.�àññìîòðåí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äàâëåíèÿ Êàçèìèðà ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé�óíêöèè �ðèíà â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòèïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà ñ ïîìîùüþ ðÿäà áîðíîâñêîãî òèïà. Äàííûé ìåòîä ïðîâåðåí íà çàäà÷å,äëÿ êîòîðîé èçâåñòåí òî÷íûé îòâåò.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ý��åêò Êàçèìèðà, âàêóóìíûå ý��åêòû â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ïåðåíîðìèðîâêè â êâàíòîâîéòåîðèè ïîëÿÓÄÊ: 530.145. PACS: 03.70.+k.ÂâåäåíèåÍåñìîòðÿ íà òî ÷òî âïåðâûå ñòàòüÿ, ïîñâÿùåííàÿý��åêòó Êàçèìèðà, áûëà îïóáëèêîâàíà 60 ëåò íàçàä,ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè Êàçèìèðà äëÿ ñèñòåì,çàêëþ÷åííûõ â îáëàñòÿõ ñ íåòðèâèàëüíûìè ãðàíèöàìèèëè ïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîëÿ, äî ñèõ ïîð àêòóàëüíà.Ýíåðãèþ Êàçèìèðà ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ñëàãàåìûõ:êîíå÷íîå è ðàñõîäÿùååñÿ. Òàê ÷òî ïåðåíîðìèðîâêà ïðî-èçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òàêèõ âû÷èòàòåëüíûõ ïðîöåäóð,êîòîðûå óñòðàíÿþò ðàñõîäÿùèéñÿ âêëàä â ýíåðãèþ. Îä-íèì èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ êîíå÷íîéýíåðãèè Êàçèìèðà ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ðàçíîñòè ìåæäóâàêóóìíûìè ýíåðãèÿìè ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè è îòñóò-ñòâèè ãðàíèö [5, 7, 10℄. Îäíàêî óæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àåïðè íàëè÷èè âíåøíåãî ïîëÿ ýòîò ìåòîä îêàçûâàåòñÿíåý��åêòèâíûì [11℄.Äëÿ îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþñ íåíóëåâîé êðèâèçíîé (íàïðèìåð, çàäà÷à äëÿ ïðîâîäÿ-ùåé ñ�åðû), âîçíèêàåò ïðîáëåìà ëîãàðè�ìè÷åñêèõ ðàñ-õîäèìîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ Êàçèìèðà âû÷èñëÿ-åòñÿ êàê ñóììà ýíåðãèé âíóòðåííåé è âíåøíåé îáëàñòåé,áëàãîäàðÿ ÷åìó ðàñõîäÿùèåñÿ ñëàãàåìûå, ïðèñóòñòâóþ-ùèå â ýòèõ ýíåðãèÿõ ñ îáðàòíûìè çíàêàìè, âçàèìíî âû-÷èòàþòñÿ [4, 5℄. Îäíàêî â ñëó÷àå äèýëåêòðè÷åñêîãî øàðàýòîò ìåòîä óæå íå ïðèâîäèò ê êîíå÷íîìó ðåçóëüòàòó.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåãóëÿðèçà-öèè è ïåðåíîðìèðîâêè äàâëåíèÿ Êàçèìèðà â ìîäåëèìàññèâíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî â êðóãåñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ìû ðàññìàòðèâàåìäàâëåíèå, à íå ýíåðãèþ, ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ �èçè÷å-ñêàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîéïîñòîÿííîé, â òî âðåìÿ êàê äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷-íîé âåëè÷èíîé. Áëàãîäàðÿ ïîñëåäíåìó îáñòîÿòåëüñòâóïðè ïåðåíîðìèðîâêå äàâëåíèÿ âûáîð òî÷êè íîðìèðîâêèçíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ [11℄. Ïîñëå âûäåëåíèÿ êîíå÷-íîé ÷àñòè â äàâëåíèè ìîæíî âû÷èñëèòü è ïåðåíîðìè-ðîâàííóþ ýíåðãèþ Êàçèìèðà. �åãóëÿðèçàöèÿ äàâëåíèÿÊàçèìèðà áóäåò ïðîèçâîäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïîâåðõíîñòíîé�óíêöèè �ðèíà. Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ñïîñîáà ðåãóëÿðè-çàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ �óíêöèÿ�ðèíà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè,â òîì ÷èñëå è ïðèáëèæåííûìè.Îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ äâóìåðíûå çàäà÷è ñóùåñòâåííîîòëè÷àþòñÿ îò òðåõìåðíûõ, óæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå ìûñòàëêèâàåìñÿ ñ òåìè æå ïðîáëåìàìè, êîòîðûå âîçíèêíóòâ òðåõìåðíîì ñëó÷àå, íàïðèìåð ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ ïî-

âåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà. Êðîìå òîãî, êàê è â çàäà÷åäëÿ ñ�åðû, â ðàññìàòðèâàåìîé äâóìåðíîé çàäà÷å òàêæåâîçíèêàåò ïðîáëåìà ëîãàðè�ìè÷åñêèõ ðàñõîäèìîñòåé.Â ïåðâîì ðàçäåëå íàñòîÿùåé ðàáîòû îáñóæäàåòñÿ âî-ïðîñ î ðåãóëÿðèçàöèè äàâëåíèÿ Êàçèìèðà ñ ïîìîùüþ ðå-ãóëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà. Âî âòîðîìðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿðåãóëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà. Ýòîäìåòîä ïðîâåðÿåòñÿ íà çàäà÷å â êðóãå, äëÿ êîòîðîé èçâåñò-íî òî÷íîå ðåøåíèå. Â òðåòüåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿâòîðîé ñïîñîá ðàçäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíàíà ðåãóëÿðíóþ è ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòè, à òàêæå ñðàâíèâà-þòñÿ ðåçóëüòàòû òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿðåãóëÿðíîé ÷àñòè äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.1. �åãóëÿðèçàöèÿ äàâëåíèÿ Êàçèìèðà â äâóìåðíîìñëó÷àå�àññìîòðèì ìàññèâíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ' , îïðåäåëåí-íîå â êðóãå ðàäèóñà R = 1 ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè. Âû÷èñëèì äàâëåíèå Êàçèìèðà â îäíîé èçòî÷åê ýòîãî êðóãà. Ââåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò(r,�), 06 r 6 1, 06 �6 2� , ñ íà÷àëîì â öåíòðå êðóãà,â êîòîðîé ïðîèçâîëüíûé âåêòîð a áóäåò èìåòü êîîðäè-íàòû (a,�a). Ñêàëÿðíîå ïîëå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþÊëåéíà��îðäîíà �'��r,�'+m2'= 0,ñ íàëîæåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè'jr=1 = 0.Êðîìå òîãî, ïîëå '(r,�) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü åñòå-ñòâåííîìó óñëîâèþ îãðàíè÷åííîñòè j'j <1 .Îïðåäåëèì òåïåðü äàâëåíèå, èñïûòûâàåìîå ãðàíèöåéâ íåêîòîðîé òî÷êå (1,�). Âûäåëèì ìàëûé ýëåìåíò îêðóæ-íîñòè d� = n d� = n d� , ñîäåðæàùèé ýòó òî÷êó, ãäån � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê îêðóæíîñòèâ âûáðàííîé òî÷êå. Íà ýòîò ýëåìåíò ãðàíèöû äåéñòâóåòòîëüêî íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëûdfn = (df � n) =Tki d�i nk = (T kinink) d�.Ïîäñòàâëÿÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà â ÿâ-íîì âèäå, ïîëó÷èì äàâëåíèå â âûáðàííîé òî÷êåp(�) = D0���12(n,r')(n,r')jr=1���0E=



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 15= D0���12��'�r ���'�r ����r=1���0E.Â äâóìåðíîì ñëó÷àå, êàê è â îäíîìåðíîì [5, 11℄,äàâëåíèå â òî÷êå (1,�) ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ �óíêöèèp(�x,�y) =� 12� 1Zm �p�2 �m2 (n,rxS(x, y))���x=1d�, (1)ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå êðóãà,à S(x, y) = (n,ryG(x, y))jy=1 � ïîâåðõíîñòíàÿ �óíêöèÿ�ðèíà ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷è:�u(x)� �2u(x) = 0, (2)u(jxj = 1) = 0. (3)Òîãäà p(�) = p(�x,�y)j�x=�y=� .Ôóíêöèÿ �ðèíà çàäà÷è (2), (3) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-ñòâîìG(x,�x; y,�y) =� 12�K0(�jx� yj) ++ 12� 1Xn=�1 ein(�x��y)In(�x)In(�y)Kn(�)In(�) . (4)Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî, â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî ñëó-÷àÿ, �óíêöèÿ �ðèíà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è íà ïëîñ-êîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé �óíêöèåé, ïîñêîëüêó ïðèx! y �óíêöèÿ K0(�jx� yj) îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü.Âû÷èñëÿÿ òåïåðü ïîâåðõíîñòíóþ �óíêöèþ �ðèíà,èìååìS(x, y) = 1Xn=�1 1y ein(�x��y)2� In(�x)In(�) ���y=1 == 1Xn=�1 ein(�x��y)2� In(�x)In(�) .Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïîâåðõíîñòíàÿ �óíêöèÿ �ðèíàäëÿ ýòîé çàäà÷è òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé �óíêöèåéâ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè, ïîñêîëüêó íà ãðàíèöå êðóãà,ò. å. ïðè x = 1, îíà îáðàùàåòñÿ â äåëüòà-�óíêöèþ ÄèðàêàS(x, y)jx=y=1 = Æ(�x � �y).Çíà÷èò, ïðè jx� yj ! 0 îñíîâíîé âêëàä â ïîâåðõíîñò-íóþ �óíêöèþ �ðèíà áóäåò äàâàòü åå ñèíãóëÿðíàÿ ñîñòàâ-ëÿþùàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à ðåãóëÿðèçàöèè è ïåðå-íîðìèðîâêè äàâëåíèÿ ñâåëàñü íå òîëüêî ê âûäåëåíèþðàñõîäÿùåéñÿ ÷àñòè â èíòåãðàëå ïî � â (1), êàê ýòîáûëî äëÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è [11℄, íî è ê âûäåëåíèþñèíãóëÿðíîé ÷àñòè â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòíîé�óíêöèè �ðèíà. �àçîáüåì ïîâåðõíîñòíóþ �óíêöèþ �ðè-íà íà ðåãóëÿðíóþ è ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòèS(x, y) = S(r)(x, y) +S(s)(x, y),òàê ÷òîáû ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿëàñü òîëüêî çàäàí-íîé íà ãðàíèöå òî÷êîé y è íå çàâèñåëà îò îñòàëüíûõòî÷åê îáëàñòè, à ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿëàñü âñåéîñòàëüíîé îáëàñòüþ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ãðàíèöå êðóãàäîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâàS(s)(x, y)jx=y=1 = Æ(�x � �y)�S(r)(x, y)jx=y=1. (5)Îòêóäà âèäíî, ÷òî S(r)(x, y)jx=y=1 ñëåäóåò âûáèðàòü òàê,÷òîáû îíà ÿâëÿëàñü ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíî-ðîäíîãî óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà ñ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûìóñëîâèåì (5). Ýòî ðàçäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì,

è íåîïðåäåëåííîñòü ñíèìàåòñÿ ïîñëå âûáîðà òî÷êè íîð-ìèðîâêè äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî äàâëåíèÿ.Âûáåðåì ðåãóëÿðíóþ è ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòè ïîâåðõ-íîñòíîé �óíêöèè �ðèíà â âèäåS(s)(x, y) = ��K1��q1 + x2 � 2x os(�x ��y)��� 1� x os(�x ��y)p1 + x2 � 2x os(�x ��y) , (6)S(r)(x, y) =� 1� 1Xn=�1 ein(�x��y) In(�x)In(�) h12 � �Kn(�)I 0n(�)i.Çàìåòèì, ÷òî âûáðàííàÿ íàìè ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü ñîâ-ïàäàåò ñ òî÷íîé ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèåé �ðèíà äëÿïðÿìîé, ÿâëÿþùåéñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè â ðàñ-ñìàòðèâàåìîé ãðàíè÷íîé òî÷êå y . Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå, â îòëè÷èå îò òðåõìåðíîãî, ðàç-íîñòü ìåæäó ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèåé �ðèíà äëÿ ïëîñêîéãðàíèöû è äëÿ ãëàäêîé ãðàíèöû ñ íåíóëåâîé êðèâèçíîéîêàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü(6) èìååò îñîáåííîñòü íà ãðàíèöå. Âûäåëèì ÿâíî ýòóîñîáåííîñòü, ïðåäñòàâèâ ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü ïîâåðõíîñò-íîé �óíêöèè �ðèíà â âèäå (5). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:x� 1 = �! 0, �x � �y = �� 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �óíêöèÿÌàêäîíàëüäà ïðè ìàëîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà èìååò îñî-áåííîñòü âèäà K1(z)� 1z , èìååìS(s)(x, y)jx!y = lim�!0h�� �+ 2 sin2 ��2 ����2 + 4 sin2 ��2 ��i= Æ(�) + 12� .Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè, ò. å.ïðè x = 1, ðåãóëÿðíàÿ è ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòè âûãëÿäÿòñëåäóþùèì îáðàçîì:S(s)b (�x � �y) = Æ(�x � �y)�S(r)b (�x � �y), (7)S(r)b (�x � �y) =���K1�2���� sin��x � �y2 ��������sin��x � �y2 ����.Çàìåòèì, ÷òî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå �óíêöèÿS(r)b (�x � �y) èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå �x = �y è ìîíî-òîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì ðàçíîñòè j�x � �yj íà èíòåðâàëå[0,�℄.2. Ïîñòðîåíèå áîðíîâñêîãî ðÿäà è åãî ïðîâåðêàäëÿ ïðîñòåéøèõ ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé ÷àñòåéïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíàÈòàê, ïîâåðõíîñòíóþ �óíêöèþ �ðèíà êðàåâîé çàäà÷èäëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà â êðóãå ñ íóëåâûì ãðàíè÷-íûì óñëîâèåì óäàåòñÿ âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè. Îäíàêîñóùåñòâóþò çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ âû÷èñëèòü ýòó �óíê-öèþ îêàçûâàåòñÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíûì âñëåäñòâèåíåòðèâèàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Èññëåäóåìñïîñîá ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè.�åãóëÿðíàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà óäîâëå-òâîðÿåò óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà (2). Åñëè íà ãðàíèöåîáëàñòè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè, òîãäà ðå-øåíèå âíóòðè îáëàñòè áóäåò èìåòü âèäS(r)(x, y) = IC S(x, z)S(r)(z, y) dlz. (8)Ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñóììûS(r)(x, y) = IC S(s)(x, z)S(r)(z, y) dlz + IC S(r)(x, z)S(r)(z, y) dlz.(9)8 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3



16 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 3Êàê óæå óïîìèíàëîñü, â âûáîðå S(s) è S(r) ñóùå-ñòâóåò íåêîòîðûé ïðîèçâîë. Îïòèìàëüíûé âûáîð ýòèõ�óíêöèé áóäåò ðåàëèçîâàí â òîì ñëó÷àå, åñëè âåëè÷èíàjS(x, y) � S(s)(x, y)j��x,y2C îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé íà-ñêîëüêî ýòî âîçìîæíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âáëèçè ãðàíèöûíàèáîëüøèé âêëàä â ïîâåðõíîñòíóþ �óíêöèþ �ðèíà äàåòñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü. Òîãäà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè âîâòîðîé ÷àñòè �îðìóëû (8) ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûìñëàãàåìûì S(r)(x, y)� IC S(s)(x, z)S(r)(z, y) dlz. (10)Ïîäñòàâèì òåïåðü âî âòîðîå ñëàãàåìîå â �îðìóëå (9)âìåñòî S(r)(x, z) âûðàæåíèå (8). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåìS(r)(x, y) = IC S(s)(x, z)S(r)(z, y) dlz ++ IC IC S(x, z1)S(r)(z1, z2)S(r)(z2, y) dlz1 dlz2 .Äàëåå ñíîâà ïðåäñòàâëÿåì ïîâåðõíîñòíóþ �óíêöèþ �ðè-íà â âèäå ñóììû ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé ÷àñòåé è ò. ä.,ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîS(r)(x, y) = 1Xm=1 IC ��� IC| {z }m S(s)(x, z1)S(r)(z1, z2)���S(r)(zm�1, zm)��S(r)(zm, y) dlz1 ���dlzm (11)Ïîñêîëüêó ìû ðàññìàòðèâàåì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿóðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà ñ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì,òî ïîâåðõíîñòíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà ýòîé çàäà÷è òàêæå îá-ðàùàåòñÿ â íóëü íà ãðàíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ãðàíèöåîáëàñòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâîS(r)(x, y)jx,y2C =�S(s)(x, y)jx,y2C (12)âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè x = y . Òàêèì îáðàçîì, åñëèâ çàäà÷å ìîæíî ïðåäïîëîæèòü âèä ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè, òîðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ (11).Ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü è âû÷èñëèòåëüíóþ ý��åê-òèâíîñòü �îðìóëû (11) íà ïðèìåðå êðàåâîé çàäà÷è â êðó-ãå, äëÿ êîòîðîé òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ðåãóëÿð-íîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà óæå èçâåñòíî.Êàê è ïðè òî÷íîì ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, ðàññìîòðåííîìâ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âûäåëèì ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòüïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà, ðàâíóþ òî÷íîé ïîâåðõ-íîñòíîé �óíêöèè �ðèíà äëÿ ãðàíèöû, ïðåäñòàâëÿþùåéñîáîé ïðÿìóþ, êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè â òî÷êå y(ñì. (6)). À ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (12), êðîìåñëó÷àÿ x= y , òî íà ãðàíèöå êðóãà ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòüñîâïàäàåò ñ íàéäåííîé ðàíåå ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ (7).Ïîäñòàâèâ òåïåðü â �îðìóëó (10) ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü (6)è ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü íà ãðàíèöå îáëàñòè (7), ïîëó÷èìâûðàæåíèå äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèèS(r)(x, y)� 2�Z0 S(s)(x, z)jz=1 � S(r)b (�z � �y) d�z. (13)Èòàê, ìû ðàñïîëàãàåì òî÷íûì îòâåòîì äëÿ ðåãóëÿðíîé÷àñòè íà ãðàíèöå îáëàñòè, à òàêæå ïðèáëèæåííûì âûðà-æåíèåì äëÿ ýòîé �óíêöèè âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.Ñðàâíèì òåïåðü òî÷íûé îòâåò è ïåðâîå ïðèáëèæåíèåäëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè íà îêðóæíîñòè. Ïîëàãàÿ â (13)x = 1 è ó÷èòûâàÿ âèä ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè íà ãðàíèöå

îáëàñòè (5), ïîëó÷àåì ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü íà îêðóæíîñòèâ ïåðâîì ïðèáëèæåíèèS(r)1 (x, y)jx=y=1 = S(r)b (�x ��y)�� 2�Z0 S(r)b (�x � �z) �S(r)b (�z ��y) d�z.Èñïîëüçóÿ ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â (11), àíàëîãè÷íûìîáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü íà ãðàíèöåîáëàñòè âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè S(r)2 .Âíóòðè îáëàñòè ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü â ïåðâîì ïðèáëè-æåíèè îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (13). Àíàëîãè÷íî òîìó,êàê áûëà ïîëó÷åíà ýòà �îðìóëà, ìîæíî íàéòè ðåãóëÿð-íóþ ÷àñòü âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè.Î÷åâèäíî, ÷òî â m-ì ïðèáëèæåíèè ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòüíà îêðóæíîñòè èìååò âèäS(r)m (x, y) = S(r)b (�x��y)�2�Z0 ���2�Z0| {z }m S(r)b (�x��z1)S(r)b (�z1��z2) ���� � �S(r)b (�zm�1 � �zm)S(r)b (�zm � �y) d�z1 � � �d�zm . (14)Äîêàæåì òåïåðü ñõîäèìîñòü áîðíîâñêîãî ðÿäà äëÿðåãóëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà, êîãäàòî÷êà (x,�x) ëåæèò âíóòðè îáëàñòè. Èç �îðìóëû (11)ñëåäóåò, ÷òî m-é ÷ëåí ýòîãî ðÿäà èìååò âèäCm = 2�Z0 � � � 2�Z0| {z }m S(s)(x, z1)S(r)b (�z1 ��z2)� � �S(r)b (�zm�1 � �zm)��S(r)b (�zm ��y) d�z1 � � � d�zm ,Îöåíèì ìîäóëü Cm . Îáîçíà÷èì �= ���2�R0 S(r)b (�x��y) d�x��� .Çàìåòèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, � íå çàâèñèò îò �y , à âî-âòî-ðûõ, � < 1 äëÿ � 6= 0, ïîñêîëüêó àáñîëþòíàÿ âåëè÷è-íà ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè jS(r)b (�x � �y)j ÿâëÿåòñÿîãðàíè÷åííîé �óíêöèåé è èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóìâ òî÷êå �x = �y , ðàâíûé 12� . Êðîìå òîãî, ïî òåîðåìåî ñðåäíåì èìååì2�Z0 S(r)b (�zm�1 ��zm)S(r)b (�zm � �y) d�zm == S(r)b (�zm�1 � ��zm) 2�Z0 S(r)b (�zm � �y) d�zm ,ãäå ��zm 2 [0, 2�℄. Ïóñòü A=max[S(s)(x, z1)℄, x < 1, òîãäàjCmj6 A�m.Ìàæîðàíòíûé ðÿä A 1Pm=1�m ñõîäèòñÿ, òàê êàê � < 1.Ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ áåñêîíå÷íûé ðÿä, ÷ëåíàìè êîòî-ðîãî ÿâëÿþòñÿ Cm , m> 1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè (14)äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè íà ãðàíèöå ñïðàâåäëèâà îöåíêà�����2�Z0 � � � 2�Z0| {z }m S(r)b (�x ��z1)S(r)b (�z1 ��z2) � � �S(r)b (�zm�1 � �zm)��S(r)b (�zm � �y) d�z1 � � �d�zm �����6 12��m.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 17Òà á ë èö à 1�= 0.01 �= 0.1 � = 1 �= 5 �= 101-é ïîðÿäîê �9.9020 � 10�5 �6.2374 � 10�3 �0.2226 �1.2453 �2.49762-é ïîðÿäîê �8.3108 � 10�5 �4.7037 � 10�3 �0.1799 �1.1925 �2.44473-é ïîðÿäîê �9.8997 � 10�5 �6.1626 � 10�3 �0.1973 �1.1964 �2.4466Êâàçèãåîìåòðè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå �9.1058 � 10�5 �5.4514 � 10�3 �0.1922 �1.1961 �2.4465Òî÷íîå çíà÷åíèå �9.1054 � 10�5 �5.4423 � 10�3 �0.1917 �1.1961 �2.4465Çàìåòèì, ÷òî ÷åì ìåíüøå � , òåì ëó÷øå ïðèáëèæåííîåðåøåíèå íà ãðàíèöå îáëàñòè äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ïî-âåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà (14) ñîãëàñóåòñÿ ñ òî÷íûìðåøåíèåì S(r)b (�x � �y), ò. å. ïðèáëèæåííóþ �óíêöèþìîæíî óëó÷øèòü, óìåíüøèâ � . Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëü-êó, êàê óæå óïîìèíàëîñü, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîë â ðàç-áèåíèè ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà íà ðåãóëÿðíóþè ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòè.×èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ðåãóëÿðíîé ÷àñòè�xS(r)(x, y)jx=y , ïîëó÷åííûå â ïåðâûõ òðåõ ïîðÿäêàõ áîð-íîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïðèâåäåíû íèæå â òàáë. 1 äëÿðàçëè÷íûõ � . Ïîñêîëüêó èç ýòèõ äàííûõ âèäíî, ÷òîïîâåäåíèå áîðíîâñêîãî ðÿäà ïðèáëèçèòåëüíî ñîâïàäàåòñ ïîâåäåíèåì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, òî îòâåò ìî-æåò áûòü óëó÷øåí ïóòåì ýêñòðàïîëÿöèè ïåðâûõ òðåõïðèáëèæåíèé íà âåñü áåñêîíå÷íûé ðÿä. Â äàëüíåéøåìðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì íàçû-âàòü êâàçèãåîìåòðè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì. Â ïîñëåäíåéñòðîêå òàáë. 1 ïðèâåäåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîéðåãóëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà.Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî òðåòèé ïîðÿäîê áîðíîâñêîãîðÿäà äàåò íåïëîõîå ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó îòâåòó.Èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû äëÿ êâàçèãåîìåòðè÷åñêîãî ðÿäàçíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò ýòî ïðèáëèæåíèå. Êðîìå òîãî,ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ è ìà-ëûõ çíà÷åíèÿõ � ñîãëàñîâàíèå áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿñ òî÷íûì îòâåòîì ãîðàçäî ëó÷øå. Ýòî ñâÿçàíî ñ äâóìÿ�àêòîðàìè � ïðè áîëüøèõ � ïðîèñõîäèò ýêñïîíåíöèàëü-íîå çàòóõàíèå ðåãóëÿðíîé ÷àñòè íà ãðàíèöå, à ïðè ìàëûõ� �óíêöèÿ, ïðèíÿòàÿ çà ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü, íåâåëèêà.3. Ïðîâåðêà áîðíîâñêîãî ðÿäà äëÿ óëó÷øåííûõðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé ÷àñòåé ïîâåðõíîñòíîé�óíêöèè �ðèíàÕîòÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íåïëîõî ñîãëàñóåòñÿñ òî÷íûì, ñõîäèìîñòü áîðíîâñêîãî ðÿäà äîâîëüíî ìåä-ëåííàÿ, îñîáåííî äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé � . Èñïîëüçî-âàíèå âòîðîãî èëè äàæå òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ íå äàåòäîñòàòî÷íî òî÷íîãî îòâåòà, ÷òî âûíóæäàåò èñïîëüçîâàòüêâàçèãåîìåòðè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå. Ìåæäó òåì ñ ðîñòîìïîðÿäêà ïðèáëèæåíèÿ âîçðàñòàåò òåõíè÷åñêàÿ ñëîæíîñòüïðè âû÷èñëåíèÿõ. Ïîýòîìó, âîñïîëüçîâàâøèñü íåîäíî-çíà÷íîñòüþ ðàçäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà íàðåãóëÿðíóþ è ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòè, îïðåäåëèì òåïåðü ýòè�óíêöèè êàê S(s)new(x, y) = S(s)(x, y)� F(x, y),S(r)new(x, y) = S(r)(x, y) + F(x, y).Ôóíêöèþ F(x, y) áóäåì ïîäáèðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Âî-ïåðâûõ, îíà äîëæíà ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ�åëüìãîëüöà ïî ïåðåìåííûì (x,�x). Òàê êàê ïîâåðõíîñò-íàÿ �óíêöèÿ �ðèíà çàâèñèò îò êîîðäèíàò âåêòîðà x� y ,òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F òàêæå çàâèñèò îò íèõ. �åøàÿóðàâíåíèå �åëüìãîëüöà ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ,

èìååìF(x, y) = 1Z�1 f (k)e�ikx sin(�x��y)e�p�2+k2(1�x os(�x��y))dk.(15)Âî-âòîðûõ, �óíêöèþ F(x, y) íåîáõîäèìî âûáðàòü òàê,÷òîáû ïàðàìåòð �= ���2�R0 S(r)new(x, y)jx=1d�x��� ïðèíèìàë ìàëîåçíà÷åíèå. Ïîýòîìó âèä �óíêöèè f (k) ìîæíî ïðåäïî-ëîæèòü èñõîäÿ èç èçâåñòíîãî Ôóðüå-îáðàçà äëÿ �óíê-öèè xK1(x): xK1(x) = 12 1Z�1 eikx(k2 + 1)3/2 dk. (16)Î÷åâèäíî, (16) ïðè x = 2���sin��x��y2 ��� ñîâïàäàåòñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñ ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ ïî-âåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà íà ãðàíèöå îáëàñòè (7).Ñðàâíèâàÿ ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü íà ãðàíèöå è (15) ïðèìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëà �x , ïîëó÷àåì, ÷òî ñëåäóåò ïî-ëîæèòü f (k) = C(k2+�2)3/2 , ãäå C � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.Ïîñêîëüêó àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïðîñòåéøåé ðåãóëÿðíîé÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà â òî÷êå x = y èìååòìàêñèìóì, òî, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ïàðàìåòð � , âûáå-ðåì â (15) �óíêöèþ f (k) òàê, ÷òîáû F(x, y) â ýòîé æåòî÷êå èìåëà ìàêñèìóì, ïðè÷åì ðàâíûé ïî àáñîëþòíîìóçíà÷åíèþ ìàêñèìóìó �óíêöèè jS(r)b (�x � �y)j . Èñõîäÿ èçïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî C = �24� . Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåìF(x, y) = �24� 1Z�1 e�ikx sin(�x��y) e�p�2+k2(1�x os(�x��y))(k2 + �2)3/2 dk.Óëó÷øåííàÿ ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü ïîâåðõíîñòíîé �óíê-öèè �ðèíà âíóòðè îáëàñòè â ïåðâîì è âî âòîðîì ïðè-áëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäåëàíîäëÿ ïðîñòåéøåé ðåãóëÿðíîé ÷àñòè.Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåéïðîèçâîäíîé óëó÷øåííîé ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñò-íîé �óíêöèè �ðèíà â ïåðâîì, âòîðîì è òðåòüåì ïîðÿäêàõáîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, à òàêæå êâàçèãåîìåòðè÷åñêîåïðèáëèæåíèå è òî÷íûé îòâåò.Âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå óëó÷øåííîé ñèíãóëÿðíîé÷àñòè ïðèâîäèò ê óñêîðåíèþ ñõîäèìîñòè áîðíîâñêîãîðÿäà è ãîðàçäî ëó÷øåìó ñîãëàñîâàíèþ ïðèáëèæåííîãîè òî÷íîãî ðåøåíèé óæå âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè. Áîð-íîâñêîå ïðèáëèæåíèå õóæå âñåãî ñîãëàñóåòñÿ ñ òî÷íûìîòâåòîì ïðè ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ � ïî òåì æå ïðè÷èíàì,÷òî è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.Èòàê, ïîâåðõíîñòíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà áûëà ðàçäåëåíàíà ðåãóëÿðíóþ è ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòè äâóìÿ ñïîñîáà-ìè. Ñòîèò îòìåòèòü ðàçíèöó â ïîâåäåíèè ïðîèçâîäíîéïðîñòåéøåé ðåãóëÿðíîé ÷àñòè è óëó÷øåííîé. Â ïåðâîìñëó÷àå ýòà �óíêöèÿ ïðè áîëüøèõ � èìååò ëèíåéíóþàñèìïòîòèêó, âî âòîðîì � âûõîäèò íà êîíñòàíòó.9 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3



18 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 3 Òà áë èö à 2�= 0.01 �= 0.1 � = 1 �= 5 �= 101-é ïîðÿäîê 2.3918 � 10�3 1.8719 � 10�2 5.4779 � 10�2 5.3321 � 10�2 5.3270 � 10�22-é ïîðÿäîê 2.4088 � 10�3 1.9517 � 10�2 5.8706 � 10�2 5.3937 � 10�2 5.3465 � 10�23-é ïîðÿäîê 2.4089 � 10�3 1.9555 � 10�2 5.8270 � 10�2 5.3932 � 10�2 5.3464 � 10�2Êâàçèãåîìåòðè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå 2.4089 � 10�3 1.9557 � 10�2 5.8314 � 10�2 5.3932 � 10�2 5.3464 � 10�2Òî÷íîå çíà÷åíèå 2.4089 � 10�3 1.9558 � 10�2 5.8342 � 10�2 5.3932 � 10�2 5.3464 � 10�2Ôèçè÷åñêîå äàâëåíèå íà ãðàíèöå îáëàñòè â òî÷êåx = 1, �= 0 îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå âûáîðà òî÷êè íîðìè-ðîâêè. Îäíàêî â äàííîé çàäà÷å âûáîð òî÷êè íîðìèðîâêèîêàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì. Íàïðèìåð, ìû íå ìîæåìïðèíÿòü çà òî÷êó íîðìèðîâêè äàâëåíèå â òî÷êå x = 1,�= 0 äëÿ êðóãà, ðàäèóñ êîòîðîãî äîñòàòî÷íî âåëèê(R!1) . Êàê õîðîøî èçâåñòíî, âû÷èòàíèå èç äàâëåíèÿäëÿ êâàäðàòà ñ çàäàííîé ñòîðîíîé äàâëåíèÿ äëÿ êâàäðàòàñ áåñêîíå÷íîé ñòîðîíîé ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíîìó îòâåòó.Îäíàêî â ñëó÷àå ñ êðóãîì òàêàÿ ïðîöåäóðà íå óñòðàíÿåòëîãàðè�ìè÷åñêèå ðàñõîäèìîñòè, ñâÿçàííûå ñ êðèâèçíîéãðàíèöû. Çàêëþ÷åíèåÈòàê, ìû ðàññìîòðåëè âû÷èñëåíèå äàâëåíèÿ Êàçè-ìèðà ñ ïîìîùüþ ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà â äâó-ìåðíîì ñëó÷àå. Îòëè÷èåì ðàññìîòðåííîé çäåñü çàäà-÷è íà ïëîñêîñòè îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ, îáñóæäàåìîãîâ [11℄, ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé �óíê-öèè �ðèíà, à çíà÷èò, è ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà.Òàêèì îáðàçîì âûÿñíèëîñü, ÷òî çàäà÷à î âûäåëåíèèêîíå÷íîé ÷àñòè â äàâëåíèè òðåáóåò íàõîæäåíèÿ ðåãó-ëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà. Íàìè áûëïðåäëîæåí àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ýòîé�óíêöèè ñ ïîìîùüþ ðÿäà áîðíîâñêîãî òèïà äëÿ òåõçàäà÷, â êîòîðûõ òî÷íî íàéòè ïîâåðõíîñòíóþ �óíêöèþ�ðèíà îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëüíî, íî ìîæíî âûáðàòüíåêîòîðûì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì åå ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü.Íåîáõîäèìî åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòîò ïðîèçâîëîãðàíè÷åí óñëîâèåì ëîêàëüíîñòè, ò. å. ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòüäîëæíà èëè çàâèñåòü òîëüêî îò âûáðàííîé òî÷êè íàãðàíèöå, êàê ýòî èìåëî ìåñòî äëÿ ïðîñòåéøåé ñèíãóëÿð-íîé ÷àñòè, ðàññìîòðåííîé â ðàçäåëå 2, èëè îïðåäåëÿòüñÿêðèâèçíîé ãðàíèöû â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå, êàê ýòîáûëî äëÿ óëó÷øåííîé ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè, ðàññìîòðåííîéâ ðàçäåëå 3. �àçäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà íà

ðåãóëÿðíóþ è ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷-íûì, è ýòà íåîïðåäåëåííîñòü ñíèìàåòñÿ ïîñëå òîãî, êàêáóäåò âûáðàíà òî÷êà íîðìèðîâêè äëÿ äàâëåíèÿ. Ñêîðîñòüñõîäèìîñòè áîðíîâñêîãî ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì ðàçäåëå-íèåì. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì áûë ïðîâåðåí íà çàäà÷åâ êðóãå, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ òî÷íî. Ìû ðàññìîòðåëè äâàñïîñîáà âûáîðà ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè. Ñðàâíåíèå â êàæäîìèç ýòèõ ñëó÷àåâ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè, íàéäåííîé ñ ïîìîùüþáîðíîâñêîãî ðÿäà, ñ òî÷íûì ðåøåíèåì ïîêàçûâàåò, ÷òîâòîðîé âûáîð îêàçûâàåòñÿ áîëåå ý��åêòèâíûì ñ âû÷èñ-ëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå áûë çà�èêñèðîâàí êîíêðåò-íûé âèä âû÷èòàåìîé ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé�óíêöèè �ðèíà. Îòìåòèì, ÷òî ýòà �óíêöèÿ äîëæíà îïðå-äåëÿòüñÿ èñõîäÿ èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Òàêèì îá-ðàçîì, ïîñëå âûáîðà òî÷êè íîðìèðîâêè ðàññìàòðèâàåìàÿçäåñü çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ïåðåíîðìèðîâàííîãî äàâëåíèÿáóäåò ðåøåíà îêîí÷àòåëüíî.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Casimir H.B.G. // Pro. Kon. Nederl. Akad. Wet. 1948. 51.P. 793.2. Sparnaay M.J. // Physia. 1958. 24. P. 751.3. Hosaka A., Toki H. // Phys. Reports. 1996. 277. P. 65.4. Vepstas L., Jakson A.D. // Phys. Reports. 1990. 187. P. 109.5. Bordag M., Mohideen U., Mostepanenko V.M.// Phys. Re-ports. 2001. 353. P. 1.6. Milonni P.W. The Quantum Vauum. San Diego, 1994.7. Mostepanenko V.M., Trunov N.N. The Casimir Effet and itsAppliations. Oxford, 1997.8. Milton K.A. The Casimir Effet. Singapore, 2001.9. Bordag M., Geyer B., Klimhitskaya G.L., MostepanenkoV.M. // Phys. Rev. 1999. D60. P. 055004.10. Èöèêñîí Ê., Çþáåð Æ.-Á. Êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ. Ò. 1. Íî-âîêóçíåöê, 2000.11. Âîðîíèíà Þ.Ñ., Ñèëàåâ Ï.Ê. // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ôèç.Àñòðîí. 2009. � 1. C. 37.Casimir pressure regularization in two-dimensional field modelsYu. S. Voroninaa , P.K. Silaev bDepartment of Quantum Theory and High Energy Physis, Faulty of Physis, M. V. Lomonosov Mosow StateUniversity, Mosow 119991, Russia.E-mail: a voronina-yulya�yandex.ru, b silaev�bog.msu.ru.A method for Casimir pressure alulation with the help of the regular part of the surfae Green funtion is onsideredin two-dimensional ase. Also, a method for approximate alulation of the regular part of the surfae Green funtionusing Born-type series is suggested. It is tested for the problem exat solution of whih is known.Keywords: Casimir effet, vauum effets in quantum field theory, renormalization in quantum field theory.PACS: 03.70.+k.Reeived 5 November 2008.English version: Mosow University Physis Bulletin 3(2009).Ñâåäåíèÿ îá àâòîðàõ1. Âîðîíèíà Þëèÿ Ñåðãååâíà � àñïèðàíòêà; òåë.: 939-26-96, e-mail: voronina-yulya�yandex.ru.2. Ñèëàåâ Ïåòð Êîíñòàíòèíîâè÷ � ä. �.-ì. í., äîöåíò, ïðî�åññîð; òåë.: 939-26-96, e-mail: silaev�bog.msu.ru.


