
ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 3 23Âåêòîðíûå �óíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà, ñâÿçàííûå ñ çàäà÷åéýëåêòðîìàãíèòíîé äè�ðàêöèè â êîíóñå, è èõ ñâîéñòâàÈ.À. Áàëàíöåâa , À.Ë. ÄåëèöûíÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò, êà�åäðàìàòåìàòèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2. E-mail: a laktan86�mail.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 15.09.2008, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 19.01.2009.Îïðåäåëåíî ñïåöèàëüíîå âåêòîðíîå �óíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ ñëàáîé ïîñòàíîâêè çàäà÷èäè�ðàêöèè â êîíóñå. Äîêàçàíû íåêîòîðûå òåîðåìû âëîæåíèÿ äëÿ ââåäåííîãî âåêòîðíîãî �óíêöèîíàëü-íîãî ïðîñòðàíñòâà. Èñõîäíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê �ðåäãîëüìîâî ðàçðåøèìîé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �óíêöèîíàëüíûé àíàëèç.ÓÄÊ: 517.95. PACS: 02.30.Sa.Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ðàçðå-øèìîñòè çàäà÷è äè�ðàêöèè â êîíóñå. Ïðèìåíåí ïîäõîä,ïðåäëîæåííûé â [1, 2℄ (ñì. òàêæå [3℄), îñíîâàííûé íàñâåäåíèè çàäà÷è äè�ðàêöèè â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòèê âíóòðåííåé êðàåâîé çàäà÷å ñ íåëîêàëüíûìè êðàåâûìèóñëîâèÿìè. Öåëü èññëåäîâàíèÿ � äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-ìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äè�ðàêöèè â êîíè÷å-ñêîé îáëàñòè.Èòàê, çàäà÷à äè�ðàêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ â êîíóñåQ = f(�,') 2 
 , r 2 [0,1)g , 
 � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü,ïðèíàäëåæàùàÿ ïîâåðõíîñòè åäèíè÷íîé ñ�åðû f(�,�):0 6 � < 2� , 0 6 �6 �g , ñ ãðàíèöåé, ñîñòîÿùåé èç íå áî-ëåå ÷åì êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõäóã (òî÷íîå îïèñàíèå ýòîãî êëàññà ãðàíèö ñì. [4, . 148,149℄.Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â êîíóñå îïèñûâàåòñÿ ñèñòå-ìîé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, êîòîðóþ ìîæíî ïðåîáðàçî-âàòü ê âèäó rot "�1 rotH � k2H = 0, (1)divH = 0. (2)Âñþäó â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè âñå íè-æåïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ.1. k � ïðîèçâîëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.2. " � ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ ïåðåìåííûõ r, �,� , îãðà-íè÷åííàÿ â Q : 16 "(r, �,�)6 "max. (3)3. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâåííóþ îáëàñòü V = fr, �,� :0 6 r 6 R , (�,�) 2 
g . Ïîëàãàåì, ÷òî äèýëåêòðè÷åñêîåòåëî ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòèV 0 �V , V 0 = fr, �,� : 0 6 r 6 R � � , (�,�) 2 
 , � > 0g .Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî V =SNi=1Vi , ïðè÷åì â êàæäîé çàìêíó-òîé îáëàñòè Vi �óíêöèÿ "(r, �,�) áåñêîíå÷íî äè��åðåí-öèðóåìà âïëîòü äî ãðàíèöû, à ãðàíèöû ýòèõ îáëàñòåéñîñòîÿò èç íå áîëåå ÷åì êîíå÷íîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõïîâåðõíîñòåé. Âñþäó âíå V ïîëàãàåì "= 1.4. Íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçðûâà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè-öàåìîñòè ïîñòàâèì óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿH � njS = 0, "�1 rotH � njS = 0, (4)ãäå n � íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S ðàçðûâà äèýëåêòðè÷å-ñêîé ïðîíèöàåìîñòè.5. Â êà÷åñòâå óñëîâèé íà ðåáðå è â âåðøèíå êîíóñàèñïîëüçóåì óñëîâèÿ Ìåéêñíåðà [5, . 15℄:H 2 ((L2)lo)3, rotH 2 ((L2)lo)3. (5)

6. Íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà ïîñòàâèì ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå èäåàëüíî ïðîâîäÿùèìñòåíêàì: (H ,n)j�Q = 0, ["�1 rotH � n℄j�Q = 0. (6)7. Â êà÷åñòâå óñëîâèé èçëó÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïàðöè-àëüíûå óñëîâèÿ À.�. Ñâåøíèêîâà â îáëàñòè r > R� � [3℄.8. Ïîä ïðîñòðàíñòâîì H áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâîâåêòîðîâ H , òàêèõ, ÷òî H 2 (L2(V ))3 , rotH 2 (L2(V ))3 ,divH = 0, ãäå îïåðàöèè ðîòîðà è äèâåðãåíöèè îïðåäåëå-íû â ñëåäóþùåì ñìûñëå:� ñêàëÿðíîå ïîëå F 2 L2(V ) íàçûâàåòñÿ äèâåðãåíöèåéâåêòîðíîãî ïîëÿ u 2 (L2(V ))3 , åñëè äëÿ ëþáîé ñêàëÿðíîé�óíêöèè v 2 C10 (V ) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâîZV Fv dV =� ZV (u,rv) dV ;� âåêòîðíîå ïîëå A 2 (L2(V ))3 íàçûâàåòñÿ ñëàáûìðîòîðîì âåêòîðíîãî ïîëÿ u 2 (L2(V ))3 , åñëè äëÿ ëþáîãîïîëÿ v 2 (C10 (V ))3 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâîZV (A, v) dV = ZV (u, rot v) dV .Cêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H îïðåäåëèì ñëåäóþùèìîáðàçîì:(H1,H2)H = (H1,H2)(L2(V ))3 + (rotH1, rotH2)(L2(V ))3 .9. Ïîä 
 áóäåì ïîíèìàòü òåëåñíûé óãîë, îáðàçî-âàííûé êîíóñîì, à ïîä 
(r) � ñå÷åíèå êîíóñà ñ�åðîéñ öåíòðîì â âåðøèíå êîíóñà è ðàäèóñîì r .10. Ñèìâîëîì C îáîçíà÷àåì ðàçëè÷íûå îöåíî÷íûåïîñòîÿííûå.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ðàññìîòðåòü ñëàáóþ ïîñòà-íîâêó çàäà÷è (1)�(6) â ñîîòâåòñòâóþùåì ãèëüáåðòîâîìïðîñòðàíñòâå è óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå åå ñëàáîãîðåøåíèÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.�àññìîòðèì ñëåäóþùèå äâå êðàåâûå çàäà÷è:���,��m = �1m�m, �mj�
 = 0;���,� m = �2m m, � m�n j�
 = 0;ãäå ��,� = 1sin � ���(sin � ��� ) + 1sin2 � �2��2 .12 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3



24 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 3Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â êîíóñå âîçáóæäàåòñÿ ïàäàþ-ùåé èç +1 íîðìàëüíîé ìîäîé, íàïðèìåð ýëåêòðè÷åñêîãîòèïà: H = A rot�pkr H2p�1m+1/4(kr)�mer� .Äàëåå, ïîíèìàÿ, ÷òî èç +1 íèêàêèå äðóãèå âîëíûïðèõîäèòü íå ìîãóò, â îáëàñòè r > R� � áóäåì òðåáîâàòüíàëè÷èÿ òîëüêî ðàñõîäÿùèõñÿ âîëí è îäíîé ïðèõîäÿùåé.Âûðàçèì ýòîò �àêò â âèäå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ, ïîòðåáî-âàâ ïðåäñòàâèìîñòü ïîëÿ H â ýòîé îáëàñòè â âèäå ñõî-äÿùåãîñÿ â (L2(
(r)))3 ðÿäà ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîìr > R� � :H = 1Xn=1 an rot�pkr H1p�1n+1/4(kr)�ner�++ 1Xn=1 bn rot rot�pkr H1p�2n+1/4(kr) ner�++A rot�pkr H2p�1m+1/4(kr)�mer�. (7)Âû÷èñëÿÿ �îðìàëüíî ðîòîð îò (7), ïîëó÷èìrotH = 1Xn=1 an�pkr H1p�1n+1/4(kr)�1nr2 �ner ++ �pkr H1p�1n+1/4(kr)�0 grad�,� �n�++ 1Xn=1 bnk2 rot�pkr H1p�2n+1/4(kr) ner�++A�pkr H2p�1m+1/4(kr)�1mr2 �mer ++ �pkr H2p�1m+1/4(kr)�0 grad�,� �m�, (8)ãäå grad�,� = e�r ��� + e�r sin � ��� .Ïåðåõîäèì ê ñòðîãèì �îðìóëèðîâêàì. Â çàäà÷å ïðåä-ïîëàãàåì èñêàòü ïîëå H 2 (L2(V ))3 . Ýòî, â ÷àñòíîñòè,îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïî÷òè âñåõ r 2 (0,R) H 2 (L2(
(r)))3 .Ñëåäîâàòåëüíî, íà ïî÷òè âñåõ ñå÷åíèÿõ ïîëå H ìîæíîðàçëîæèòü â ðÿä ïî ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå�óíêöèé, îáðàçóþùèõ áàçèñ â (L2(
(r)))3 . Îòìåòèì, ÷òîíà ïðîèçâîëüíîì ñå÷åíèè ïîëå H , âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðèíàäëåæèò (L2(
(r)))3 .Îïèðàÿñü íà èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â [6℄è [7℄, íåòðóäíî îáîñíîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 1.1. Äëÿ ëþáîãî H 2 (L2(
))3 ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèåH = 1Xn=1 �1n(r) rot�ner + 1Xn=1 �1n(r) grad�,�  n ++ 1Xn=1 �2nr2 1n(r) ner , (9)èíûìè ñëîâàìè, ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ frot�nerg ,fgrad�,�  ng , f nerg îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå(L2(
(r)))3 .2. Äëÿ ëþáîãî rotH 2 (L2(
))3 ñïðàâåäëèâî ðàçëî-æåíèårotH = 1Xn=1 �2n(r) grad�,� �n + 1Xn=1 �2n(r) rot ner +

+ 1Xn=1 �1nr2 2n(r)�ner, (10)èíûìè ñëîâàìè, ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ fgrad�,� �ng ,frot nerg , f�nerg îáðàçóåò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå(L2(
(r)))3 .Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå �óíêöèè �1n , �1n , 1n , �2n ,�2n , 2n èç ðàçëîæåíèé (9) è (10) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìèL2(0,R).Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé Ôóáèíè [8, ñ. 335, 336℄ è îïðåäå-ëåíèåì ñëàáîé ïðîèçâîäíîé [7, ñ. 148℄, íåòðóäíî âûâåñòèñîîòíîøåíèÿ�1n(r) = 01n(r), (11)2n(r) = �1n(r), (12)�2n(r) = �01n(r), (13)��2nr2 1n(r),�(r)�L2(0,R) + ��1n(r), �0(r)�L2(0,R) == ��2n(r), �(r)�L2(0,R), (14)ïðè÷åì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ êàæäî-ãî n 8� 2 H10 (0,R). Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî�1n 2 H1(0,R), 1n 2 H1(0,R).Âûâåäåì îñíîâíîå óðàâíåíèå çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ïðî-âåäåì íåñêîëüêî �îðìàëüíûõ ïðîöåäóð, ïðåäïîëàãàÿ âû-ïîëíåííûìè óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå èõ ñïðàâåäëè-âîñòü. Óìíîæèì ñêàëÿðíî óðàâíåíèå (1) íà ïðîèçâîëü-íûé äîñòàòî÷íî ãëàäêèé âåêòîð �H , óäîâëåòâîðÿþùèéãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (6) è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ (4),è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè V :ZV �rot "�1 rotH , �H� dV � k2 ZV �H , �H� dV = 0.Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî��àóññà è ðàçëî-æåíèÿìè (7) è (8), ïîëó÷èì ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçî-âàíèéZV �"�1 rotH , rot �H� dV � k2 ZV �H , �H� dV �� 1Xn=1 ddr�pr H1p�1n+1/4(kr)����r=RpRH1p�1n+1/4(kR) 1�1n �� (rot�ner,H)�(L2(
(R)))3�rot�ner, �H�(L2(
(R)))3 ++ 1Xn=1 k2 pRH1p�2n+1/4(kR)ddr�pr H1p�2n+1/4(kr)����r=R 1�2n �� (grad�,�  n,H)�(L2(
(R)))3�grad�,�  n, �H�(L2(
(R)))3 ==�A 4ipk�pRH1p�1m+1/4(kR)�rot�mer, �H�(L2(
(R)))3, (15)ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ-�óíêöèé â ïðî-ñòðàíñòâå (L2(
(R)))3 îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:(a, b)(L2(
(R)))3 = Z
(R)(a, b) dS = Z
(a, b)R2 d
.Íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ (êîòîðîå, î÷åâèäíî,íåïóñòî) îïðåäåëèì ïîëóòîðàëèíåéíûå �îðìû



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 25a(H , �H) = �"�1 rotH , rot �H�(L2(V ))3 +C(H , �H)(L2(V ))3 �� 1Xn=1 1�1n Re8<: ddr�pr H1p�1n+1/4(kr)����r=RpRH1p�1n+1/4(kR) 9=;�� (rot�ner,H)�(L2(
(R)))3�rot�ner, �H�(L2(
(R)))3 ,b(H , �H) =�i 1Xn=1 1�1n Im8<: ddr�pr H1p�1n+1/4(kr)����r=RpRH1p�1n+1/4(kR) 9=;�� (rot�ner,H)�(L2(
(R)))3�rot�ner, �H�(L2(
(R)))3 ++ 1Xn=1 k2�2n pRH1p�2n+1/4(kR)ddr�pr H1p�2n+1/4(kr)����r=R �� (grad�,�  n,H)�(L2(
(R)))3�grad�,�  n, �H�(L2(
(R)))3 �� k2(H , �H)(L2(V ))3 �C(H , �H)(L2(V ))3 .(C � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ) è ëèíåéíóþ �îðìól( �H) =�A 4ipk�pRH1p�1m+1/4(kR) (rot�mer, �H)(L2(
(R)))3 .Òîãäà óðàâíåíèå (15) ïðèìåò âèäa(H , �H) + b(H , �H) = l( �H). (16)Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ïîä÷èíåííûõ óñëîâèÿì1) H 2 H ;2) RV (H ,r ) dV = 0 8 2 C1(V ),  jr=R = 0;3) � 1Pn=1 1�1n Re� ddr �pr H1p�1n+1/4(kr)���r=RpRH1p�1n+1/4(kR) �����(rot�ner,H)(L2(
(R)))3��2 <1 ;4) (H , grad�,�  n)(L2(
(R)))3 == ddr �pr H1p�2n+1/4(kr)���r=RpRH1p�2n+1/4(kR) (Hr, n)(L2(
(R)))3 ,ãäå óñëîâèå 2 âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïåðâîå èç óñëîâèé (6),ïîíèìàåìîå â ñëàáîì ñìûñëå, à ïóíêò 4 ÿâëÿåòñÿ �îðìîéóñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ (7), îáðàçóåò íåêîòîðîå �óíêöèîíàëü-íîå ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåìîáîçíà÷àòü êàê J .Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èÎïðåäåëåíèå. �åøåíèåì H çàäà÷è áóäåì íàçû-âàòü ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà J , óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâ-íåíèþ (16) ïðè ëþáîì �H 2 J .Èìåþò ìåñòî äâà óòâåðæäåíèÿ, äîêàçàòåëüñòâî êîòî-ðûõ ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè (ñì., íàïð., [9℄).Óòâåðæäåíèå 2. Ïîëóòîðàëèíåéíàÿ �îðìà a(H , �H)çàäàåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå J .Óòâåðæäåíèå 3. Ïðîñòðàíñòâî J ÿâëÿåòñÿ ãèëü-áåðòîâûì îòíîñèòåëüíî íîðìû, ïîðîæäåííîé ñêàëÿð-íûì ïðîèçâåäåíèåì (H1,H2)J = a(H1,H2) .Ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà î êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿïðîñòðàíñòâà J â (L2(V ))3 áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä,ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå H. Âåêà [10℄ äëÿ çàäà÷è îá ýëåê-òðîìàãíèòíîì ðåçîíàòîðå è ïåðåîòêðûòûé â ðàáîòå [12℄î äè�ðàêöèè â âîëíîâîäå.

Óòâåðæäåíèå 4. Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,îãðàíè÷åííîé â íîðìå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà J ,ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿâ íîðìå (L2(V ))3 .Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âèäà ðàçëîæåíèé (9) è (10)ñ ó÷åòîì (11)�(14) ñëåäóåò, ÷òîkHk2(L2(V ))3 = 1Xn=1 k�1nk2L2(0,R)�1n ++ 1Xn=1 k01nk2L2(0,R)�2n + 1Xn=1 k1r 1nk2L2(0,R)�22n,k rotHk2(L2(V ))3 = 1Xn=1 k�01nk2L2(0,R)�1n ++ 1Xn=1 k�2nk2L2(0,R)�2n + 1Xn=1 k1r �1nk2L2(0,R)�21n.Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fHmg , îãðàíè÷åííàÿïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà J , ò. å. ñóùåñòâóåò òàêàÿêîíñòàíòà C , ÷òî kHmk2J < C ñðàçó äëÿ âñåõ m ,è â ÷àñòíîñòè kHmk2(L2(V ))3 < C è k rotHmk2(L2(V ))3 < C . Èçk rotHmk2(L2(V ))3 < C ñëåäóåò, ÷òî1Xn=1 k(�m1n)0k2L2(0,R)�1n + 1Xn=11r �m1n2L2(0,R)�21n < C.Ñ ïîìîùüþ ðàññóæäåíèé, ïðîâåäåííûõ â ðàáîòàõ [11�14℄, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî èç îãðàíè÷åííîé â òàêîé íîðìåïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòü, �óíäàìåíòàëüíóþ ïî íîðìå 1Pn=1 k�m1nk2L2(0,R)�1n .Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå èç k rotHmk2(L2(V ))3 < C ñëåäó-åò, ÷òî 1Xn=1 k�m2nk2L2(0,R)�2n < C.Äîêàæåì, ÷òî èç îãðàíè÷åííîé â òàêîé íîðìå ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-íîñòü, �óíäàìåíòàëüíóþ ïî íîðìå 1Pn=1 k01nk2L2(0,R)�2n ++ 1Pn=1 k 1r 1nk2L2(0,R)�22n .Ñ ó÷åòîì (11) ðàâåíñòâî (14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå��2nr2 m1n(r), �m1n(r)�L2(0,R) + �(m1n(r))0, (�m1n(r))0�L2(0,R) == ��m2n(r), �m1n(r)�L2(0,R).Èç óñëîâèÿ kHmk2L2(V ) < 1 ñëåäóåò, ÷òîk m1nr k2L2(0,R) <1 . À îòñþäà ñ ó÷åòîì m1n 2 H1(0,R)ïîëó÷àåì m1n(0) = 0. Â òî÷êå r = R âûïîëíåíî óñëîâèå3-ãî ðîäà (m1n)0(R) = �1nm1n(R),ãäå �1n = ddr �pr H1p�1n+1/4(kr)� jr=RpRH1p�1n+1/4(kR) . (17)Ïðåäñòàâèì �óíêöèè �m1n(r) â âèäå �m1n(r) = m1n(r) �� f1n(r), ãäå f1n(r) = 1�31n rR exp���1n � 1R�r� . Íåòðóäíî13 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3



26 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 3âèäåòü, ÷òî �óíêöèè fm1n(r) óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íîìóóñëîâèþ (17). Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî�2n�m1nr , m1nr � fm1nr �L2(0,R) + �(m1n)0, (m1n)0 � (fm1n)0�L2(0,R) == ��m2n, m1n � fm1n�L2(0,R).Ïðîâîäÿ íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, èñïîëüçóÿ íåðà-âåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó�1nk(m1n)0k2L2(0,R) + �21nm1nr 2L2(0,R) 66 4krk2L2(0,R)k�m2nk2L2(0,R) + C�31n .Ïðîñóììèðóåì ýòî íåðàâåíñòâî ïî n â ïðåäåëàõ îò N + 1äî 1 :1Xn=N+1��1nk(m1n)0k2L2(0,R) + �21nm1nr 2L2(0,R)�66 4krk2L2(0,R) 1Xn=N+1 k�m2nk2L2(0,R) +C 1Xn=N+1 1�31n 66 4krk2L2(0,R)�1N 1Xn=N+1�1nk�m2nk2L2(0,R) +C 1Xn=N+1 1�31n 66 4krk2L2(0,R)�1N k rotHmk2 +C 1Xn=N+1 1�31n .Âûáèðàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå N , ìîæíî ñäåëàòü ïðà-âóþ ÷àñòü ìåíüøå ëþáîãî çàäàííîãî " . Äëÿ êîíå÷íîéñóììû ïðèìåíèìà òåîðåìà �åëëèõà. Óòâåðæäåíèå äîêà-çàíî.Óòâåðæäåíèå 5. Ìíèìàÿ ÷àñòü ëîãàðè�ìè÷åñêîéïðîèçâîäíîé �óíêöèè pr H1p�1n+1/4(kr) íà �èêñèðîâàí-íîì ñå÷åíèè r = R îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, à ìîäóëüäåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ïðè óâåëè÷åíèè n ðàñòåò êàêO �p�1n� .Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íåòðóäíî ïîëó-÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëîé Íèêîëüñîíà [15℄J2p�1n+1/4(kr) +N2p�1n+1/4(kr) == 8�2 1Z0 K0(2kr shw) h�2p�1n + 1/4w� dw(ñì. òàêæå ðàáîòó [13℄).Óòâåðæäåíèå 6. Ôîðìà b(H , �H) îïðåäåëåíà íà ýëå-ìåíòàõ ïðîñòðàíñòâà J .Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëóòîðàëèíåéíàÿ�îðìà b(H , �H) áóäåò îãðàíè÷åííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà îãðàíè÷åíà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà b(H ,H) ( [16,. 308, 309℄. Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê äâóìîöåíêàì:����� 1Xn=1 1�1n Im( ddr�pr H1p�1n+1/4(kr)����r=RpRH1p�1n+1/4(kR) )�� j(rot�ner,H)(L2(
(R)))3j2�����6 a(H ,H) = kHk2J ,

����� 1Xn=1 k2�2n pRH1p�2n+1/4(kR)ddr�pr H1p�2n+1/4(kr)����r=R �� j(grad�,�  n,H)(L2(
(R)))3 j2�����66� 1Xn=1 k2�2nRe( ddr�pr H1p�2n+1/4(kr)����r=RpRH1p�2n+1/4(kR) )j1n(R)j2.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïîñëåäíåãî ðÿäà äî-ñòàòî÷íî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå àñèìïòîòè÷åñêèé ðîñòïî n âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãî â �èãóðíûõ ñêîáêàõ, âîñïîëü-çîâàâøèñü óòâåðæäåíèåì 5, è ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâîÊîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Óòâåðæäåíèå 7. Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,îãðàíè÷åííîé â íîðìå ïðîñòðàíñòâà J , ìîæíî âû-äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, �óíäàìåíòàëüíóþ ïîïîëóíîðìå1Xn=1 1�1n Im( ddr�pr H1p�2n+1/4(kr)����r=RpRH1p�2n+1/4(kR) )j �� (rot�ner,H)(L2(
(R)))3 j2.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê îöåíêå1Xn=N+1 1�1n Im( ddr�pr H1p�2n+1/4(kr)����r=RpRH1p�2n+1/4(kR) )�� j(rot�ner,Hm)(L2(
(R)))3 j2 66 1Xn=N+1 1�1n �����Re( ddr�pr H1p�2n+1/4(kr)����r=RpRH1p�2n+1/4(kR) )������� j(rot�ner,H)(L2(
(R)))3 j2.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Óòâåðæäåíèå 8. Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,îãðàíè÷åííîé â íîðìå ïðîñòðàíñòâà J , ìîæíî âû-äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, �óíäàìåíòàëüíóþ ïîïîëóíîðìå1Xn=1 k2����� pRH1p�2n+1/4(kR)ddr�pr H1p�2n+1/4(kr)����r=R ����� 1�2n �� j(grad�,�  n,H)(L2(
(R)))3 j2.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòñÿ ê îöåíêå1Xn=N+1 k2����� pRH1p�2n+1/4(kR)ddr�pr H1p�2n+1/4(kr)����r=R ����� 1�2n �� j(grad�,�  n,H)(L2(
(R)))3j2 == 1Xn=N+1 k2����� ddr�pr H1p�2n+1/4(kr)�jr=RpRH1p�2n+1/4(kR) ������2nj1n(R)j2.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 27Äëÿ îêîí÷àíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìî èñïîëü-çîâàòü ñâîéñòâà ëîãàðè�ìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèéÕàíêåëÿ, ñ�îðìóëèðîâàííûå â óòâåðæäåíèè 5, è ïðè-ìåíèòü íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî. Óòâåðæäåíèåäîêàçàíî.Îáúåäèíÿÿ óòâåðæäåíèÿ 4, 7 è 8, ïîëó÷àåì, ÷òî âåðíîñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 9. Èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,îãðàíè÷åííîé â íîðìå ïðîñòðàíñòâà J , ìîæíîâûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, �óíäàìåíòàëüíóþâ íîðìå jb(H ,H)j .Ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì �H �îðìà b(H , �H) åñòüëèíåéíûé íåïðåðûâíûé (òàê êàê îãðàíè÷åííûé) �óíê-öèîíàë. Ïî òåîðåìå �èññà äëÿ âåêòîðîâ H 2 J è �H 2 Jîí ïðåäñòàâèì â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îïðåäå-ëåííîãî â J , ò. å. b(H , �H) = a(AH , �H),ãäå A � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç Jâ J . Ôîðìà l( �H) åñòü òàêæå ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé�óíêöèîíàë, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò F 2 J ,÷òî äëÿ âñåõ �H áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâîl( �H) = a(F , �H).Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (16) ïðèìåò âèäa(H , �H) + a(AH , �H) = a(F , �H). (18)Ïîñêîëüêó �H ïðîèçâîëåí, òî ìîæíî çàïèñàòü (18) â âèäåH +AH = F . (19)Äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð À êîìïàêòåí.Óòâåðæäåíèå 10. Îïåðàòîð À êîìïàêòåí.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ fHmg 2 J , òàêóþ, ÷òî 8mkHmk2J < C . Äîêàæåì, ÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fAHmgìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, �óíäàìåíòàëü-íóþ â íîðìå J . Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû, òàêêàêkAHm �AHkk2J = a(AHm �AHk,AHm �AHk) == b(Hm�Hk,AHm �AHk). (20)Ïî ïðåäûäóùåìó óòâåðæäåíèþ, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åí-íîñòü A, âûáîðîì äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m è k ïðàâóþ÷àñòü (20) ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøå ëþáîãî çàäàííîãî " .Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A êîìïàêòåí. Óòâåðæäåíèå äî-êàçàíî.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ(16) ñâîäèòñÿ ê �ðåäãîëüìîâî ðàçðåøèìîé.Â ðåçóëüòàòå äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è äîêàçàíî ñëåäóþ-ùåå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 11. Èñõîäíàÿ çàäà÷à äè�ðàêöèè â êî-íóñå ñâîäèòñÿ ê �ðåäãîëüìîâî ðàçðåøèìîé.

Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü [16℄, ÷òî ëþáîå ðåøåíèåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿH +A�H = 0 (21)îðòîãîíàëüíî ïðàâîé ÷àñòè F óðàâíåíèÿ (19). Ñïðàâåä-ëèâîñòü óðàâíåíèÿ (21) îçíà÷àåò, ÷òî 8 �H 2 Ja(H , �H) + b( �H ,H) = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, Im b(H ,H) = 0.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî(rot�ner,H)(L2(
(R)))3 = 0 8n.À òîãäàa(F ,H) = l(H) = f (R)(rot�ner,H)(L2(
(R)))3 = 0,ãäå f (R) � çíà÷åíèå èçâåñòíîé �óíêöèè â òî÷êå r = R .Ïðèìåíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó Ôðåäãîëüìà, ïî-ëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.Óòâåðæäåíèå 12. �åøåíèå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ(19) (à çíà÷èò, è èñõîäíîé çàäà÷è äè�ðàêöèè) ñóùå-ñòâóåò. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ñâåøíèêîâ À.�. // ÄÀÍ ÑÑÑ�. 1950. 73, � 5. C. 917.2. Ñâåøíèêîâ À.�. // ÄÀÍ ÑÑÑ�. 1951. 80, � 3. Ñ. 345.3. Èëüèíñêèé À.Ñ., Êðàâöîâ Â.Â., Ñâåøíèêîâ À.�. Ìàòåìàòè-÷åñêèå ìîäåëè ýëåêòðîäèíàìèêè. Ì., 1991.4. Áèðìàí Ì.Ø., Ñîëîìÿê Ì.Ç. // Àëãåáðà è àíàëèç. 1993. 5,� 1. C. 143.5. Ìèòðà �., Ëè Ñ. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû òåîðèè âîëíîâî-äîâ. Ì., 1974.6. Ëàäûæåíñêàÿ Î.À. Êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè-êè. Ì., 1973.7. �èëáàðã Ä., Òðóäèíãåð Í. Ýëëèïòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëü-íûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïîðÿäêà.Ì., 1989.8. Êîëìîãîðîâ À.Í., Ôîìèí Ñ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè �óíêöèéè �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ì., 1981.9. Äåëèöûí À.Ë. // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2004. 40,� 2. Ñ. 198.10. Vek N. // J. Math. Anal. Appl. 1974. 46. P. 410.11. Äåëèöûí À.Ë. // Äîêëàäû �ÀÍ. 2004. 398, � 3. C. 310.12. Äåëèöûí À.Ë. // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2005. 41,� 3. C. 393.13. Äåëèöûí À.Ë. // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2005. 41,� 8. C. 1.14. Äåëèöûí À.Ë. // Èçâåñòèÿ �ÀÍ, ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ.2007. 71, � 3. C. 61.15. Âàòñîí �.Í. Òåîðèÿ áåññåëåâûõ �óíêöèé. Ì., 1949.16. Ëþñòåðíèê Ë.À., Ñîáîëåâ Â.È. Ýëåìåíòû �óíêöèîíàëüíî-ãî àíàëèçà. Ì., 1965.
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