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ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀÀíàëèç è ñèíòåç �ðàêòàëüíûõ äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè àíòåííÀ.Í. Áîãîëþáîâ, À.À. Êîáëèêîâa , Í. Å. ØàïêèíàÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà ìàòåìàòèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: akoblikovaa�gmail.
omÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 03.06.2009, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 06.07.2009�àññìîòðåíà ïðîáëåìà ñèíòåçà �ðàêòàëüíûõ äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè àíòåíí (ÄÍÀ). �åøåíàçàäà÷à ñèíòåçà �ðàêòàëüíûõ ÄÍÀ äëÿ äâóõ êëàññîâ àíòåíí (äèñêðåòíûõ è ëèíåéíûõ) â îäíîìåðíîìè äâóìåðíîì ñëó÷àå. Íà îñíîâå òåîðèè �ðàêòàëüíîãî ñèíòåçà ñîçäàíû íîâûå ðåæèìû ñ íîâûìèñâîéñòâàìè âî �ðàêòàëüíîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Ñèíòåç �ðàêòàëüíûõ äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòèïðîâåäåí ñ ïîìîùüþ �óíêöèè Âåéåðøòðàññà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �ðàêòàëüíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, �ðàêòàëüíàÿ äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè àíòåíí, ñèíòåçäèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè àíòåíí.ÓÄÊ: 621.396.67 + 537.8 + 53.072 + 515.1. PACS: 02.60.Cb, 41.20.Jb.
ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà�ðàêòàëüíûõ äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè àíòåíí (ÄÍÀ).Ýòà çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê �ðàêòàëüíîé ýëåêòðîäèíà-ìèêå, êîòîðàÿ î�îðìèëàñü êàê íàó÷íàÿ äèñöèïëèíàâ 1990-å ãã. è ñîåäèíèëà òåîðèþ �ðàêòàëîâ ñ òåîðèåéýëåêòðîìàãíåòèçìà [1, 2℄. Â îñíîâå òåîðèè �ðàêòàëü-íîãî ñèíòåçà çàëîæåíà èäåÿ ðåàëèçàöèè õàðàêòåðèñòèêèçëó÷åíèÿ ñ ïîâòîðÿþùåéñÿ ñòðóêòóðîé íà ðàçëè÷íûõìàñøòàáàõ, ÷òî îòëè÷àåò äàííûé ìåòîä îò òðàäèöèîí-íîãî, ãäå ñèíòåçèðóþòñÿ ãëàäêèå äèàãðàììû íàïðàâëåí-íîñòè àíòåííû.Ñèíòåç �ðàêòàëüíûõ ÄÍÀ ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ�óíêöèè Âåéåðøòðàññà f (x) = 1Pn=1 �(D�2)ng(�nx) , íåïðå-ðûâíîé, íå äè��åðåíöèðóåìîé è �ðàêòàëüíîé íà âñåõìàñøòàáàõ, ãäå D = � lnN/ ln r � ìîäè�èöèðîâàííàÿ�ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü 1 < D < 2; N � ÷èñëî ýëå-ìåíòîâ â îäíîé ïîäðåøåòêå; r = r1/r2 , r1 � ñðåäíåå ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ïîäðåøåòêè (ãåíåðàòîðà),r2 � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ñëó÷àéíîãîâîçáóäèòåëÿ; ïàðàìåòð � > 1; g � îãðàíè÷åííàÿ ïå-ðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Àíàëèç ñèíòåçèðîâàííûõ ÄÍÀïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ïîìîùè òðåõ ïåðåìåííûõ (ðàñ-ïðåäåëåíèÿ èçëó÷àòåëåé ïî ïðîñòðàíñòâó, àìïëèòóäûè �àçû òîêà âîçáóæäåíèÿ ðåøåòêè) ìîæíî óïðàâëÿòüÄÍÀ.Ñèíòåç �ðàêòàëüíûõ ÄÍÀ äàåò âîçìîæíîñòü ñîçäà-íèÿ íîâûõ ðåæèìîâ âî �ðàêòàëüíîé ýëåêòðîäèíàìèêåè ïîëó÷åíèÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ñâîéñòâ. Ñïåêòðïðèìåíåíèÿ �ðàêòàëüíûõ àíòåíí âåñüìà øèðîê: òåëå-êîììóíèêàöèè, íåëèíåéíàÿ ðàäèîëîêàöèÿ, ñèñòåìû ïî-èñêà, îïðåäåëåíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêîâ ðàäèî-èçëó÷åíèÿ è äð. [3℄. Íàïðèìåð, ðàçìåùåíèå �ðàêòàëü-íûõ ýëåìåíòîâ íà êîðïóñå îáúåêòà ìîæåò ñóùåñòâåííîèñêàçèòü ðàäèîëîêàöèîííûé ïîðòðåò.

1. Ñèììåòðè÷íûå àíòåííûå ðåøåòêè (äèñêðåòíûéíàáîð èçëó÷àòåëåé)�àññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ àíòåííóþ ðåøåòêó èç2N ýëåìåíòîâ ñ óêàçàííûì ðàñïðåäåëåíèåì òîêà âîç-áóæäåíèÿ (ðèñ. 1,à).Ìíîæèòåëü ðåøåòêè äëÿ íåå çàïèøåì â ñëåäóþùåìâèäå: f (�) = 2 NXn=1 In 
os(kdn 
os �+�n), (1)ãäå k = 2�/� � âîëíîâîå ÷èñëî; In, �n � àìïëèòóäàè �àçà òîêà âîçáóæäåíèÿ; dn � ðàññòîÿíèå ìåæäóñîñåäíèìè èçëó÷àòåëÿìè; � � óãîë íàáëþäåíèÿ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæèòåëü ðåøåòêè ñ áåñêîíå÷-íûì ÷èñëîì èçëó÷àòåëåé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îáîáùåí-íóþ �óíêöèþ Âåéåðøòðàññà, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîé-ñòâîì ñàìîïîäîáèÿ â áåñêîíå÷íîì äèàïàçîíå ìàñøòà-áîâ. Çàìåòèì, ÷òî �èçè÷åñêè ðåàëèçóåìûå ðåøåòêè ñî-ñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ, ïîýòîìó ïîëó÷àåì,÷òî f (u) = 2 NXn=1 �(D�2)n 
os(a�nu+�n), (2)ãäå a � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.Âûðàæåíèå (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæèòåëü ðå-øåòêè èç 2N èçëó÷àòåëåé ñ àìïëèòóäàìè è �àçàìè:In = �(D�2)n, kdn = a�n ïðè u= 
os �. (3)Ôóíêöèÿ (2) åñòü äèàïàçîííî îãðàíè÷åííàÿ �óíê-öèÿ Âåéåðøòðàññà, à ðåçóëüòèðóþùàÿ ÄÍÀ ÿâëÿåòñÿ�ðàêòàëîì â êîíå÷íîì äèàïàçîíå ìàñøòàáîâ ñ íèæíåéãðàíèöåé 2�/(��N ) , è ïðè óâåëè÷åíèè N äèàãðàììàíàïðàâëåííîñòè ñòàíîâèòñÿ áîëåå äåòàëèçèðîâàííîé.Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå (2) îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì �à-çû äëÿ òîêà âîçáóæäåíèÿ �n =�a�nu0 ïðè u0 = 
os �0 ,à ñàì ðÿä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðî-ãðåññèþ, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòàòü íîðìàëèçîâàííûéìíîæèòåëü ðåøåòêè è íîðìàëèçîâàííóþ àìïëèòóäó2 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6
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�èñ. 1. à � Ñèììåòðè÷íàÿ àíòåííàÿ ðåøåòêà èç 2N ýëåìåíòîâ ñ óêàçàííûì ðàñïðåäåëåíèåì òîêàâîçáóæäåíèÿ; á, â � íîðìàëèçîâàííûå ìíîæèòåëè äëÿ 10- è 100-ýëåìåíòíîé ðåøåòêè Âåéåðøòðàññà ïðè� = 0.5� , �= 1.52 ïðè ðàçíûõ �ðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòÿõ (D = 1.1, D = 1.5)âîçáóæäàþùåãî òîêà:
gN (u) = �1� �(D�2)��1� �(D�2)N��1 NXn=1 in 
os(a�nu+�n),(4)ãäå in = �(D�2)(n�1) .Èç (4) è (3), ïîëó÷àåì, ÷òî �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòüäèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè ìîæåò êîíòðîëèðîâàòüñÿðàñïðåäåëåíèåì òîêà ïî ðåøåòêå.�àññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìèèçëó÷àòåëÿìè ðåøåòêè îöåíèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåìdn+1 � dn = ak�1(�� 1)�n ïðè n = 1, 2, . . . ,N�1, à òàê

êàê �> 1, òî �n > � ïðè n > 1. Ïîëó÷àåì, ÷òîdn+1 � dn > d2 � d1, n= 1, 2, . . . ,N�1. (5)Òåïåðü ââåäåì ïàðàìåòð � � îãðàíè÷èâàþùèé �àê-òîð äëÿ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïîñëå-äîâàòåëüíûìè èçëó÷àòåëÿìè ðåøåòêè. Ñóùåñòâóåò äâàâîçìîæíûõ ñëó÷àÿ:ïåðâûé ñëó÷àé: d2 � d1 = � è d1 > �/2,âòîðîé ñëó÷àé: d2 � d1 > � è d1 = �/2. (6)Èç íåðàâåíñòâà (5) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (6)ïðîñòðàíñòâåííûé ðàçíîñ ìåæäó âñåìè äðóãèìè ïàðàìèïîñëåäîâàòåëüíûõ èçëó÷àòåëåé ðåøåòêè áóäåò âñåãäàóäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèþ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ � .



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 5Âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà a êàê �óíêöèè � è �ïîëó÷àåòñÿ èç (3) è (6):a= k���(�� 1)��1, 1 < �6 3,a= k�(2�)�1, �> 3. (7)Ïàðàìåòð � óïðàâëÿåò ñõîäèìîñòüþ âûðàæåíèÿ äëÿêîý��èöèåíòà ðåøåòêè Âåéåðøòðàññà. ×åì áëèæå �ê åäèíèöå, òåì áîëüøå èçëó÷àòåëåé òðåáóåòñÿ äëÿäàííîé ðåøåòêè, à ïðîñòðàíñòâåííûé ðàçíîñ ìåæäóïîñëåäîâàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè ðåøåòêè óìåíüøàåòñÿ.Òàêæå îòìåòèì, ÷òî àìïëèòóäà è �àçû òîêà âîçáóæäå-íèÿ, à òàêæå ïðîñòðàíñòâåííûå ðàçìåùåíèÿ èçëó÷àòå-ëåé ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èòåðàöèîííûì àëãîðèòìîì:In = �(D�2)In�1, I1 = �(D�2), �n = ��n�1, �1 =�a�u0,dn = �dn�1, d1 = a�k�1, ãäå n= 2, 3, . . . ,N . (8)Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåòêà Âåéåðøòðàññàñ � = �/2. Òîãäà èç (7) ïðè a= 4 ñëåäóåò, ÷òî �= 1.52.Ýòè çíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â (8) äëÿ îïðåäåëåíèÿïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçíîñà èçëó÷àòåëåé ðåøåòêè. Íàðèñ. 1, á, â ïîêàçàíû ñèíòåçèðîâàííûå ìíîæèòåëè ðåøå-òîê ñ 10 è 100 èçëó÷àòåëÿìè ïðè �ðàêòàëüíîì ðàñïðå-äåëåíèè òîêà âîçáóæäåíèÿ ñ D = 1.1 (á), D = 1.5 (â).Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîâûøåíèåì D õàðàêòåðèñòèêè èç-ëó÷åíèÿ ïðèîáðåòàþò âñå áîëåå ñëîæíûé âèä. Òàêèìîáðàçîì, �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü D óïðàâëÿåò ðàñ-ïðåäåëåíèåì òîêà ïî ðåøåòêå, à âûñîêàÿ ñòåïåíü ñïàäààìïëèòóäû òîêà âîçáóæäåíèÿ íåîáõîäèìà äëÿ ñèíòåçàäèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè ñ áîëåå íèçêîé �ðàêòàëüíîéðàçìåðíîñòüþ.Äàëåå ââåäåì ïîíÿòèå êîý��èöèåíòà íàïðàâëåííîãîäåéñòâèÿ ðåøåòêè Âåéåðøòðàññà:G(u0) = 2f 2N (u0)1R�1 f 2N (u)du ,ãäåf 2N (u) = 4 NXm=1 NXn=1 �(D�2)(m+n) 
os(a�mu+�m) 
os(a�nu+�n).Ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ D ãëàâíûé ëåïåñòîê äèàãðàì-ìû íàïðàâëåííîñòè ðàñøèðÿåòñÿ, à ñîîòâåòñòâóþùèåçíà÷åíèÿ G(u0) óìåíüøàþòñÿ.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþàíòåííóþ ðåøåòêó èç 2N � 2M ýëåìåíòîâ ñ óêàçàí-íûì ðàñïðåäåëåíèåì òîêà âîçáóæäåíèÿ (ðèñ. 2,à). Äëÿíåå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ìíîæèòåëÿðåøåòêè:f (u1,u2) = 4 NXp=1 MXq=1 �(D�2)(p+q) 
os[a1�pu1 + a2�qu2 +�pq℄;(9)äëÿ íîðìàëèçîâàííîé àìïëèòóäû âîçáóæäàþùåãî òîêàipq = �(D�2)(p+q�2); (10)äëÿ íîðìàëèçîâàííîãî ìíîæèòåëÿ ðåøåòêègNM(u1,u2) = �1��N(D�2)��1�1��M(D�2)��1�1��(D�2)�2�

� NXp=1 MXq=1 ipq 
os[a1�pu1 + a2�qu2 +�pq℄; (11)äëÿ àìïëèòóäû è �àçû òîêà âîçáóæäåíèÿ è ðàññòîÿíèÿìåæäó ñîñåäíèìè èçëó÷àòåëÿìèIpq = �(D�2)(p+q), kd1,2p,q = a1,2�p,q (12)ïðè u1 = 
os � 
os , u2 = 
os � sin .Âñå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíû ïóòåì îáîáùåíèÿ ðå-çóëüòàòîâ äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ.Èñõîäÿ èç �îðìóë (9)�(12) ìîæíî ñäåëàòü ðÿä âû-âîäîâ: 1) âûðàæåíèå (9) åñòü äèàïàçîííî îãðàíè÷åí-íàÿ �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, à ðåçóëüòèðóþùàÿ ÄÍÀÿâëÿåòñÿ �ðàêòàëîì â êîíå÷íîì äèàïàçîíå ìàñøòà-áîâ ñ íèæíåé ãðàíèöåé maxf(2�/a1�N ) ; (2�/a1�M)g ;2) ÄÍÀ ñòàíîâèòñÿ áîëåå äåòàëèçèðîâàííîé ïðè óâåëè-÷åíèè N è M ; 3) �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü äèàãðàììûíàïðàâëåííîñòè ìîæåò êîíòðîëèðîâàòüñÿ ðàñïðåäåëåíè-åì òîêà ïî ðåøåòêå; 4) ïðîñòðàíñòâåííûé ðàçíîñ ìåæäóâñåìè ïàðàìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçëó÷àòåëåé ðåøåòêèáóäåò óäîâëåòâîðÿòü êðèòåðèþ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿ-íèÿ � , à âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà a êàê �óíêöèè� è � ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì çàìåíû a íà a1,2 â �îðìóëå (7);5) ïàðàìåòð � óïðàâëÿåò ñõîäèìîñòüþ âûðàæåíèÿ äëÿêîý��èöèåíòà äâóìåðíîé ðåøåòêè Âåéåðøòðàññà àíà-ëîãè÷íî îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ; 6) àìïëèòóäà Ipq è �à-çû �pq òîêà âîçáóæäåíèÿ, à òàêæå ïðîñòðàíñòâåííûåðàçìåùåíèÿ d1,2 èçëó÷àòåëåé ìîãóò áûòü îïðåäåëåíûèòåðàöèîííûì àëãîðèòìîì.Íà ðèñ. 2, á, â ïîêàçàíû ñèíòåçèðîâàííûå ìíîæè-òåëè ðåøåòîê ñ 10 � 10 è 100 � 100 èçëó÷àòåëÿ-ìè ïðè �ðàêòàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè òîêà âîçáóæäåíèÿñ D = 1.5.Êîý��èöèåíò íàïðàâëåííîãî äåéñòâèÿ äâóìåðíîéðåøåòêè Âåéåðøòðàññà îïðåäåëèì ïî �îðìóëå
G(u01,u02) = 2f 2NM(u01 ,u02)" 1Z�1

1Z�1 f 2NM(u1,u2)du1 du2
#�1,

òîãäà èç (9) ïîëó÷àåì, ÷òî
f 2NM(u1,u2) = 8 NXp,p0=1 MXq,q0=1 �(D�2)(p+p0+q+q0) ���
os(�1p+�1p0) 
os(�2q��2q0)+
os(�1p��1p0) 
os(�2q+�2q0)�,(13)ãäå �1,2p,q ��1,2p0,q0 = a1,2(�p,q � �p0,q0)(u1,2 � u01,2) .Èíòåãðèðîâàíèå (13) äàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:1Z�1

1Z�1 f 2NM(u1,u2)du1 du2 == 8 NXp,p0=1 MXq,q0=1 �(D�2)(p+p0+q+q0)�pp0qq0(a1,2, �,u01,2),÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòüG(u01,u02) =(12 � (1� �(D�2))2(1� �(D�2)N )(1� �(D�2)M)�2 �3 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6
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�èñ. 2. à � Ñèììåòðè÷íàÿ àíòåííàÿ ðåøåòêà èç 2N � 2N ýëåìåíòîâ ñ óêàçàííûì ðàñïðåäåëåíèåì òîêàâîçáóæäåíèÿ; á, â � íîðìàëèçîâàííûå ìíîæèòåëè äëÿ ðåøåòêè Âåéåðøòðàññà 10� 10 è 100�100 ýëåìåíòîâïðè � = 0.5� , �= 1.52 ïðè �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D = 1.5
� NXp,p0=1 MXq,q0=1 �(D�2)(p+p0+q+q0�4)�pp0qq0(a1,2, �,u01,2))�1,ãäå

�pp0qq0(a1,2, �,u01,2) = 1Z�1
1Z�1�
os(�1p +�1p0) 
os(�2q ��2q0) ++ 
os(�1p ��1p0) 
os(�2q +�2q0)�du1 du2.

×àñòíûé ñëó÷àé ïðè D = 2 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåòêåñ îäíîðîäíûì ðàñïðåäåëåíèåì òîêà âîçáóæäåíèÿ, è äëÿíåãî êîý��èöèåíò íàïðàâëåííîãî äåéñòâèÿ ðàâåí
G(u01,u02) = 2N2M2" NXp,p0=1 MXq,q0=1�pp0qq0(a1,2, �,u01,2)#�1.Àíàëèçèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà íàïðàâ-ëåííîãî äåéñòâèÿ êàê �óíêöèè D , ïîëó÷àåì, ÷òî ïî



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 7ìåðå óìåíüøåíèÿ D ãëàâíûé ëåïåñòîê äèàãðàììû íà-ïðàâëåííîñòè ðàñøèðÿåòñÿ, à ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷å-íèÿ G(u01,u02) óìåíüøàþòñÿ.
2. Íåïðåðûâíûå èçëó÷àþùèå ñèñòåìûÂ ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì äëèííóþ ëèíåéíóþ èç-ëó÷àþùóþ ñèñòåìó äëèíîé L ñ íåïðåðûâíûì èçìåíå-íèåì òîêà I (z) (ðèñ. 3,à). Äëÿ ëèíåéíîãî èñòî÷íèêàáåñêîíå÷íîé äëèíû õàðàêòåðèñòèêè èçëó÷åíèÿ F(u)è ðàñïðåäåëåíèå òîêà I (z) ñâÿçàíû ïàðîé ïðåîáðàçî-âàíèé Ôóðüå:

F(u) = +1Z�1 I (s) exp(i2�us)ds,

I (s) = +1Z�1 F(u) exp(�i2�us)du, (14)
ãäå s = z/� , u= 
os � .Ôðàêòàëüíàÿ �óíêöèÿ ñòðîèòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ðå-êóðñèâíûõ àëãîðèòìîâ ñ ïîäõîäÿùåé ãåíåðàòîðíîé�óíêöèåé. Äîïóñòèì, ÷òî ÄÍÀ ëèíåéíîãî èñòî÷íèêàáåñêîíå÷íîé äëèíû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà äèàïàçîí-íî îãðàíè÷åííîé îáîáùåííîé �óíêöèåé Âåéåðøòðàññàâ âèäå F(u) = NXn=0 �(D�2)ng(�nu) (15)ñ ïåðèîäè÷åñêîé è ÷åòíîé ãåíåðàòîðíîé �óíêöèåé g(u) ,êîòîðàÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå g(u) = a02 + 1Pm=1am 
os(m�u)

�èñ. 3. à � �åîìåòðèÿ íåïðåðûâíîé ëèíåéíîé èçëó÷àþùåé ñèñòåìû äëèíîé L , ðàñïîëîæåííîé âäîëüîñè z ; á � ñèíòåçèðîâàííûå äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè D ; â � íîðìèðîâàííûåðàñïðåäåëåíèÿ òîêà i(s)4 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6
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am = 2 1Z0 g(u) 
os(m�u)du. (16)

Ïîäñòàâèâ (16) â (15), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿÄÍÀ:F(u) = a02 (�(D�2)N � 1)(�(D�2) � 1)�1 ++ 1Xm=0 N�1Xn=0 am�(D�2)n 
os(m��nu).Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ïðîèçâåäåì çàìåíó u íà (u+1).Â ðåçóëüòàòå èìååìF(u) = a02 �(D�2)N � 1�(D�2) � 1 +
+ 1Xm=0am(N�1Xn=0 �(D�2)n 
os�m��n(u+1)�),
am = 2 1Z0 g(u� 1) 
os(m�u)du,

(17)
ãäå � > 1 è 1 < D < 2.Âûðàæåíèå (17) ïðåäñòàâëÿåò ðàçëîæåíèå Ôóðüå�ðàêòàëüíîé äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè F(u) â áàçè-ñå äèàïàçîííî îãðàíè÷åííûõ êîñèíóñîèäàëüíûõ �óíê-öèé Âåéåðøòðàññà. Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿðàçëîæåíèåì Ôóðüå�Âåéåðøòðàññà [4℄. �àñïðåäåëåíèåòîêà âîçáóæäåíèÿ ëèíåéíîãî èñòî÷íèêà áåñêîíå÷íîéäëèíû, òðåáóåìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàäàííîé äèàãðàììûíàïðàâëåííîñòè, ïîëó÷àåì èç (14) è (17):
I (s) = a0 �(D�2)N � 1�(D�2) � 1 sin
(2�s) + 1Xm=1 N�1Xn=0 am�(D�2)n �� �eim��n sin
(2�s�m��n) + e�im��n sin
(2�s+m��n)	.Äëÿ èñòî÷íèêà êîíå÷íîé äëèíû èìååì�I (s) = I (s), jsj6 L/2�,�I (s) = 0, jsj > L/2�. (18)Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñèíòåçèðîâàííûõ�ðàêòàëüíûõ ÄÍÀ �F(u) ëèíåéíîé èçëó÷àþùåé ñèñòå-ìû äëèíîé L íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ (11) è (18). Ïðèýòîì limL!1 �F(u) = F(u) .Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ñèíòåçà ëèíåéíîãîèñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ ñ ãåíåðàòîðíîé îáîáùåííîé �óíê-öèåé âèäà g(�) = 1 � j 
os �j , 0 6 �6 � , êîòîðàÿ ïðå-îáðàçóåòñÿ â òðåóãîëüíóþ �óíêöèþ g(u) = 1� juj ,juj6 1. Êîý��èöèåíòû Ôóðüå am ñ èñïîëüçîâàíè-åì (17) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå óðàâíåíèé: a0 = 1,a2m+1 = ��2/(m�)�2 , a2m+2 = 0, m = 0, 1, 2, . . . ,1 . Ïî-ñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé â (17) ïðè�= 2 ïîëó÷àåì ÄÍÀ ëèíåéíîé �ðàêòàëüíîé èçëó÷à-þùåé ñèñòåìû ñ ðàçìåðíîñòüþ D , êîòîðàÿ ñîçäàíàäàííûì ðåêóðñèâíûì àëãîðèòìîì:

F(u) = 12 �2(D�2)N +2(D�2) � 22(D�2) � 1 �� juj �
� 1Xm=1 N�1Xn=1 2(D�2)n+1�(2m� 1)2 
os�(2m� 1)�2nu�,F(�1) = 0, F(0) = 1. (19)Èç óðàâíåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî ïðè N = 1 äèàãðàììàðåäóöèðóåòñÿ äî g(u) = 1� juj . Äëÿ ÄÍÀ âèäà (19)íîðìàëèçîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå òîêà âîçáóæäåíèÿ i(s)ðàâíî

i(s) = I (s)I (0) = �2(D�2)N � 2(D�2)2(D�2)N � 1 � sin
(2�s) +
+ � 2(D�2) � 12(D�2)N � 1� sin
2(�s)��2��2 � 2(D�2) � 12(D�2)N � 1��� 1Xm=1 N�1Xn=1 2(D�2)n(2m� 1)�2 �� �sin
[2�s� (2m� 1)2n�℄ + sin
[2�s+ (2m� 1)2n�℄	.(20)Çàìåòèì, ÷òî, çà èñêëþ÷åíèåì êðàåâîãî ý��åêòà, �óíê-öèÿ sin
 ñàìîïîäîáíà ñ êîý��èöèåíòîì ïîäîáèÿ, ðàâ-íûì äâóì.�àñïðåäåëåíèå òîêà ëèíåéíîãî èñòî÷íèêà (20) èñ-ïîëüçóåòñÿ äëÿ ñèíòåçà ÄÍÀ ñ æåëàåìîé �ðàêòàëüíîéðàçìåðíîñòüþ, áàçèðóþùåéñÿ íà òðåóãîëüíîé ãåíåðà-òîðíîé �óíêöèè. Ïðèìåðû íîðìàëèçîâàííûõ äèàãðàììíàïðàâëåííîñòè F(u) è íîðìàëèçîâàííûå ðàñïðåäåëå-íèÿ òîêîâ i(s) ëèíåéíûõ èñòî÷íèêîâ ñ çàäàííûìèçíà÷åíèÿìè D, �, N ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3, á, â. Îòìåòèì÷òî ïðè âîçðàñòàíèè D âîçíèêàåò óâåëè÷åíèå íåîä-íîðîäíîñòè äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè. Äëÿ ëèíåéíîãîèñòî÷íèêà êîíå÷íîé äëèíû L ðàñïðåäåëåíèå òîêà áóäåòïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êîíå÷íóþ ñóììó ñîãëàñíî (18).

�èñ. 4. Ïåðâûå øåñòü ñòàäèé N = 1�6 â ñèíòåçå�ðàêòàëüíûõ äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè ïðè D = 1.7è �= 2
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�èñ. 5. �åîìåòðèÿ �ðàêòàëüíîé ðåøåòêè Ôóðüå�Âåéåðøòðàññà è åå íîðìàëèçîâàííàÿ ñèíòåçèðîâàííàÿäèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè ñ D = 1.7, �= 2, N = 4, M = 5 è òðåóãîëüíîé ãåíåðàòîðíîé �óíêöèåé�àññìîòðèì g(u) = sin2 � , 0 6 �6 � , êîòîðàÿ ïðåîá-ðàçóåòñÿ ê âèäó g(u) = 1� u2, juj6 1. (21)Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (17) è (21), ïîëó÷èì òðåáóåìûå êî-ý��èöèåíòû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå�Âåéåðøòðàññà:a0 = 4/3, am =�(2/(�m))2 , m 6= 0.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ïåðâûå 6 ñòàäèé ñèíòåçà �ðàê-òàëüíûõ äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòè íà îñíîâå ïðåîáðà-çîâàíèÿ Ôóðüå�Âåéåðøòðàññà äëÿ �îðìû (21).Ïåðåõîäÿ ê äèàïàçîííî îãðàíè÷åííûì ðåøåòêàìÔóðüå�Âåéåðøòðàññà, çàïèøåì (17) â âèäåF(u) = I0 +2 1Xm=1 N�1Xn=0 Imn 
os(kdmnu+�mn), (22)
ãäå I0 = (a0/2)/(1 � �(D�2)N )(1 � �(D�2))�1 , Imn == (am/2)�(D�2)N , kdmn = �m�n , �mn = �m�n .Êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ am , ñîîòâåòñòâóþùèåîñîáåííîñòÿì ïîðîæäàþùèõ ãåíåðàòîðíûõ �óíêöèé,ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (17). Ñîîòíîøåíèå (22) ïðåä-ñòàâëÿåò ìíîæèòåëü äèñêðåòíîé ðåøåòêè Ôóðüå�Âåé-åðøòðàññà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ. Äâîé-íîå ñóììèðîâàíèå â (22) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàêñóïåðïîçèöèþ ïàðöèàëüíûõ äèàãðàìì íàïðàâëåííîñòèN ðåøåòîê, ñîñòîÿùèõ èç M èçëó÷àòåëåé. Ïðåäñòàâ-ëåíèå äëÿ ìíîæèòåëÿ ðåøåòêè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîìèçëó÷àòåëåé ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïåðåâîäà âíåøíåé ñóì-ìû ê êîíå÷íîé ñóììå â (22) ñ ïåðåìåííîé ïîðÿäêàñóììèðîâàíèÿ.Íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâà kdmn = �m�n ñëåäóåò,÷òî ðàñïîëîæåíèå êàæäîãî èç M èçëó÷àòåëåé ïîä÷è-íÿåòñÿ ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ: �n = dm+1,n � dm,n == �n�/2, n = 0, 1, 2, . . . ,N�1, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåòðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ �n+1 = �n�n , �0 = �/2.Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ àì-ïëèòóä òîêîâ âîçáóæäåíèÿ è �àç èìåþò âèä Im,n+1 =

= �(D�2)Imn , �m,n+1 = ��mn , Im,0 = am/2, �m,0 = �m .Àìïëèòóäà íîðìàëèçîâàííîãî òîêà âîçáóæäåíèÿ i0 = 1,imn = (am/a0)�(D�2)n(1� �(D�2))(1� �(D�2)N )�1 .Íàïðèìåð, ïðè ñèíòåçå �ðàêòàëüíîé ðåøåòêèÔóðüå�Âåéåðøòðàññà ñ äèàãðàììîé íàïðàâëåííî-ñòè, îñíîâàííîé íà òðåóãîëüíîé ãåíåðàòîðíîé �óíê-öèè ñ �= 2, àìïëèòóäû òîêîâ âîçáóæäåíèÿ, �à-çû è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè èçëó÷àòåëÿìèèìåþò ñëåäóþùèé âèä: amn = �(2m� 1)2n , dmn == �(2m� 1)2n�1 , I0 = (1/2)(1 � 2(D�2)N )(1 � 2(D�2))�1 ,Imn = (�2/�2)(2(D�2)n)(2m� 1)�2 . Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíàãåîìåòðèÿ �ðàêòàëüíîé ðåøåòêè Ôóðüå�Âåéåðøòðàññàè åå ñèíòåçèðîâàííàÿ ÄÍÀ ïðè �= 2, N = 4, M = 5,D = 1.7.Íà ïðèìåðå îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ áûëè ðàññìîòðåíûîñíîâíûå òåíäåíöèè. �åçóëüòàòû äëÿ äâóìåðíîãî ñëó-÷àÿ ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì îáîáùåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îäíîìåð-íîãî. Çàêëþ÷åíèåÏðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî èñïîëü-çîâàíèå �ðàêòàëüíûõ àíòåíí ïîçâîëÿåò ñîçäàâàòü íî-âûå ðåæèìû ñ ïðèíöèïèàëüíî íîâûìè ñâîéñòâàìè,óëó÷øàÿ ýêñïëóàòàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ïîäîáíûõóñòðîéñòâ è îòêðûâàÿ òåì ñàìûì îáøèðíóþ îáëàñòüäëÿ ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ðîäà àíòåíí. Â íàñòîÿùåå âðåìÿèìåííî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèìèç îñíîâíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ ñòðóêòóð,ïîçâîëÿþùèõ àïðèîðè óñòàíîâèòü èõ îïòèìàëüíûå ïà-ðàìåòðû.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó �èçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ãëàâíûé íàó÷íîìó ñîòðóäíèêóÈ�Ý �ÀÍ, ïðî�åññîðó À.À. Ïîòàïîâó.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò 09-01-00408).5 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6
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