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Ê � À Ò Ê È Å Ñ Î Î Á Ù Å Í È ßÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ�àñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â ñèëüíî âîçìóùåííîé õàîòè÷åñêîé ñèñòåìåÞ.Å. ÙàäèëîâàÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà êâàíòîâîé ýëåêòðîíèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a yes�shg.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 04.03.2009, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 07.09.2009Äëÿ ìîäåëè îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà, âîçìóùåííîãî ñèëüíûì ãàðìîíè÷åñêèì ïîëåì è ñîâåðøàþ-ùåãî õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå, ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè êàê�óíêöèè àìïëèòóäû è ÷àñòîòû âîçìóùåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà, õàîñ, îñöèëëÿòîð Äó��èíãà, ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè.ÓÄÊ: 531.395. PACS: 05.45.�a.

�àìèëüòîíîâû íåëèíåéíûå íåàâòîíîìíûå ñèñòåìûîáùåãî âèäà, ãàìèëüòîíèàíû êîòîðûõ H(p, q, t) ÿâíîçàâèñÿò îò âðåìåíè, à �óíêöèÿ H(p, q, t)ñëîæíåå êâàä-ðàòè÷íîãî ïîëèíîìà ïî p è q , ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâàêëàññà. Ýòî ñèñòåìû, ñïîñîáíûå ïîãëîòèòü íåîãðàíè-÷åííîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè îò èñòî÷íèêà âíåøíåé ñèëû,õàîòè÷åñêîå äâèæåíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü èí�èíèòíîïî äåéñòâèþ (èëè ïî ýíåðãèè), à òàêæå ñèñòåìû, ó êî-òîðûõ ýíåðãèÿ âå÷íî îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ê ïåðâîìóêëàññó îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ðîòàòîð ñ Æ -òîë÷êàìè �ìåõàíè÷åñêèé ïðîòîòèï ñòàíäàðòíîãî îòîáðàæåíèÿ [1℄è ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîé èîíèçàöèè àòîìà âîäîðîäà [2℄.Êî âòîðîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ìîäåëè îäíîìåðíûõ íåëè-íåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ æåñòêîé íåëèíåéíîñòüþ (÷à-ñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé�óíêöèåé ýíåðãèè) âî âíåøíåì ãàðìîíè÷åñêîì ïîëå [3℄è ìîäåëü Óëàìà äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî óñêîðåíèÿ Ôåð-ìè [4℄. Â ñèñòåìàõ âòîðîãî êëàññà ñóùåñòâóþò ñòàöè-îíàðíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ âåëè-÷èí. Çàäà÷à àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêèõ �óíêöèéïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, òàê êàê îíè ïîçâîëÿþò îïðåäå-ëÿòü çàâèñèìîñòè ìîìåíòîâ �óíêöèé ñòîõàñòè÷åñêîéêîìïîíåíòû (íàïðèìåð, ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè) îòïàðàìåòðîâ ìîäåëè.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ P(E) ïî ýíåðãèè äëÿ ìîäåëèîñöèëëÿòîðà Äó��èíãà âî âíåøíåì ãàðìîíè÷åñêîì ïî-ëå áîëüøîé àìïëèòóäû, çàäàííîé óðàâíåíèåì�x� x+ x3 = F sin!t, (1)ãäå F > 1, ! � 1. Êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà Äó��èíãàáûëè âïåðâûå îïèñàíû â ìîíîãðà�èè [5℄. Ýòà ìîäåëüñòàëà îäíîé èç öåíòðàëüíûõ â òåîðèè íåëèíåéíûõêîëåáàíèé; íîâóþ æèçíü ìîäåëè äàëî îòêðûòèå â íåéõàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ [6℄, èññëåäîâàíèå êîòîðîãî àê-òèâíî ïðîäîëæàåòñÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè [7�10℄.Ïîä ýíåðãèåé E ìû ïîíèìàåì âåëè÷èíó ýíåðãèèíåâîçìóùåííîé ñèñòåìû E = 
x2/2�x2/2+x4/4, âçÿòóþâ ìîìåíòû âðåìåíè tn = �n/! (n � öåëîå). Â ìîìåíòûtn âîçìóùåíèå îáðàùàåòñÿ â íóëü.Ñõîæàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà Ëèáåðìàíîì è Ëèõ-òåíáåðãîì [11℄. Ýòè àâòîðû îïèñàëè ðàñïðåäåëåíèå

ïî ñêîðîñòÿì w(u) äëÿ ìîäåëè Óëàìà � îäíîìåðíîãîäâèæåíèÿ òî÷êè ìåæäó äâóìÿ óïðóãî îòðàæàþùèìè ååñòåíêàìè, îäíà èç ñòåíîê îñöèëëèðóåò ïî ïåðèîäè÷å-ñêîìó çàêîíó. �àñïðåäåëåíèå áûëî ïîëó÷åíî, îñíîâû-âàÿñü íà ìàëîñòè èçìåíåíèÿ ýíåðãèè çà ïåðèîä ïîëÿ,÷òî ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ êèíåòèêèýíåðãèè ìîäåëü ýíåðãåòè÷åñêîé äè��óçèè. Â ìîäåëÿõîäíîìåðíûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ æåñòêîé íåëè-íåéíîñòüþ, íàïðèìåð â ìîäåëè îñöèëëÿòîðà Äó��èí-ãà (1) â ñèëüíîì ïîëå, çà ïåðèîä âíåøíåãî ïîëÿ ýíåðãèÿìîæåò èçìåíÿòüñÿ â äåñÿòêè ðàç, ÷òî òðåáóåò èíîãîïîäõîäà.�àññìîòðèì ïðîåêöèþ òðàåêòîðèè ÷àñòèöû íà ñòðî-áîñêîïè÷åñêîå ñå÷åíèå Ïóàíêàðå fx; 
xg ïðè �èêñèðî-âàííûõ çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû è àìïëèòóäû âíåøíåé ñèëû(ðèñ. 1). Òî÷êè çàïîëíÿþò á�oëüøóþ ÷àñòü îáëàñòèE(x, 
x) < E+ , ãäå E+ � ìàêñèìàëüíî äîñòèæèìîå çíà-÷åíèå ýíåðãèè ñèñòåìû. Ïîýòîìó ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû,÷òî îíè çàïîëíÿþò âñþ îáëàñòü, è ïðèòîì ðàâíîìåðíî,ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç ñîõðàíåíèÿ �àçîâîãî îáúåìà.Ýòî ïðåäïîëîæåíèå, ýêâèâàëåíòíîå ìàëîñòè îñòðîâêîâóñòîé÷èâîñòè â ñðàâíåíèè ñ õàîòè÷åñêîé êîìïîíåíòîé,ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì îãðàíè÷èòåëåì ïðèìåíèìîñòè íàøåãîðàñ÷åòà. Òåïåðü îòûñêàíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîýíåðãèè ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ çàâèñèìîñòè E+ îòïàðàìåòðîâ âíåøíåãî ïîëÿ F è ! . Çàìåòèì, ÷òî çíà-÷åíèå E+ , êîòîðîå äëÿ íàøåé ìîäåëè äàåò êðèòåðèéïåðåêðûòèÿ ðåçîíàíñîâ ×èðèêîâà [12℄, îòëè÷àåòñÿ îòíàéäåííîãî ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû (1)â äåñÿòêè ðàç (íàïðèìåð, ïðè ïàðàìåòðàõ âíåøíåãîïîëÿ F = 2.5, != 1 çíà÷åíèå E+ , íàéäåííîå ÷èñëåííûìèíòåãðèðîâàíèåì, ðàâíî 10.5, èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿïåðåêðûòèÿ ðåçîíàíñîâ ×èðèêîâà ïðèâîäèò ê çíà÷å-íèþ 1.5).Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè E > 1 äâèæåíèåíåâîçìóùåííîãî îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà ñëàáî àíãàðìî-íè÷íî � îòíîøåíèå àìïëèòóä òðåòüåé è ïåðâîé ãàðìî-íèê ñîñòàâëÿåò ëèøü íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ (íàïðèìåð,ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x = 0, 
x = 4, êîòîðûå ñîîò-âåòñòâóþò ýíåðãèè E = 8, ýòî îòíîøåíèå ðàâíî 0.058).Ïîýòîìó â íèçøåì ïðèáëèæåíèè äâèæåíèå ìîæåò áûòü
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�èñ. 1. Ñòðîáîñêîïè÷åñêîå îòîáðàæåíèå �àçîâîé òðà-åêòîðèè îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà (1) íà ïëîñêîñòüfx; 
xg ïðè ïàðàìåòðàõ âíåøíåé ñèëû F = 2.5, != 1.Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ãðàíèöà îáëàñòè �àçîâîãî ïðî-ñòðàíñòâà, äîñòóïíîé ïðè ýíåðãèÿõ ñèñòåìû, íå ïðå-âîñõîäÿùèõ E+îïèñàíî ãàðìîíè÷åñêèì çàêîíîì x(t) = A
os
t . Â îá-ëàñòè E > 1 àìïëèòóäà A è ÷àñòîòà 
 ñëàáî çàâèñÿòîò ýíåðãèè: A / 
 / E1/4 . Ýòà ñëàáàÿ çàâèñèìîñòüïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü àìïëèòóäó è ÷àñòîòó â âîçìóùåííîéñèñòåìå ìåäëåííûìè �óíêöèÿìè âðåìåíè è ïðåäñòàâèòüåå äâèæåíèå â âèäå
x(t) =A(E(t)) 
os tZ0 
(E(t0))dt0+'0!==A(t) 
os�(t). (2)Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè äàåòñÿ âûðàæåíèåì
E = 
x(t)F sin!t . Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî çàêîí äâèæåíèÿ(2) è ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìàëîñòè,�
A
/A�� 1, ïîëó÷àåì

E = E0 � �/!Z0 A
 sin�F sin!t dt, (3)
ãäå E0 � íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ.Ìàêñèìàëüíóþ ýíåðãèþ E+ îöåíèì èç �îðìóëû(3), èñïîëüçóÿ ïðÿìîé âàðèàöèîííûé ìåòîä. Âîçüìåìïðîñòåéøóþ ïðîáíóþ �óíêöèþ âèäà�(t) = �
t+'0, (4)ãäå �
 � ÷àñòîòà óñðåäíåííîãî ïî ïîëîâèíå ïåðèîäàäâèæåíèÿ, �0 � íà÷àëüíàÿ �àçà äâèæåíèÿ.Ïîäñòàâèâ (4) â (3), âû÷èñëèâ �óíêöèîíàë ýíåðãèèè ïðîäè��åðåíöèðîâàâ åãî ïî íà÷àëüíîé �àçå, ïîëó-÷àåì E(E0,F ,!) = E0 � 2 F!�A�
�
2 �!2 
os��2 �
!� ,ãäå �A(E0) � àìïëèòóäà óñðåäíåííîãî ïî ïîëîâèíåïåðèîäà äâèæåíèÿ. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêè àìïëèòóäûè ÷àñòîòû ñèëüíî âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ è ïðèíèìàÿ

â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ýíåðãèþ äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé÷àñòèöû âî âíåøíåì ïîëå E0 = F/!2 , ïîëó÷àåìE(F ,!) = F!2 � 2 ��F3/2!�2pF �!3 
os��2 �F1/4!3/2 � , (5)ãäå � = p2 � 1.414, � = p��(1/4)��1(3/4) � 1.198.Çàâèñèìîñòè ýíåðãèè E+ îò ÷àñòîòû ! è àìïëèòóäû Fâíåøíåé ñèëû, ðàññ÷èòàííûå ïî �îðìóëå (5), ïðåäñòàâ-ëåíû íà ðèñ. 2. Êàê âèäíî èõ íèõ, äàííûå àíàëèòè-÷åñêîãî ðàñ÷åòà è ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà íàõîäÿòñÿâ 10%-ì ñîãëàñèè â îáëàñòè ïàðàìåòðîâ âíåøíåãî ïîëÿF = 1, . . . , 4 è ! = 0.5, . . . , 1.2, ãäå îñòðîâêè óñòîé-÷èâîñòè íå ïðåâîñõîäÿò îáëàñòè, çàíÿòîé õàîòè÷åñêîéêîìïîíåíòîé.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîé ýíåðãèè E+ îò àì-ïëèòóäû F âíåøíåé ñèëû ïðè ÷àñòîòå != 1 (à) è îò÷àñòîòû ! âíåøíåé ñèëû ïðè àìïëèòóäå F = 2.5 (á).Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ðàñ÷åò ïî �îðìóëå (5), òî÷êè �ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòàÏîñêîëüêó â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ fx; p/
xgäëÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì èìååò ìåñòî ñîõðàíåíèå�àçîâîãî îáúåìà, òî ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â õàî-òè÷åñêîé îáëàñòè íà ñòðîáîñêîïè÷åñêîì ñå÷åíèè ïî-ñòîÿííà [13, 
. 466℄. Âåðîÿòíîñòü P(E) íàéòè ñè-ñòåìó â ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé, íå ïðåâîñõîäÿùåé E ,



94 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2009. � 6

�èñ. 3. Âèä �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ýíåðãèè ïðèF = 2, != 1. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ðàñ÷åò ïî �îðìó-ëå (6), òî÷êè � ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòàïðîïîðöèîíàëüíà ïëîùàäè S(E) , îãðàíè÷åííîé êðè-âîé 
x2/2 � x2/2 + x4/4 = E . Ýòà ïëîùàäü äëÿ ìîäåëèäâóõúÿìíîãî îñöèëëÿòîðà Äó��èíãà (1) ìîæåò áûòüâûðàæåíà àíàëèòè÷åñêè:S(E) = 4p1+ 4E ��p1+ 4E � 1�K(k)+ 2E(k)� ,ãäå E(k) è K(k) � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòå-ãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî [14℄,k2 = �1+p1+ 4E� /�2p1+ 4E� � áåçðàçìåðíûé ïà-ðàìåòð. Òîãäà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿP(E) =N(E+)S(E), (6)ãäå N(E+) � íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò. Õàðàê-òåðíûé âèä �óíêöèè P(E) , ïîëó÷åííûé ïî �îðìó-ëå (6) ñ èñïîëüçîâàíèåì îöåíêè (5) äëÿ ìàêñèìàëüíîéýíåðãèè, ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3. Èç ðàñïðåäåëåíèÿ ïîýíåðãèè âèäíî, ÷òî ïðè óäîâëåòâîðèòåëüíîì îáùåìñîãëàñèè ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïî �îðìóëå (6), äàþò

çàâûøåííóþ âåðîÿòíîñòü â îáëàñòè âûñîêèõ ýíåðãèé.Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ëåãêî ïîíÿòü èç ãðà�èêà íà ðèñ. 1:îáëàñòè ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ (êîòîðûå ìû â íàøåìïîäõîäå ïðèñ÷èòûâàëè ê õàîòè÷åñêîé êîìïîíåíòå) ëå-æàò âáëèçè ãðàíè÷íîé êðèâîé 
x2/2� x2/2 + x4/4 = E+ .Àâòîð áëàãîäàðèò Ï. Â. Åëþòèíà çà èíòåðåñ ê ðàáîòåè À.À. Íèêóëèíà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Çàñëàâñêèé �.Ì., Ñàãäååâ �.Ç., Óñèêîâ Ä.À., ×åðíè-êîâ À.À. Ñëàáûé õàîñ è êâàçèðåãóëÿðíûå ñòðóêòóðû. Ì.,1991.2. Äåëîíå Í.Á., Êðàéíîâ Â.Ï., Øåïåëÿíñêèé Ä.Ë. // ÓÔÍ.1983. 140. Ñ. 355.3. Chism W., Timberlake T., Rei
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