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ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀÝ��åêò Êàçèìèðà â (3+1)D ýëåêòðîäèíàìèêåÌàêñâåëëà�×åðíà�ÑàéìîíñàÂ.×. Æóêîâñêèéa , Î. �. ÕàðëàíîâbÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a zhukovsk�phys.msu.ru, b okharl�mail.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 16.09.2009, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 13.10.2009Â ðàìêàõ (3+1)-ìåðíîé ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà�×åðíà�Ñàéìîíñà ñ íàðóøåíèåì ëîðåíö-è CPT-èíâàðèàíòíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðîâî-äÿùèìè ïëàñòèíàìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïåðåíîðìèðîâàííîé âàêóóìíîé ýíåðãèè (ýíåðãèè Êàçèìèðà)ïîëó÷åííûå â íåÿâíîì âèäå ýíåðãèè îäíî�îòîííûõ ñîñòîÿíèé ñóììèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìûâû÷åòîâ. Ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå âåäóùàÿ ïîïðàâêà ê ñèëå Êàçèìèðà, êâàäðàòè÷íàÿ ïî îòíîøåíèþê êîíñòàíòå ×åðíà�Ñàéìîíñà è óñèëèâàþùàÿ ïðèòÿæåíèå ïëàñòèí, íå ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííîéâ ðàáîòå [1℄ íà îñíîâå íåâåðíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîý��åêòó Êàçèìèðà ìû òàêæå íàëàãàåì îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà êîíñòàíòó ×åðíà�Ñàéìîíñà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ý��åêò Êàçèìèðà, òîïîëîãè÷åñêèé ÷ëåí ×åðíà�Ñàéìîíñà, ðàñøèðåííàÿ ñòàíäàðòíàÿìîäåëü, íàðóøåíèå ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòè.ÓÄÊ: 53.01, 530.145, 537.8. PACS: 12.60.�i, 12.60.Cn, 11.30.Cp, 11.10.Ef, 03.65.Pm.
ÂâåäåíèåÂ êîíöå 1990-õ ãîäîâ äëÿ �åíîìåíîëîãè÷åñêî-ãî îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðåäïîëîæèòåëüíî ñâÿçàííûõñ ¾Íîâîé �èçèêîé¿ (ñóïåðñòðóíàìè, äîïîëíèòåëüíûìèðàçìåðíîñòÿìè, êâàíòîâîé ãðàâèòàöèåé è ò. ï.), ïðèýíåðãèÿõ, ãîðàçäî ìåíüøèõ ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáàEPl � 1019 �ýÂ, áûëà ðàçðàáîòàíà òàê íàçûâàåìàÿðàñøèðåííàÿ ñòàíäàðòíàÿ ìîäåëü (�ÑÌ) (StandardModel Extension [2℄). Â åå îñíîâå ëåæèò ïðåäïîëîæå-íèå, ÷òî ïðè âûñîêèõ (ïîðÿäêà EPl ) ýíåðãèÿõ â íåêî-òîðîé ëîðåíö-èíâàðèàíòíîé �óíäàìåíòàëüíîé òåîðèè,îïèñûâàþùåé ¾Íîâóþ �èçèêó¿, ïðîèñõîäèò ñïîíòàííîåíàðóøåíèå ëîðåíö- è CPT-èíâàðèàíòíîñòè, ïðèâîäÿùååê îáðàçîâàíèþ íåíóëåâûõ êîíäåíñàòîâ ïîëåé ïëàí-êîâñêîãî ìàñøòàáà, ïðåîáðàçóþùèõñÿ ïðè ëîðåíöåâûõâðàùåíèÿõ 4-ìåðíîé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà êàê(ïñåâäî)òåíçîðû ðàçëè÷íûõ ðàíãîâ. Ïðè ýòîì âçàèìî-äåéñòâèå ñêîíäåíñèðîâàâøèõñÿ ïîëåé ñ íèçêîýíåðãåòè-÷åñêèìè ïîëÿìè, ðàññìàòðèâàåìûìè â ñòàíäàðòíîé ìî-äåëè, ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ïîïðàâî÷íûõ ñëàãàåìûõê ëàãðàíæèàíó ïîñëåäíåé, èìåþùèõ âèä ñâåðòêè (ïñåâ-äî)òåíçîðíîé êîíñòàíòû (êîíäåíñàòà) ñ ïîëÿìè èç ñòàí-äàðòíîé ìîäåëè è èõ ïðîèçâîäíûìè. Â ñîîòâåòñòâèèñ äàííûì ñöåíàðèåì �ÑÌ �îðìóëèðóåòñÿ â âèäå íàáîðàïîïðàâîê ê ëàãðàíæèàíó ñòàíäàðòíîé ìîäåëè, ñîõðà-íÿþùèõ ñëåäóþùèå åå ñâîéñòâà: èíâàðèàíòíîñòü îòíî-ñèòåëüíî ëîðåíöåâûõ âðàùåíèé ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìûîòñ÷åòà, óíèòàðíîñòü, ìèêðîïðè÷èííîñòü è ñîõðàíåíèå4-èìïóëüñà. Â ìèíèìàëüíîé �ÑÌ, êîòîðóþ ìû è áóäåìðàññìàòðèâàòü, òàêæå ïîñòóëèðóþò ïåðåíîðìèðóåìîñòüâñåõ âåðøèí âçàèìîäåéñòâèÿ è SU (3)C�SU (2)I �U (1)Yêàëèáðîâî÷íóþ èíâàðèàíòíîñòü. Ýòè òðåáîâàíèÿ, âìå-ñòå âçÿòûå, îñòàâëÿþò ëèøü êîíå÷íûé íàáîð äîïóñòè-ìûõ ïîïðàâî÷íûõ ñëàãàåìûõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì òàêíàçûâàåìóþ 4-ìåðíóþ ýëåêòðîäèíàìèêó Ìàêñâåë-ëà�×åðíà�Ñàéìîíñà [3℄, ÿâëÿþùóþñÿ âîçìîæíîé ìî-äè�èêàöèåé ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà â ðàìêàõìèíèìàëüíîé �ÑÌ, â êîòîðîé íàðóøàþòñÿ ëîðåíö-è CPT-èíâàðèàíòíîñòü. Ìû èçó÷àåì âåäóùèå ïîïðàâêèê �îòîííîìó ý��åêòó Êàçèìèðà [4℄ â ýòîé òåîðèè,à èìåííî çàâèñèìîñòü ñèëû ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó äâóìÿïàðàëëåëüíûìè ïðîâîäÿùèìè ïëàñòèíàìè â âàêóóìå îòðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè. Â ðàçä. 1 äàåòñÿ îáçîð îáùèõñâîéñòâ èññëåäóåìîé òåîðèè. Â ðàçä. 2 ðåøàåòñÿ êâàí-òîâî-ìåõàíè÷åñêàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿäëÿ �îòîíà ìåæäó äâóìÿ ïðîâîäÿùèìè ïëàñòèíàìè.Â ðåçóëüòàòå ýíåðãèè ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèé �îòîíàîêàçûâàþòñÿ çàäàííûìè íåÿâíî â âèäå òðàíñöåíäåíò-íîãî óðàâíåíèÿ (17). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âàêóóìíîé ýíåð-ãèè (3) íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü ýíåðãèè âñåõ òàêèõñîñòîÿíèé, ÷òî è ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâêîìïëåêñíîãî àíàëèçà â ðàçä. 3. Äè��åðåíöèðîâàíèåïåðåíîðìèðîâàííîé âàêóóìíîé ýíåðãèè ïî ðàññòîÿíèþìåæäó ïëàñòèíàìè è äàåò íàì âûðàæåíèå (31) äëÿ ñèëûÊàçèìèðà, êîòîðîå ìû êðàòêî îáñóæäàåì è ñðàâíèâàåìñ ïîëó÷åííûìè ðàíåå îöåíêàìè [1℄.1. (3+1)D ýëåêòðîäèíàìèêàÌàêñâåëëà�×åðíà�ÑàéìîíñàÏîñëå íàðóøåíèÿ ýëåêòðîñëàáîé ñèììåòðèè U (1)-ñåêòîð ìèíèìàëüíîé �ÑÌ ïðèíèìàåò âèä ðàñøèðåííîéýëåêòðîäèíàìèêè, ëàãðàíæèàí êîòîðîé äëÿ îäíîãî�åðìèîííîãî ïîêîëåíèÿ çàâèñèò îò 10 (ïñåâäî)-òåíçîðíûõ êîíñòàíò, íàðóøàþùèõ ëîðåíö-èíâàðèàíò-íîñòü [2℄. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü åå ÷àñòíûé ñëó÷àé,à èìåííî 4-ìåðíóþ ýëåêòðîäèíàìèêó Ìàêñâåëëà�×åð-íà�Ñàéìîíñà, ñîäåðæàùóþ åäèíñòâåííóþ íàðóøàþùóþëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòü ïîïðàâêó â �îòîííîì ñåêòî-2 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



4 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 1ðå. Ïîñêîëüêó �åðìèîííûé ñåêòîð ýòîé òåîðèè íåîòëè÷àåòñÿ îò ìàêñâåëëîâñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, äëÿðàññìîòðåíèÿ �îòîííîãî ý��åêòà Êàçèìèðà äîñòàòî÷íîðàññìîòðåòü �îòîííûé ñåêòîð ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñ-âåëëà�×åðíà�ÑàéìîíñàL=�14F��F�� + 12�������A�F��, (1)ãäå F�� = ��A� � ��A� , ����� � òåíçîð Ëåâè�×èâèòûñ �0123 =+1. Ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ïñåâäîâåêòîðíóþêîíñòàíòó �� , íàçûâàåòñÿ ÷ëåíîì ×åðíà�Ñàéìîíñà [5℄è çàìå÷àòåëüíî òåì, ÷òî íå íàðóøàåò êàëèáðîâî÷íóþèíâàðèàíòíîñòü äåéñòâèÿ S = R d4xL , åñëè òîëüêîâûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàïîòåíöèàë A� . Â ÷àñòî ðàññìàòðèâàåìîì òðåõìåðíîìàíàëîãå äàííîé òåîðèè � ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñêàëÿðîìè ý��åêòèâíî ïðèâîäèò ê íàëè÷èþ ìàññû ó �î-òîíîâ, â òî æå âðåìÿ íå íàðóøàÿ êàëèáðîâî÷íóþèíâàðèàíòíîñòü [6℄. Êàê ìû óâèäèì íèæå (15),â ÷åòûðåõìåðíîì ñëó÷àå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèåäëÿ �îòîíîâ îêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûì.Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå íåíóëåâîãî ��ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ êîíäåíñàöèåé àêñèîíîâ [3℄,ñ �îíîâûì êðó÷åíèåì ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [7℄, à òàê-æå ñ ðàäèàöèîííûìè ïîïðàâêàìè â ðàìêàõ �ÑÌ[2, 8℄. Â íàøåì ðàññìîòðåíèè ý��åêòà Êàçèìèðàìû îãðàíè÷èìñÿ ÷èñòî âðåìåíèïîäîáíûì ñëó÷àåì�� = f�,0g , â êîòîðîì 00-êîìïîíåíòà êàíîíè÷åñêîãîòåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà (ÒÝÈ) èìååò âèäT 00an = 12(E2 +H2)� �A �H +ErA0, (2)ïðè÷åì ïðè � 6= 0 ÒÝÈ íåëüçÿ íè ñäåëàòü êàëèáðî-âî÷íî-èíâàðèàíòíûì, íè ñèììåòðèçîâàòü [2℄. Òåì íåìåíåå ìîæíî ïîêàçàòü [9℄, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì íàìèñëó÷àå ïàðàëëåëüíûõ ïðîâîäÿùèõ ïëàñòèí äåéñòâèåýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæíî îãðàíè÷èòü îáëàñòüþìåæäó ïëàñòèíàìè, à ñèëà Êàçèìèðà, ÿâëÿþùàÿñÿïðîèçâîäíîé îò ïåðåíîðìèðîâàííîé ýíåðãèè ïîëÿ Evaìåæäó ïëàñòèíàìè ïî ðàññòîÿíèþ D ìåæäó íèìè,ÿâëÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîé. Â íàøåì ñëó÷àåâûáîðà �� ìîæíî ïåðåéòè ê ðàäèàöèîííîé êàëèáðîâêåA0 = 0, divA= 0 [8℄. Òîãäà ñàìà ýíåðãèÿ âàêóóìà áóäåòâûðàæàòüñÿ ÷åðåç ïîëóñóììó ýíåðãèé îäíî�îòîííûõìîä, êàê è â ìàêñâåëëîâñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå [9℄:Eva = Z d3xhT 00ani0 =Xn !n(D)2 , (3)ãäå !n � ýíåðãèè ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé îäíîãî�îòîíà ìåæäó ïëàñòèíàìè, n � ïîëíûé íàáîðñîîòâåòñòâóþùèõ êâàíòîâûõ ÷èñåë. Èíòåãðèðîâàíèåïðîèçâîäèòñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ìåæäóïëàñòèíàìè, à óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïîýëåêòðîìàãíèòíîìó âàêóóìó ìåæäó ïëàñòèíàìè.2. Îäíî�îòîííûå ìîäû ìåæäó ïàðàëëåëüíûìèïðîâîäÿùèìè ïëàñòèíàìèÎäíî�îòîííûå ìîäû õàðàêòåðèçóþòñÿ âîëíîâûìè�óíêöèÿìè ïîòåíöèàëà An(x)e�i!nt . Ââåäåì äåêàðòî-âû êîîðäèíàòû x, y, z òàê, ÷òîáû ïëàñòèíû ëåæàëèâ ïëîñêîñòÿõ z = �a , a = D/2, ò. å. îñü z ïîëîæèìïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëàñòèíàì. Óðàâíåíèÿ äëÿ èñêîìûõ

âîëíîâûõ �óíêöèé ñîñòîÿò èç ñîáñòâåííî óðàâíåíèéËàãðàíæà äëÿ äåéñòâèÿ (1), êàëèáðîâî÷íîãî óñëîâèÿè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâåííî:(r2 +!2n)An =�2� rotAn, jzj < a, (4)divAn = 0, jzj < a, (5)(An)x = (An)y = 0, jzj= a. (6)Ñîáñòâåííûå �óíêöèè ìîæíî èñêàòü â âèäå An(x) == Neikxf(z) , ãäå k = fkx, ky, 0g , à N � íîðìèðîâî÷-íûé êîý��èöèåíò, êîòîðûé íàñ íå áóäåò èíòåðåñîâàòü.Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóãîñè z ìîæíî âûáðàòü îñè x , y òàê, ÷òîáû kx = k > 0,ky = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (5), (6) ïðèìóò âèäfx = ik�zfz, (7)fx,y(�a) = 0, �zfz(�a) = 0, (8)ïîñëå ÷åãî èç òðåõ êîìïîíåíò óðàâíåíèÿ (4) îñòàþòñÿòîëüêî äâå íåçàâèñèìûå, èç êîòîðûõ, èñïîëüçóÿ (7),ìîæíî èñêëþ÷èòü fx :(k2 �!2n � �2z)kfy =�2i�(k2 � �2z)fz, (9)(k2 � !2n � �2z)fz = 2i�kfy. (10)Ýòè óðàâíåíèÿ âìåñòå ñ ãðàíè÷íûì è êàëèáðîâî÷íûìóñëîâèÿìè îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíîé ñèììåòðèåé, êî-òîðóþ ìû íàçîâåì z-÷åòíîñòüþ è îáîçíà÷èì �� :��Ai(x, y, z) = Æij � 2�ki�kj�k2 !Aj(x, y,�z),�k= f�i�x,�i�y, 0g, (11)
��fy,z(z) = fy,z(�z), ��fx(z) =�fx(�z). (12)Ïîëîæèâ òåïåðü ��An(x) = �An(x) , ãäå � = �1, èáî��2 = �1, ìû ìîæåì èñêàòü f(z) â âèäå ñóïåðïîçèöèèðåøåíèé 	f(�,�)(z) , �=�1, ñ çàäàííîé ÷åòíîñòüþ � , íîâ îòñóòñòâèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (8):f(z) = X�=�1C�	f(�,�)(z). (13)Èñïîëüçóÿ (9), (10), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìîæíî âûáðàòüy, z-êîìïîíåíòû ýòèõ ðåøåíèé â âèäå 	f (�,�)y	f (�,�)z != 1�i� os ��!'�({�z), �,�=�1, (14)K� =���+q!2n + �2, (15){� =qK2� � k2, �� � aros kK� ,'�({z)�(os{z, �=+1,sin{z, �=�1. (16)Íàëîæåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (8) íà ñóïåðïîçèöèþ(13) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâ-íåíèé íà C� , äåòåðìèíàíò êîòîðîé äîëæåí îáðàùàòüñÿâ íóëü äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, ÷òîäàåò íàì óñëîâèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè !ng�(!2n)� '�({+a)'��({�a) sin �� ++'�({�a)'��({+a) sin �+ = 0. (17)



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 5Êàê è ïðåäïîëàãàëîñü, ðåøåíèÿ !n ýòîãî óðàâíåíèÿñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî íóëÿ. Áîëåå òîãî, ìîæíîçàìåòèòü, ÷òî îíè íå çàâèñÿò è îò çíàêà � . Ïî ýòîéïðè÷èíå äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � > 0. Ìîæíîòàêæå ïîêàçàòü [9℄, ÷òî ðåøåíèÿ !2n >��2 , ïîýòîìó K�âåùåñòâåííû, à {� âåùåñòâåííû èëè ÷èñòî ìíèìû.3. Ýíåðãèÿ è ñèëà ÊàçèìèðàÌû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî D < �/2j�j . Â ýòîìñëó÷àå, êàê ìû ïîêàçàëè â [9℄, !2n 2 [��2, +1) , ïðè÷åìòàõèîííûå ìîäû ñ !2n < 0 ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðèk = j�j è ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî ìåðû íóëü â k-ïðî-ñòðàíñòâå. Âàêóóì ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü êâàçèñòà-áèëüíûì è ïðîèçâîäèòü ðàçëîæåíèå �îòîííîãî ïîëÿïî îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, íà êîòîðîìè îñíîâûâàëèñü íàøè âû÷èñëåíèÿ. Ïî ýòîé æå ïðè-÷èíå òàõèîííûå ìîäû âíîñÿò áåñêîíå÷íî ìàëûé âêëàäâ âàêóóìíóþ ýíåðãèþ, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ â ðåçóëüòàòåâ âèäå ñóììû ýíåðãèé ïîëîæèòåëüíî-÷àñòîòíûõ îäíî÷à-ñòè÷íûõ ìîä, ñîîòâåòñòâóþùèõ K+ > 0.Êàê âèäíî èç (17), ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð îäíî-�îòîííûõ ìîä çàäàí íåÿâíî â âèäå òðàíñöåíäåíòíîãîóðàâíåíèÿ. Âàêóóìíàÿ ýíåðãèÿ Eva , îòíåñåííàÿ ê ïëî-ùàäè ïëàñòèí L2 !1 , ñîäåðæèò ñóììó êîðíåé ýòîãîóðàâíåíèÿ (3):1L2Eva = 12 1Z0 kdk2� D X�=�1S�(D), (18)
S�(D) = 1DXnz !k,�,nze�!k,�,nz/pk�, (19)ãäå !k,�,nz � íóëè �óíêöèè g�(!2) , íóìåðóåìûå êâàí-òîâûì ÷èñëîì nz . Çäåñü ìû ñðàçó ïðèìåíèëè ìÿãêîå îá-ðåçàíèå, ââåäÿ ñãëàæèâàþùèé ìíîæèòåëü e�!k,�,nz/pk� ,�!1 . Ñîîòíîøåíèå (15) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíî-çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ÷àñòîòàìè !> 0 è K+ > 0,ïîýòîìó äàëåå ìû áóäåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà èñïîëü-çîâàòü èìåííî K+ , à ! = pK+K� = pK+(K+ +2�),ïðè÷åì êîðåíü ïîíèìàåòñÿ ñ ðàçðåçîì ïî îòðèöàòåëüíîéïîëóîñè. Ïðè �!1 ìîæíî îãðàíè÷èòü ñóììèðîâàíèå(19) òîëüêî òåìè ÷àñòîòàìè, äëÿ êîòîðûõ 0 6 K+ 6 � ,ïîñêîëüêó âñå îñòàâøèåñÿ ÷àñòîòû â ñóììå äàþò â íååýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûé âêëàä.Äàëåå ìû ïðåîáðàçóåì ñóììó S� â êîíòóðíûé èíòå-ãðàë ïî êîìïëåêñíîé K+ -ïëîñêîñòè, èñïîëüçóÿ òåîðåìóâû÷åòîâ [10℄. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âìåñòî �óíêöèè g�ìåðîìîð�íóþ (ò. å. îïðåäåëåííóþ íà âñåé êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè è íå èìåþùóþ â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòèîñîáûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò ïîëþñîâ) �óíêöèþ�g�(K+)� g�(!2)'�({+a)'�({�a) == tg� {+a sin �+ + tg� {�a sin ��, (20)êîòîðàÿ îáëàäàåò òåìè æå íóëÿìè, ÷òî è g� , ïðè âñåõçíà÷åíèÿõ k , êðîìå ìíîæåñòâà ìåðû íóëü. Ïîýòîìó âà-êóóìíàÿ ýíåðãèÿ íå èçìåíèòñÿ, åñëè ìû áóäåì ïîíèìàòüS�(D) êàê ñóììó ïî âñåì íóëÿì �g� , à íå g� , ëåæàùèìíà îòðåçêå K+ 2 [0,�℄ , ÷òî ìû è ïðåäïðèìåì. Òåïåðü,ñîãëàñíî òåîðåìå âû÷åòîâ äëÿ îáëàñòè � è îõâàòûâàþ-

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ. Êðåñòèêàìè îáîçíà÷åíû íóëè�óíêöèè �g�ùåãî åå êîíòóðà C = �� = CIm + C� (ñì. ðèñóíîê),èìååìIC dK+2�i ! e�!/pk� ��g�/�K+�g� =
= S�D+XK(l)+ !(K(l)+ )e�!(K(l)+ )/pk� �

�Res ���g�/�K+�g�(K+) , K+ = K(l)+ � , (21)ãäå K(l)+ îáîçíà÷àþò ïîëþñà ��g�/�K+ , ëåæàùèå âíóò-ðè � . ßâíî âû÷èñëèâ ��g�/�K+�g� , ìîæíî çàìåòèòü, ÷òîâû÷åòû ýòîé �óíêöèè ïðè K+ = K(l)+ ìîæíî çà-ìåíèòü íà ðàâíûå èì âû÷åòû �óíêöèè 	�(K+) == �� tg� {+asin �+ + tg� {�asin �� � , ïîñëåäíÿÿ æå íå èìååò îñî-áûõ òî÷åê, îòëè÷íûõ îò K(l)+ . Òîãäà âòîðîå ñëàãàåìîåâ ïðàâîé ÷àñòè (21) ìîæíî âûðàçèòü â âèäå êîíòóðíîãîèíòåãðàëà, ñîäåðæàùåãî 	�(K+) . Ïîñëå ïåðåíåñåíèÿýòîãî èíòåãðàëà â ëåâóþ ÷àñòü (21) ìû ïîëó÷èì
S� = �2 IC !e�!/pk�dK+2�i�g�(K+) �
�X�=�1 1� tg� {�a tg� {��a sin ��sin ��� + � tg� {�a os2 ��{�a ! .(22)Äëÿ ïåðåíîðìèðîâêè íàøåãî ðåçóëüòàòà âû÷òåì èç íåãîäâà âèäà ðàñõîäèìîñòåé:S�(D,�) ! Sren� (D,�) = S�(D,�)� C(1)� (�)D �C(2)� (�).(23)Ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå C(1)� , äàåò ïîñòîÿííûé âêëàäâ ýíåðãèþ âàêóóìà è, î÷åâèäíî, íå�èçè÷íî. Âòîðîå æåñëàãàåìîå äàåò ïîñòîÿííûé âêëàä â ïëîòíîñòü ýíåðãèèâàêóóìà, ðàâíóþ ñèëå, äåéñòâóþùåé íà óåäèíåííóþïëàñòèíó ñî ñòîðîíû îäíîãî èç ïîëóïðîñòðàíñòâ, íàêîòîðûå îíà äåëèò ïðîñòðàíñòâî. Â ñëó÷àå äâóõ ïëàñòèíñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â ñèëó ñîêðàùàåòñÿ ñ ñèëîé,3 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



6 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 1äåéñòâóþùåé íà ïëàñòèíó ñ åå ¾âíåøíåé¿ ñòîðîíû,íå îáðàùåííîé êî âòîðîé ïëàñòèíå. Îêàçûâàåòñÿ [9℄,ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë ïî ïîëóîêðóæíîñòè C�íå ñîäåðæèò íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü ïðè �!1 ñëà-ãàåìûõ, êîòîðûå çàâèñåëè áû îò D , ïîýòîìó îí ìîæåòáûòü ñîêðàùåí âêëþ÷åíèåì åãî âî âòîðîé êîíòð÷ëåí.Âûäåëèòü æå êîíòð÷ëåíû èç èíòåãðàëà ïî ìíèìîéîñè ìîæíî, ðàññìîòðåâ ïðåäåë D ! 1 , ïîñëå ÷åãîïåðåíîðìèðîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ S� ïðèíèìàåò âèäSren� = �2 ZCIm !e�!/pk�dK+2�i�g�(K+) X�=�1(1 + tg� {�a��,�), (24)
��,� =� tg� {��a sin ��sin ��� + i���1+ sin ��sin ����++ X�0=�1 ���0 os2 ��0 sin ���0(sin �+ + sin ��){�0a , (25)ãäå � � sgn ImK+ . Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâà-íèé è îáåçðàçìåðèâàíèÿ âñåõ èìïóëüñíûõ ïåðåìåííûõóìíîæåíèåì íà a ìû ïîëó÷àåì �îðìóëó äëÿ ýíåðãèèÊàçèìèðà1L2Erenva =� 14�a3 1Z0 k dk2� �

� X�=�1 1Z�1 !(K+)dK+�g� X�=�1(1� th� {� ���,�),(26)���,� = 1+ (1� th� {��) h ��h ��� ++ X�0=�1 ��0 sh2 ��0 h ���0(h �+ + h ��){�0 , (27)�g� = h �+ th� {+ + h �� th� {�, (28)!(K+) =pK+K�, K� = K+ � 2i�a, (29){� =qK2� + k2, sh �� = kK� . (30)Ìîæíî ÿâíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå èíòåãðàëûñõîäÿòñÿ, åñëè êîðåíü â âûðàæåíèè äëÿ ! ïîíèìàòüâ àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå, ò. å. ñ ðàçðåçîì ïî îòðèöà-òåëüíîé ïîëóîñè. Ýíåðãèÿ Êàçèìèðà çàâèñèò îò ïàðà-ìåòðà � ÷åðåç áåçðàçìåðíóþ êîìáèíàöèþ �a , ïîýòîìóïðè j�aj � 1 ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå â ðÿäÒåéëîðà. Âû÷èñëÿÿ ïîëó÷åííûå â âåäóùèõ ïîðÿäêàõðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëû, ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿñèëû Êàçèìèðà (âñïîìíèì òàêæå çàìå÷àíèå î òîì, ÷òîïîñëåäíÿÿ áåçðàçëè÷íà ê çíàêó �):fCasimir = ��D 1L2Erenva = �2240D4 �1+ 25(�D)23�2 + o((�D)3)� ,(31)j�jD� 1,ïðè÷åì íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìàêñâåë-ëîâñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå [4℄. Êàê âèäèì, êâàäðàòè÷íàÿïîïðàâêà óñèëèâàåò ïðèòÿæåíèå ïëàñòèí, ïðè÷åì ååîòíîñèòåëüíûé âêëàä ïî ñðàâíåíèþ ñ íóëåâûì ïðèáëè-

æåíèåì âåëèê íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà 1/j�j . Íà ìàëûõæå ðàññòîÿíèÿõ, ãäå ñèëà Êàçèìèðà âåëèêà, ïîïðàâêàê íåé íåñóùåñòâåííà.Çàêëþ÷åíèåÊàê âèäèì, íàðóøåíèå ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòè ìî-æåò ïðîÿâëÿòüñÿ â èçìåíåíèè çàâèñèìîñòè ñèëû Êà-çèìèðà îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïëàñòèíàìè. Íåîáõîäèìîîòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííûé íàìè ÷àñòíûé ñëó÷àéðàñøèðåííîé ýëåêòðîäèíàìèêè óæå èññëåäîâàëñÿ â [1℄,îäíàêî àâòîðû íåîáîñíîâàííî ñ÷èòàëè, ÷òî ñâîáîäíûé�îòîí âåäåò ñåáÿ êàê ìàññèâíàÿ ÷àñòèöà ñ ìàññîé2q�2� , ÷òî èìååò ìåñòî ëèøü â (2+1)-ìåðíîé ýëåê-òðîäèíàìèêå Ìàêñâåëëà�×åðíà�Ñàéìîíñà [6℄. Èõ ïî-ïðàâêà ê ñèëå Êàçèìèðà îòëè÷àåòñÿ îò (31) çíàêîìè êîý��èöèåíòîì.Ýêñïåðèìåíòû ïî ý��åêòó Êàçèìèðà äàþò ñîãëàñèåñî ñòàíäàðòíîé ìîäåëüþ â ïðåäåëàõ 1�2% íà ðàññòîÿ-íèÿõ D = 100�500 íì [11℄, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòüîãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó � :j�j.p1% � (500 íì)�1 � 5 � 10�2 ýÂ. (32)Ýêñïåðèìåíòû ïî ý��åêòó Êàçèìèðà ñ D ïîðÿäêàíåñêîëüêèõ ìèêðîìåòðîâ è òî÷íîñòüþ � 10% [12℄ ïîç-âîëÿþò óñèëèòü ýòî îãðàíè÷åíèå â 3�4 ðàçà.Õîòÿ ïîëó÷åííîå îãðàíè÷åíèå ñëàáî ïî ñðàâíåíèþ,íàïðèìåð, ñ àñòðî�èçè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà âå-ëè÷èíó � , ðàññìîòðåííûé íàìè ý��åêò ÿâëÿåòñÿ ïðî-ÿâëåíèåì êâàíòîâîé ñòðóêòóðû âàêóóìà ñ íàðóøåííîéëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòüþ, ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòå-ðåñ äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðóÀ. Â. Áîðèñîâó è âåäóùåìó íàó÷íîìó ñîòðóäíèêóÀ. Å. Ëîáàíîâó çà îáñóæäåíèå îñíîâíûõ èäåé íàñòî-ÿùåé ïóáëèêàöèè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Frank M., Turan I. // Phys. Rev. D. 2006. 74. P. 033016.2. Colladay D., Kostelek�y V.A. // Phys. Rev. D. 1998. 58.P. 116002.3. Carroll S.M., Field G.B., Jakiw R. // Phys. Rev. D. 1990.41. P. 1231.4. Casimir H.B.G. // Pro. K. Ned. Akad. Wet. 1948. 51.P. 793.5. Chern S.-S., Simons J. // Ann. Math. II. 1974. 99, N 1.P. 48.6. Milton K.A., Ng Y.G. // Phys. Rev. D. 1990. 42. P. 2875.7. Dobado A., Maroto A.L. // Phys. Rev. D. 1996. 54.P. 5185.8. Andrianov A.A., Giaoni P., Soldati R. // JHEP. 2002.0202. P. 030.9. Kharlanov O.G., Zhukovsky V.Ch. // e-Print:arXiv:0905.3680 [hep-th℄.10. Markushevih A.I. Theory of Funtions of a Complex Vari-able. AMS, New York, 1977.11. Harris B.W., Chen F., Mohideen U. // Phys. Rev. A. 2000.62. P. 052109.12. Antonini P., Bressi G., Carugno G. et al. // New J. Phys.2006. 8. P. 239.
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