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ÂâåäåíèåÌîòèâàöèåé äëÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâèëàñü çàäà÷àèç êóðñà êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ÷èòàåìîãî íà �èçè÷åñêîì�àêóëüòåòå Ì�Ó, â êîòîðîé ïðåäëîæåíî ïðèäàòü ñìûñëîïåðàòîðó p ! [1℄. Â ïðîøëîì âåêå óäîâëåòâîðèòåëüíîåðåøåíèå íàéäåíî íå áûëî; óòâåðæäàëîñü, ÷òî �óíêöèÿp ! íå ìîæåò èìåòü êàêîãî-ëèáî ñìûñëà [2℄.Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîâòîðíîå (èòåðèðîâàííîå)ïðèìåíåíèå îïåðàöèè (îáû÷íî îïåðàòîðà íåêîòîðîé íà-áëþäàåìîé âåëè÷èíû) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ¾ñòåïåíü¿îïåðàöèè; òàêîé ñìûñë èìåþò, â ÷àñòíîñòè, êâàäðàòêîîðäèíàòû è êâàäðàò èìïóëüñà. Ïî àíàëîãèè ìûèñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå áåç êðóãëûõ ñêîáîê. Â ýòèõîáîçíà÷åíèÿõ sin� îçíà÷àåò sin(�) , ln sin z îçíà÷àåòln(sin(z)) è ò. ï.; òàêèå æå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿâ òåêñòàõ ïî ýëåìåíòàðíîé àëãåáðå. ×òîáû èçáåæàòüäâóñìûñëåííîñòåé ïðè èòåðàöèÿõ, ìû èñïîëüçóåì ïðå-�èêñíîå îáîçíà÷åíèå Fa
torial z = Fa
torial(z) âìå-ñòî z! .Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �àêòîðèàë � ýòî èçâåñòíàÿìåðîìîð�íàÿ �óíêöèÿ, âûðàæàåìàÿ ÷åðåç �àììà-�óíê-öèþ [3℄ ñäâèíóòîãî íà åäèíèöó àðãóìåíòà. Èìåííî òàêèíòåðïðåòèðóåòñÿ �àêòîðèàë â àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêàõMathemati
a è Maple. Ôàêòîðèàë âåùåñòâåííîãî àðãó-ìåíòà ïîêàçàí íà ðèñ. 1.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå êâàäðàòíûé êîðåíü èç �àê-òîðèàëà åñòü ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ h , oòëè÷àþùàÿñÿòåì, ÷òî åå ïîâòîðíîå ïðèìåíåíèå äàåò �àêòîðèàë,ò. å. h h z = z! . Äëÿ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòàãðà�èê �óíêöèè p ! ïîêàçàí íà ðèñ. 2. Íèæå îïèñàíî,êàê ìîæíî âû÷èñëÿòü ýòó �óíêöèþ íå òîëüêî äëÿ âåùå-ñòâåííûõ, íî è äëÿ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà,èñïîëüçóÿ ñóïåð�óíêöèè [4�6℄.1. Ñóïåð�óíêöèèÏîñòðîåíèå íåöåëîé ñòåïåíè, ò. å. íåöåëîé èòåðàöèèêàêîé-ëèáî �óíêöèè (íàïðèìåð, pexp, ïðåäëîæåííîéâ [7�9℄, èëè p ! ), ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà êîíöåïöèèñóïåð�óíêöèè [4�6℄. Äëÿ çàäàííîé �óíêöèè H , êî-òîðóþ áóäåì íàçûâàòü íèæå ¾ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ¿,ñóïåð�óíêöèÿ F åñòü ãîëîìîð�íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿÀáåëÿ F(z+1) = H(F(z)). (1)

�èñ. 1. Ôàêòîðèàë âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà è ãðà�è-÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x! = x

�èñ. 2. à) y = Fa
torial(x) (äëèííûé øòðèõ);y = p ! (x) = Fa
torial1/2(x) (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è y == px! = Fa
torial(x)1/2 (êîðîòêèé øòðèõ); á) 
óïåð-�àêòîðèàë y = F(x) (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) â ñðàâíåíèèñ åãî àñèìïòîòîé y = 2+ exp(kx) (êîðîòêèé øòðèõ)



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 9Ýòîìó óðàâíåíèþ óæå îêîëî äâóõñîò ëåò [10�12℄, õîòÿâ 1827 ã. Íèëüñ Àáåëü íàïèñàë åãî â èíîé �îðìå, äëÿîáðàòíîé �óíêöèè F . Óðàâíåíèå (1) ïðèøëî â �èçèêóèç �åíîìåíîëîãè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿñèãíàëà F â îäíîðîäíîé îäíîìåðíîé íåëèíåéíîé ñèñòå-ìå, îòëè÷àþùåéñÿ òåì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ñèãíàëà íàåäèíè÷íîé äëèíå õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåäàòî÷íîé �óíê-öèåé H . Óðàâíåíèå (1) äîïóñêàåò è äðóãèå ïðèëîæåíèÿ,îáñóæäàåìûå íèæå â ï. 6.Â íåêîòîðîì ñìûñëå óðàâíåíèå (1) ýêâèâàëåíòíîóðàâíåíèþ Øð¼äåðà [13�17℄. Ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîìïðåîáðàçîâàíèè àðãóìåíòà êàæäîé îáðàòíîé �óíêöèèØð¼äåðà ñîîòâåòñòâóåò ñóïåð�óíêöèÿ, íî íå êàæäàÿñóïåð�óíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðîñòî âûðàæåíà ÷åðåç îá-ðàòíóþ �óíêöèþ Øð¼äåðà. Ïîýòîìó çäåñü ìû ïîëüçó-åìñÿ ñóïåð�óíêöèÿìè, à íå �óíêöèÿìè Øð¼äåðà.Ñóïåð�óíêöèÿ F îïðåäåëÿåò äðîáíóþ èòåðàöèþ H 
ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè H :H 
(z) = F �
+ F�1(z)� . (2)Ôóíêöèÿ H 
 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äðîáíàÿ ñòå-ïåíü �óíêöèè H , ïîòîìó ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò îæè-äàåìûì ñîîòíîøåíèÿìH1 =H , H 
+d(z) =H 
Hdz= H 
(Hd(z)),ò. å. äëÿ äâóõ ÷èñåë 
 è d èìååò ìåñòî òîæäå-ñòâî H 
 Hd = H 
+d , êàê åñëè áû H áûëà ÷èñëîì,à íå �óíêöèåé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè 
 = 1/2 ïîëîâèí-íàÿ èòåðàöèÿ h(z) = pH(z) = H1/2(z) ðàññìàòðèâà-åòñÿ êàê êâàäðàòíûé êîðåíü �óíêöèè H , òàê êàêh h z = h(h(z)) = H z = H(z). Â ýòîì ñìûñëå h2 = Hè h=pH .Íåêîòîðûå ñóïåð�óíêöèè (ñì. òàáë. 1) øèðîêî èç-âåñòíû; äëÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ íå òðåáóåòñÿ çíàòü, ÷òîîíè ÿâëÿþòñÿ ñóïåð�óíêöèÿìè. Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ(â òîì ÷èñëå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ) ñóïåð�óíêöèé áûëèïðåäëîæåíû òàêæå íà ñàéòàõ [5, 6, 18℄.Ñóïåð�óíêöèè îò ýêñïîíåíòû (òàáë. 1, ñòðîêà 4)ïîêà íå òàê øèðîêî èçâåñòíû, õîòÿ Õåëüìóò Êíåçåðïðåäëîæèë ïîëîâèííóþ èòåðàöèþ ýêñïîíåíòû, ò. å. �àê-òè÷åñêè pexp åùå â 1950 ã. [7℄. Ìû íàçûâàåì òåòðàöè-

åé tetb ñóïåð�óíêöèþ îò expb , òàêóþ, ÷òî tetb(0) = 1,è ãîëîìîð�íóþ íà ìíîæåñòâå C nfx 2 R : x 6 �2g , ò. å.ãîëîìîð�íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿtetb(z+1) = expb(tetb(z)). (3)Äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé z òåòðàöèÿ tetb(z) åñòü ðåçóëüòàòz-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ýêñïîíåíòû ê åäèíèöå:tetb z= expb�expb� . . . expb| {z }(1) . . . ��. (4)z-êðàòíîå ïðèìåíåíèå ýêñïîíåíòûÂû÷èñëåíèå òåòðàöèè tetb ïðè b>exp(1/e) , è â ÷àñòíî-ñòè äëÿ b = e è b = 2, îïèñàíî â ðàáîòàõ [9, 19, 22℄.Äëÿ b = e èìååòñÿ áûñòðàÿ àïïðîêñèìàöèÿ [20, 21℄.Âû÷èñëåíèå òåòðàöèè ïðè 1 < b < exp(1/e) , è â ÷àñò-íîñòè äëÿ b =p2, ðàññìîòðåíî â ðàáîòå [4℄.Íîâûå ñóïåð�óíêöèè ìîãóò ïîëó÷àòüñÿ ïðåîáðàçî-âàíèÿìè äðóãèõ, óæå îïèñàííûõ ñóïåð�óíêöèé. ÅñëèF ÿâëÿåòñÿ ñóïåð�óíêöèåé íåêîòîðîé ïåðåäàòî÷íîé�óíêöèè H , òî äðóãàÿ ñóïåð�óíêöèÿ F òîé æå ïå-ðåäàòî÷íîé �óíêöèè H ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðåîá-ðàçîâàíèåì F(z) = F(z + Æ(z)) , ãäå Æ åñòü íåêîòîðàÿãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì åäèíèöå. Íà-ïðèìåð, ñóïåð�óíêöèÿ, ïðèâåäåííàÿ â ñòðîêå 9 òàáë. 1,ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñóïåð�óíêöèè, ïðèâåäåííîéâ ñòðîêå 8 ïðè Æ(z) = � � i � ln(2)/2 = 
onst. Äëÿ áîëååñëîæíûõ �óíêöèé Æ ïðåîáðàçîâàííàÿ ñóïåð�óíöèÿ Fîáû÷íî èìååò áîëåå óçêóþ îáëàñòü ãîëîìîð�èçìà èëèïî êðàéíåé ìåðå áûñòðî ðàñòåò â íàïðàâëåíèè ìíèìîéîñè.Êðîìå òîãî, äëÿ ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ �óíêöèéP è Q íîâûå ïàðû (ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ, ñóïåð�óíê-öèÿ) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðåîáðàçîâàíèåì, óêàçàííûìâ ïîñëåäíåé ñòðî÷êå òàáë. 1, òàê ÷òî òàáëèöà ñóïåð-�óíêöèé ìîæåò áûòü ñóùåñòåííî äëèííåå.Òàáëèöó 1 ìîæíî ðàñøèðÿòü òàêæå ñ ïîìîùüþïðîèçâîëüíîé ïàðû F , F�1 áèãîëîìîð�íûõ �óíêöèé,äåêëàðèðóÿ F êàê ñóïåð�óíêöèþ è ñòðîÿ ñîîòâåòñòâóþ-ùóþ ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ ïî �îðìóëå (2) ïðè 
 = 1.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à,ò. å. äëÿ äàííîé ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè, à èìåííî äëÿÒ à á ë èö à 1Ïðèìåðû ñóïåð�óíêöèé� H(z) F(z) F�1(z) Êîììåíòàðèé1 z+1 b+ z z� b b 2 C2 b+ z bz+ 
 (z� 
)/b b 6= 03 bz+ 
 bz + 
1� b logb�z� 
1� b�4 bz tetb(z) tet�1b (z) (3), (4), [4, 9, 19�22℄5 zb exp(bz) logb� ln(z)� b > 06 ln(b+ ez) ln(bz) ez/b b 6= 07 (ab+zb)1/b az1/b (z/a)b a>0, b 6=08 2z2 � 1 
os(2z) log2(ar

os(z))9 2z2 � 1 
osh(2z) log2(ar

osh(z)) ñð. � 810 2z/(1�z2) tan(2z) log2(ar
tan(z))11 2z/(1+z2) tanh(2z) log2�2 ln�z+1z�1��12 Fa
torial(z) SuperFa
torial(z) Ar
SuperFa
torial(z) (6), (8)P(H(Q(z))) P(F(z)) F�1(Q(z)) P(Q(z)) = z5 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



10 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 1�àêòîðèàëà, ñòðîèòñÿ ñóïåð�óíêöèÿ F è åå îáðàòíàÿ�óíêöèÿ F�1 ; òîãäà ïðè 
 = 1/2 óðàâíåíèå (2) îïðåäå-ëÿåò �óíêöèþ p ! , äàâàÿ ñìûñë ýìáëåìå �èç�àêà Ì�Ó.2. Ôàêòîðèàë, àðê�àêòîðèàë è ñòàöèîíàðíûå òî÷êèÄëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóïåð�àêòîðèàëà è àðêñóïåð�àêòî-ðèàëà íóæíû ý��åêòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ �àêòîðèàëàè àðê�àêòîðèàëà. Êàðòû �àêòîðèàëà è àðê�àêòîðèàëàêîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà ïîêàçàíû íà ðèñ. 3 â êîîðäè-íàòàõ x = Re(z) , y = Im(z) ëèíèÿìè Re(Fa
torial(z)) == p = 
onst è Im(Fa
torial(z)) = q = 
onst. Òîëñòûåëèíèè ñîîòâåòñòâóþò öåëûì çíà÷åíèÿì p è q ; íà-ïðèìåð, íà êàðòå �àêòîðèàëà ëèíèè p = 1 ïåðåñåêà-þò ãîðèçîíòàëüíóþ ëèíèþ q = 0 â òî÷êàõ (x = 0,y = 0) è (x = 1, y = 0); ëèíèÿ p = 2 ïåðåñåêàåòãîðèçîíòàëüíóþ ëèíèþ q = 0 â òî÷êå (x = 2, y = 0);ëèíèÿ p= 6 ïåðåñåêàåò ãîðèçîíòàëüíóþ ëèíèþ q = 0â òî÷êå (x = 3, y = 0). Íà ýòèõ êàðòàõ ïðîìåæóòî÷íûåëèíèè ïðîâåäåíû ñ øàãîì 0.2. Â ïðàâîé ÷àñòè êàðòû�àêòîðèàëà (ëåâûé ãðà�èê) ïëîòíîñòü ëèíèé âåëèêàè îíè áû ñëèëèñü, ïîýòîìó òàì ïîêàçàíû òîëüêî ëèíèèp= 0 è q = 0. Êðîìå òîãî, ïëîòíîñòü ëèíèé âåëèêà(¾áåñêîíå÷íà¿) â îêðåñòíîñòÿõ ïîëþñîâ �óíêöèè �àê-òîðèàë; ïîëþñà îòìå÷åíû áåëûìè òî÷êàìè. Òàêîé æåñïîñîá èçîáðàæåíèÿ �óíêöèè åå êàðòîé èñïîëüçóåòñÿè íà äðóãèõ ðèñóíêàõ.Ê ñîæàëåíèþ, â àëãîðèòìè÷åñêèõ ÿçûêàõ ïîêà îò-ñóòñòâóþò ý��åêòèâíûå ïðîöåäóðû äëÿ âû÷èñëåíèÿàðê�àêòîðèàëà (Àðê�àììà, êàê è, íàïðèìåð, Àðê-Áåññåëü, ïîêà íå ïðåäñòàâëåíû â ñòàíäàðòíûõ ïàêåòàõ).Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ �àêòîðèàëà è àðê�àêòîðèàëàèñïîëüçîâàíû ïðîãðàììû [23℄, íàïèñàííûå íà ÿçû-êå C++.Ïðè âû÷èñëåíèè ñóïåð�óíêöèè îò íåêîòîðîé ïåðåäà-òî÷íîé �óíêöèè êëþ÷åâûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î åå ñòàöè-îíàðíûõ òî÷êàõ (fixed points [16, 17℄). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ�àêòîðèàëà ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Fa
torial(z) = z . Âåùåñòâåííûå ñòàöèîíàð-íûå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò àáñöèññàì ïåðåñå÷åíèé ãðà-�èêîâ y = Fa
torial x è y = x . Ýòè ãðà�èêè ïîêàçàíûíà ðèñ. 1.Äëÿ �àêòîðèàëà è àðê�àêòîðèàëà íàèáîëåå èçâåñò-íû ñòàöèîíàðíûå òî÷êè z= 1 è z= 2. �àçóìååòñÿ,ó �àêòîðèàëà èìååòñÿ òàêæå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îòðè-öàòåëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê. ×åòûðå èç íèõ âèäíûâ ëåâîì íèæíåì óãëó ðèñ. 1. Êàæäàÿ èç ñòàöèîíàð-íûõ òî÷åê ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿñóïåð�óíêöèè è íåöåëûõ ñòåïåíåé ïåðåäàòî÷íîé �óíê-öèè, ãîëîìîð�íûõ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êèè ñèíãóëÿðíûõ â äðóãèõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ [4℄. Òà-êèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ êâàäðàòíûõêîðíåé èç �àêòîðèàëà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà òîëüêî îäíà ðå-àëèçàöèÿ ñóïåð�àêòîðèàëà, è òîëüêî îäèí êîðåíü èç�àêòîðèàëà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíîé òî÷êå 2.Ýòîò âûáîð îáóñëîâëåí æåëàíèåì ïîñòðîèòü òàêîé p ! ,êîòîðûé íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò â ïîëîæèòåëüíîì íà-ïðàâëåíèè âåùåñòâåííîé îñè, ìåäëåííåå �àêòîðèàëàè ìåäëåííåå ëþáîé ðàñòóùåé ýêñïîíåíòû, íî áûñòðååëþáîãî ïîëèíîìà, ñîîòâåòñòâóÿ èíòóèòèâíîìó ïðåä-ñòàâëåíèþ î òàêîé �óíêöèè. Èìåííî ýòîò êîðåíü èç�àêòîðèàëà èçîáðàæåí â ëåâîé ÷àñòè ðèñ. 2 ñïëîøíîéêðèâîé. 3. Âû÷èñëåíèå ñóïåð�àêòîðèàëà�àññìîòðèì ñóïåð�àêòîðèàë F , êîòîðûé ñòðåìèòñÿê ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ 2 ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëü-íûõ çíà÷åíèÿõ âåùåñòâåííîé ÷àñòè àðãóìåíòà:Fa
torial(F(z)) = F(z+1), limx!�1F(x+ iy) = 2. (5)Ïî àíàëîãèè ñ ñóïåðýêñïîíåíòîé [4℄ èùåì ðåøåíèå Fâ âèäå F(z) =�� exp(kz)�, (6)

�èñ. 3. f = Fa
torial(z) (à) è f = Ar
Fa
torial(z) (á) â êîìïëåêñíîé z -ïëîñêîñòè; óðîâíè Re(f ) = p = 
onstè óðîâíè Im(f ) = q = 
onst ïîêàçàíû òîëñòûìè ëèíèÿìè äëÿ p=�6,�5,�4,�3,�2,�1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 è äëÿq =�6,�5,�4,�3,�2,�1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6
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�èñ. 4. Êàðòû �óíêöèé f = F è f =G â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî è íà ðèñ. 3

�èñ. 5. Ôóíêöèÿ f =p ! (z) = Fa
torial�1/2(z) , ðàññ÷èòàííàÿ ïî �îðìóëå (10) (à) è f =pexp(z) (á) â òåõ æåîáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî è íà ðèñ. 3, 4; òîëñòûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû óðîâíè p, q =�4,�3,�2,�1, 0, 1, 2, 3, 4 .ãäå k åñòü êîíñòàíòà, à �óíêöèÿ � èìååò ñìûñëîáðàòíîé �óíêöèè Øð¼äåðà. Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ(6) â óðàâíåíèå (5) äàåò óðàâíåíèå Øð¼äåðà [13, 14℄�(K") = Fa
torial ��(")�, (7)ãäå K = exp(k) . Èùåì ðåøåíèå â âèäå ðàçëîæåíèÿ
�(") = 2+ "+ NXn=2 un"n +O("N+1), (8)

ãäå u ñóòü ïîñòîÿííûå âåùåñòâåííûå êîý��èöèåíòû,à N åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîäñòàíîâêà òàêîãî ðàç-

ëîæåíèÿ â óðàâíåíèå Øð¼äåðà (7) äàåò çíà÷åíèåk= ln(K) = ln�3+ 2 Fa
torial0(0)�= ln(3� 2 
)�� 0.6127874523307,ãäå 
 = ��0(1) � 0.5772156649 åñòü ïîñòîÿííàÿ Ýéëå-ðà [3℄, è öåïî÷êó óðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ u . Èçýòèõ óðàâíåíèé íàõîäèìu2 = �2 +6
2 � 18
+612(3� 5
+2
2) � 0.798731835,u3 = ��36� 39�2 � 738
2 +324
+99�2
� 60�2
2 �� �4 +24
5 +594
3 � 120�(3)
+48�(3)
2 +6 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



12 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 1+12
3�2 +72�(3)� 204
4	�� �144(�18+ 69
� 104
2 +77
3 � 28
4 +4
5)	�1,ãäå �(z) = 1Pn=1 1nz åñòü äçåòà-�óíêöèÿ �èìàíà [3℄;�(3)� 1.202056903.Ïîõîæèå (íî áîëåå ãðîìîçäêèå) âûðàæåíèÿ ïîëó-÷àþòñÿ è äëÿ äðóãèõ êîý��èöèåíòîâ u ; çíà÷åíèÿ êî-ý��èöèåíòîâ ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Êðîìå òîãî, ïóñòüu0 = 2 è u1 = 1. ×àñòè÷íàÿ ñóììà (8) ïðè N = 20 äàåòïðèáëèæåíèå äëÿ ñóïåð�àêòîðèàëàF20(z) = 20Xn=0 un exp(knz),îáåñïå÷èâàÿ ïîðÿäêà 15 çíà÷èìûõ äåñÿòè÷íûõ öè�ðïðè Re(z) 6 �2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ F(z) ïðèRe(z) > �2 èñïîëüçóåòñÿ ðåêóððåíòíàÿ �îðìóëàF(z) = Fa
torial�F(z�1)�. Òàêèì îáðàçîì ðàñ÷èòûâàëñÿñóïåð�àêòîðèàë ïðè ïîñòðîåíèè ãðà�èêîâ íà ðèñ. 2 è 4.Ò à á ë èö à 2Êîý��èöèåíòû u è U â ðàçëîæåíèÿõ (8) è (9)n un Un2 0.7987318351724345 �0.79873183517243453 0.5778809754764832 0.69806411355936704 0.3939788096629718 �0.63396405575728155 0.2575339580323327 0.58841523579113996 0.1629019581037053 �0.55388875199365207 0.1002824191713524 0.52654790259859248 0.0603184725913977 �0.50419146042802159 0.0355544582258062 0.485452980029339210 0.0205859954874424 �0.4694346809094714Ñóïåð�àêòîðèàë F ÿâëÿåòñÿ öåëîé ïåðèîäè÷íîé�óíêöèåé. Åå ïåðèîäT = 2�i/k� 10.2534496811560279265772640691397 i÷èñòî ìíèìûé, òàê ÷òî ñòðóêòóðà íà ãðà�èêå ýòîé�óíêöèè íà ðèñ. 4 âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè òðàíñëÿöèÿõâäîëü ìíèìîé îñè. Âäîëü âåùåñòâåííîé îñè, ñóïåð-�àêòîðèàë F áûñòðî ðàñòåò; áûñòðåå, ÷åì ýêñïîíåíòà,è áûñòðåå, ÷åì òåòðàöèÿ [9℄.Â îêðåñòíîñòè ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè âåùåñòâåííîéîñè ãðà�èê ñóïåð�àêòîðèàëà èìååò êâàçèïåðèîäè÷íóþ¾�ðàêòàëüíóþ¿ ñòðóêòóðó, íàïîìèíàþùóþ ïîâåäåíèåðàñòóùèõ ñóïåðýêñïîíåíò [4, 22℄. Âåðîÿòíî, è äðóãèåãîëîìîð�íûå �óíêöèè, ðàñòóùèå áûñòðåå ëþáîé êîíå÷-íîé èòåðàöèè ýêñïîíåíòû (ò. å. exp
 ïðè �èêñèðîâàí-íîì 
 ), âåäóò ñåáÿ òàêèì îáðàçîì.4. Àðêñóïåð�àêòîðèàëÎáðàòíàÿ �óíêöèÿ îò ñóïåð�àêòîðèàëà, ò. å. àðê-ñóïåð�àêòîðèàë G = F�1 , ïîêàçàíà íà ðèñ. 4, á. Ýòà�óíêöèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà îáðàùåíèåì àñèìïòî-òè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (8):G(z) = 1k log NXn=1Un(z� 2)n +O(z� 2)N+1! , (9)ãäå U1 = 1 è U2 =�u2 . Ôóíêöèÿ InverseSeries èç àëãî-ðèòìè÷åñêîãî ÿçûêà ¾Mathemati
a¿ (ñì. òàêæå �îðìóëó

3.6.25 èç [3℄) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü êîý��èöèåíòû U÷åðåç êîý��èöèåíòû u òî÷íî; ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿêîý��èöèåíòîâ U ïðèâåäåíû â ïðàâîì ñòîëáöå òàáë. 2.×àñòè÷íàÿ ñóììà (9) ïðè N = 20 äàåò ïðèáëèæåíèåäëÿ G(z) ñ 15 êîððåêòíûìè äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè ïðèjz� 2j 6 0.1. Äëÿ èíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà ìîæåò èñ-ïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèå G(z) = G�Ar
Fa
torial(z)�+1.Èòåðàöèè àðê�àêòîðèàëà ñõîäÿòñÿ ê çíà÷åíèþ 2; ïîñëåíåñêîëüêèõ òàêèõ èòåðàöèé àðêñóïåð�àêòîðèàë ìîæåòáûòü àïïðîêñèìèðîâàí âûðàæåíèåì (9). Ïðè èñïîëü-çîâàíèè ïåðåìåííûõ 
omplex double òàêèì îáðàçîììîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïîðÿäêà 14 çíà÷àùèõ öè�ð.Âû÷èñëåíèå ý��åêòèâíî: ãåíåðàöèÿ êàæäîãî èç ïðåä-ñòàâëåííûõ çäåñü ðèñóíêîâ çàíèìàåò ïîðÿäêà ñåêóíäû.Àðêñóïåð�àêòîðèàë G = F�1 ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîð�íîé�óíêöèåé â îáëàñòè C n fx 2 R : x 6 2g . Âäîëü âå-ùåñòâåííîé îñè àðêñóïåð�àêòîðèàë ðàñòåò äî áåñêî-íå÷íîñòè, õîòÿ è ìåäëåííî; ìåäëåííåå, ÷åì ëîãàðè�ì,è ìåäëåííåå, ÷åì àðêòåòðàöèÿ [9℄. Ñòîëü æå ìåäëåí-íûé ðîñò ìîäóëÿ àðêñóïåð�àêòîðèàëà èìååò ìåñòî ïðèóäàëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò â ëþáîì íàïðàâëåíèè,êðîìå îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ âåùåñòâåííîé îñè.×èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ �óíêöèè G ; ðàçðåçîáëàñòè ãîëîìîð�èçìà íà ðèñ. 4 ïðîâåäåí â ñòîðîíóîòðèöàòåëüíîé ÷àñòè âåùåñòâåííîé îñè.5. Êâàäðàòíûé êîðåíü èç �àêòîðèàëàÂûáîð ñóïåð�àêòîðèàëà F è àðêñóïåð�àêòîðèàëàG çàäàåò ëþáóþ, â ÷àñòíîñòè äðîáíóþ è äàæå êîì-ïëåêñíóþ, ñòåïåíü �àêòîðèàëà; �óíêöèÿ ìîæåò èòåðè-ðîâàòüñÿ êîìïëåêñíîå ÷èñëî ðàç. Â ñëó÷àå ñòåïåíè 1/2êîìáèíàöèÿ (2) ñóïåð�àêòîðèàëà è àðêñóïåð�àêòîðèàëàäàåò �óíêöèþ p ! , ò. å. ¾êîðåíü èç �àêòîðèàëà¿:p ! (z) = Fa
torial1/2(z) = F�1/2+G(z)�. (10)Ïîâåäåíèå ýòîé �óíêöèè â êîìïëåêñíîé ïëîñêî-ñòè ïîêàçàíî íà ðèñ. 5,à. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íàðèñ. 5, á ïîêàçàí êâàäðàòíûé êîðåíü èç ýêñïîíåíòûpexp(z) = tet�1/2 + tet�1(z)�, ãäå òåòðàöèÿ tet åñòü ñó-ïåð�óíêöèÿ îò ýêñïîíåíòû, ò. å. ãîëîìîð�íîå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (3) ïðè b = e . Áûñòðîå ÷èñëåííîå ïðåäñòàâ-ëåíèå òåòðàöèè tet, ãîëîìîð�íîé â îáëàñòè C nfx 2 R :x 6 �2g , è àðêòåòðàöèè tet�1 îïèñàííî â ðàáîòå [20℄;ïðîãðàììà íà ÿçûêå Mathemati
a äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíê-öèé tet è tet�1 äîñòóïíà íà ñàéòå [21℄. Àðêòåòðàöèÿèíîãäà íàçûâàåòñÿ åùå ¾superlogarithm¿ [24℄, õîòÿ îíàè íå ÿâëÿòñÿ ñóïåð�óíêöèåé ëîãàðè�ìà.Ïîñòðîåííûé p ! ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîð�íîé �óíêöèåéâ äîìåíå C n fx 2 R : x 6 �g , ãäå � =minx>0 (x!) � 0.8856.Êàðòà �óíêöèè p ! ïîõîæà íà êàðòó �óíêöèè pexpè äàæå â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîùå: p ! èìååò òîëüêîîäíó òî÷êó âåòâëåíèÿ è òîëüêî îäèí ðàçðåç, â òî âðåìÿêàê pexp èìååò äâå òî÷êè âåòâëåíèÿ è äâà ðàçðåçà.Ôóíêöèÿ p ! äëÿ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòàïîêàçàíà íà ðèñ. 2. Â öåëîì ýòà �óíêöèÿ ñîîòâåò-ñòâóåò èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì î åå ïîâåäåíèè. Â÷àñòíîñòè, âäîëü âåùåñòâåííîé îñè p ! ðàñòåò áûñòðååëþáîãî ïîëèíîìà, íî ìåäëåííåå ëþáîé ýêñïîíåíòû.
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torial
 è exp
ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû è äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé 
 .Â ÷àñòíîñòè, ïðè 
 = 1 �óíêöèÿ Fa
torial
 ñòàíîâèòñÿîáû÷íûì �àêòîðèàëîì; ïðè 
 =�1 ýòî àðê�àêòîðèàë;à ïðè 
 = 0 ýòî èäåíòè÷íàÿ �óíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîéðàâíî çíà÷åíèþ åå àðãóìåíòà. Äëÿ öåëûõ ïîëîæèòåëü-íûõ çíà÷åíèé 
 
 -êðàòíàÿ èòåðàöèÿ �àêòîðèàëà ìîæåòèíòåðïðåòèðîâàòüñÿ îáû÷íûì îáðàçîì:Fa
torial
(z) = Fa
torial�Fa
torial�. . . Fa
torial| {z }(z) . . .��.
-êðàòíîå ïðèìåíåíèå �àêòîðèàëàÓðàâíåíèå (2) îïðåäåëÿåò ïëàâíûé (ãîëîìîð�íûé)ïåðåõîä îò ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè ê åå îáðàòíîé. Òàêèåïåðåõîäû ñóùåñòâóþò íå òîëüêî äëÿ �àêòîðèàëà, íîè äëÿ äðóãèõ ïåðåäàòî÷íûõ �óíêöèé.6. Ôèçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿXîòÿ íà ñåãîäíÿ íåèçâåñòíû ðàñïðåäåëåííûå �èçè-÷åñêèå ñèñòåìû ñ �àêòîðèàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé �óíê-öèåé, óæå ñàì �àêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñóïåð�àêòîðèàëàè ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèè p ! äàåò íàäåæäó ñòðîèòüñóïåð�óíêöèè äëÿ ïåðåäàòî÷íûõ �óíêöèé ðåàëüíûõ�èçè÷åñêèõ ñèñòåì. �àññìîòðèì âîçìîæíûå �èçè÷åñêèåïðèëîæåíèÿ �îðìàëèçìà ñóïåð�óíêöèé.Â èññëåäîâàíèÿõ íåëèíåéíîãî îòêëèêà îïòè÷åñêèõìàòåðèàëîâ îáðàçåö ïðåäïîëàãàåòñÿ îïòè÷åñêè òîíêèì;òîãäà èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ïðè ïðîõîæäåíèè îá-ðàçöà èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî è ìîæíî ãîâîðèòü,íàïðèìåð, î ïîãëîùåíèè ïðè íåêîòîðîì �èêñèðîâàííîìçíà÷åíèè èíòåíñèâíîñòè. Îäíàêî ïðè íåçíà÷èòåëüíîìèçìåíåíèè èíòåíñèâíîñòè òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ ïîãëîùå-íèÿ íåâûñîêà. �åêîíñòðóêöèÿ ñóïåð�óíêöèè ïî ïåðåäà-òî÷íîé �óíêöèè îáðàçöà ìîæåò ïîçâîëèòü óâåëè÷èòüîïòè÷åñêóþ òîëùèíó îáðàçöà è óëó÷øèòü òî÷íîñòü.Â ÷àñòíîñòè, ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ îáðàçöà ïîëîâèí-íîé òîëùèíû ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì êîðíåì (ò. å. ïî-ëîâèííîé èòåðàöèåé) ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè èñõîäíîãîîáðàçöà.Â íåëèíåéíîé àêóñòèêå èìååò ñìûñë èññëåäîâàíèåïîãëîùåíèÿ óäàðíûõ âîëí â îäíîðîäíîé òðóáå � ãëó-øèòåëå. Èñïîëüçîâàíèå ñóïåð�óíêöèé ìîæåò ïîìî÷üâîññòàíîâèòü ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ ãëóøèòåëÿ ïðî-èçâîëüíîé äëèíû.Äëÿ àíàëèçà ïðîöåññà êîíäåíñàöèè ìîãóò èñïîëü-çîâàòüñÿ âåðòèêàëüíàÿ òðóáà ñ ïàðàìè è ìàëåíüêèåêàïëè æèäêîñòè, äè��óíäèðóþùèå âíèç ñêâîçü ýòèïàðû. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðè �èêñèðîâàííîì äàâ-ëåíèè ïàðîâ ìàññà êàïëè íà âûõîäå áóäåò ïåðåäàòî÷íîé�óíêöèåé îò åå ìàññû íà âõîäå. Êâàäðàòíûé êîðåíü (ïî-ëîâèííàÿ èòåðàöèÿ) ýòîé ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè áóäåòïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé òðóáû ïîëîâèííîé äëèíû.Åñëè ñíåæíûé êîì êàòèòñÿ ñ ëàâèíîîïàñíîãî ñêëîíà,òî åãî ìàññà ðàñòåò êàê �óíêöèÿ F îò ðàññòîÿíèÿ,êîòîðîå îí ïðîêàòèëñÿ. Èññëåäîâàòü ýòî ÿâëåíèå ëó÷øåíà áåçîïàñíîì õîëìå, ãäå åñòü âîçìîæíîñòü èçìåðÿòüìàññó êîìà ïîñëå ñêàòûâàíèÿ êàê ïåðåäàòî÷íóþ �óíê-öèþ H èñõîäíîé ìàññû. Òîãäà F � ñóïåð�óíêöèÿ.Åñëè òðåáóåòñÿ ñêîíñòðóèðîâàòü îïåðàöèîíííûéýëåìåíò ñ �àêòîðèàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåéè ïðåäëàãàåòñÿ ðåàëèçîâàòü ýòîò ýëåìåíò ñ âèäå ïîñëå-

äîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ïàðû èäåíòè÷íûõ ýëåìåíòîâ,òî êàæäûé èç ýòèõ äâóõ ýëåìåíòîâ äîëæåí èìåòüïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ p ! , ïîêàçàííóþ íà ðèñ. 2.Èçâëå÷åíèå êîðíåé èç �óíêöèé ìîæåò èìåòü è äðó-ãèå (âåðîÿòíî, íåîæèäàííûå) ïðèëîæåíèÿ è èñïîëü-çîâàòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ, ðàñòóùèõ áûñòðååëþáîãî ïîëèíîìà, íî ìåäëåííåå ëþáîé ýêñïîíåíòû.Òåîðåòè÷åñêàÿ íàóêà äîëæíà áûòü ãîòîâà ê òàêèìïðèëîæåíèÿì. Â ÷àñòíîñòè, ñóïåðýêñïîíåíòà, ñóïåð�àê-òîðèàë, pexp è p ! äîëæíû áûòü ïîäíÿòû äî ñòàòóñàñïåöèàëüíûõ �óíêöèé.Çàêëþ÷åíèåÑóïåð�àêòîðèàë ïîñòðîåí êàê ñóïåð�óíêöèÿ �àê-òîðèàëà, ò. å. ãîëîìîð�íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5).Äëÿ äàííîé ïåðåäàòî÷íîé �óêöèè H íà îñíîâå ååñóïåð�óíêöèè è àðêñóïåð�óíêöèè ïðîèçâîëüíàÿ ñòå-ïåíü 
 �óíêöèè H âûðàæàåòñÿ óðàâíåíèåì (2). ÄëÿH = Fa
torial è 
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