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Îòðàæåíèå âîëíû êîíå÷íîé àìïëèòóäû îò �ðîíòà èñêðèâëåííîéóäàðíîé âîëíûÅ.Ñ. �ðèøå÷êèí, Ô.Â. ØóãàåâaÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò, êà�åäðàêâàíòîâîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ïîëÿ. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a shugaev�phys.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 20.04.2009, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 22.10.2009�àññìîòðåíî ïàäåíèå âîëíû êîíå÷íîé àìïëèòóäû íà �ðîíò íåñòàöèîíàðíîé óäàðíîé âîëíû ïðîèç-âîëüíîé �îðìû ñî ñòîðîíû ñæàòîãî ãàçà. Ïîëó÷åíî â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùååïàðàìåòðû îòðàæåííîé âîëíû ñ ïàðàìåòðàìè ïàäàþùåé âîëíû, êðèâèçíîé è èíòåíñèâíîñòüþ óäàðíîéâîëíû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåñòàöèîíàðíàÿ èñêðèâëåííàÿ óäàðíàÿ âîëíà, êðèâèçíà óäàðíîé âîëíû, âîëíà ñæàòèÿ,âîëíà ðàçðåæåíèÿ, óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.ÓÄÊ: 533.6.011.72. PACS: 51.20.+d.

ÂâåäåíèåÂçàèìîäåéñòâèå óäàðíîé âîëíû ñ ìàëûìè âîçìóùå-íèÿìè èññëåäîâàëîñü ðÿäîì àâòîðîâ [1, 2℄. Âçàèìîäåé-ñòâèå ïëîñêèõ óäàðíûõ âîëí ìåæäó ñîáîé, à òàêæåñëàáûõ óäàðíûõ âîëí ñ âîëíàìè ðàçðåæåíèÿ è ñæàòèÿðàññìîòðåíî â êíèãå [3℄.Íèæå àíàëèçèðóåòñÿ çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè èñ-êðèâëåííîé íåñòàöèîíàðíîé óäàðíîé âîëíû ñ âîëíîéêîíå÷íîé àìïëèòóäû, ïàäàþùåé íà �ðîíò óäàðíîé âîë-íû ñî ñòîðîíû ñæàòîãî ãàçà. Ñàìà âîëíà ðàñïðîñòðàíÿ-åòñÿ ïî îäíîðîäíîìó ïîêîÿùåìóñÿ ãàçó. Èñïîëüçóþòñÿëàãðàíæåâû ïåðåìåííûå.1. Õàðàêòåðèñòèêè óðàâíåíèé ÝéëåðàÒå÷åíèå èäåàëüíîãî ãàçà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâ-íåíèé Ýéëåðà, êîòîðàÿ â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõèìååò ñëåäóþùèé âèä:�V i�t + 1�gjk �p�uj �xi�uk = 0,1� ���t + gjk�V i�uj �xi�uk = 0,i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3; k= 1, 2, 3.Çäåñü V i � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, � � ïëîòíîñòü, p �äàâëåíèå, xi � ýéëåðîâû êîîðäèíàòû ÷àñòèöû, gjk �êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà.Ôóíêöèè xi = xi , V i , p , � çàâèñÿò îò âðåìåíè tè ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ u1, u2, u3 = � , ãäå u� ,� = 1, 2, � êîîðäèíàòû âäîëü �ðîíòà âîëíû, � �ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé �ðîíò âîëíû ïåðåñåêàåòðàññìàòðèâàåìóþ ÷àñòèöó. Êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòûìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà òàêîâû:g�� = �xm�u� �xm�u� ,g�3 = g3� = �xm�u� �xm�� = �xm�u� nm = 0,�= 1, 2; � = 1, 2.

Çäåñü  � ñêîðîñòü çâóêà, nm åñòü ïðîåêöèÿ âíåøíåéåäèíè÷íîé íîðìàëè ê �ðîíòó âîëíû. Êîíòðàâàðèàíòíûåêîìïîíåíòû ðàâíû g�3 = g3� = 0. Âåëè÷èíà g33 = 12 .Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äèññèïàöèÿ îòñóòñòâóåò: �s�t = 0,ãäå s � ýíòðîïèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå���t = 12 �p�t .Óìíîæèì óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè íà  . Ñèñòåìà ïðè-íèìàåò âèä�V i�t + 1� �p�� ni + 1�g�� �p�u� �xi�u� = 0,1� �p�t + �V i�� ni + g�� �V i�u� �xi�u� = 0.Ñîñòàâèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ óðàâíåíèé ñèñòå-ìû, óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà âåêòîð li è äîáàâèâê ïîëó÷åííîé ñóììå óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè:li �V i�t + 1� �p�t + ni �V i�� + 1� �p�� lini ++ 1�g�� �p�u� �xi�u� li + g�� �V i�u� �xi�u� = 0.Ïîëó÷åííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé ãàçîäèíà-ìèêè áóäåò ñîäåðæàòü òîëüêî âíóòðåííèå ïðîèçâîäíûåïî îòíîøåíèþ ê ãèïåðïîâåðõíîñòè â ÷åòûðåõìåðíîìïðîñòðàíñòâå u1,u2, �, t ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëèli = ni . Ïðè ýòîì èìååìni �V i�t + 1� �p�t + ni �V i�� + 1� �p�� + g�� �V i�u� �xi�u� = 0.Ââîäÿ îïåðàòîð ddt+ = ��t + ��� , ïîëó÷èìni dV idt+ + 1� dpdt+ + g�� �V i�u� �xi�u� = 0. (1)�àññìîòðèì äè��åðåíöèðîâàíèå âäîëü ëó÷à â ïðî-òèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèèddt� = ��t � ��� .



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 29Ïðîèçâåäÿ çàìåíó ni )�ni , �)�� , ïîëó÷èì àíàëî-ãè÷íîå óðàâíåíèåni dV idt� � 1� dpdt� � g�� �V i�u� �xi�u� = 0. (2)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìûíåîáõîäèìî äîáàâèòü ê äâóì ïîñëåäíèì óðàâíåíèÿìâûðàæåíèå äëÿ ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ íà ïëîñêîñòü, êà-ñàòåëüíóþ ê �ðîíòó, è âûðàæåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ åäè-íè÷íîé íîðìàëè [3℄:�V i�t �xi�u� =�1� �p�u� , dnidt =�g�� ��u� �xi�u� , �= 1, 2.(3)Óðàâíåíèÿ (1)�(3) îáðàçóþò ïîëíóþ õàðàêòåðèñòè÷å-ñêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýéëåðà.2. Îòðàæåíèå âîëíû êîíå÷íîé àìïëèòóäûîò �ðîíòà óäàðíîé âîëíûÏåðåéäåì ê òå÷åíèþ çà óäàðíîé âîëíîé. Ââåäåì�s � ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé �ðîíò óäàðíîé âîë-íû ïåðåñåêàåò ðàññìàòðèâàåìóþ ÷àñòèöó. Ñîîòíîøåíèåìåæäó �s è � òàêîâî: d�s = 2"Gd� , ãäå " = �1�2 , G �ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíîé âîëíû, èíäåêñû ¾1¿è ¾2¿ îòíîñÿòñÿ ê ñîñòîÿíèþ ïåðåä è çà âîëíîé ñîîòâåò-ñòâåííî. Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûéìîìåíò âðåìåíè �ðîíò ïðèõîäÿùåé âîëíû âîçìóùåíèÿñîâïàäàåò ñ �ðîíòîì óäàðíîé âîëíû. Óðàâíåíèÿ (1)è (2) çàïèøóòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:ni dV i2dts + 1�22 dp2dts =��1� "G2 ��ni �V i2�� + 1�22 �p2���++22(1� ")GH ,ni dV i2dts � 1�22 dp2dts =�1+ "G2 ��ni �V i2�t � 1�22 �p2����� 22(1� ")GH ,2H = g��b�� , b�� � òåíçîð êðèâèçíû óäàðíîé âîëíû,H � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà �ðîíòà óäàðíîé âîëíû, îïåðàòîðddts = ��t + ���s . Ìû ó÷ëè çíà÷åíèå ñêîðîñòè çà âîëíîéV i2 = (1 � ")Gni , à òàêæå ïðîèçâîäíóþ íîðìàëè âäîëü�ðîíòà [4℄�ni�u� =�g��b�� �xi�u� , �= 1, 2; �= 1, 2.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ íà óäàðíîéâîëíå äëÿ ñîâåðøåííîãî ãàçà, à òàêæå ââîäÿ �èçè÷åñêèåâåëè÷èíû âìåñòî ïðîèçâîäíûõ ïî �s , íàéäåì îêîí÷à-òåëüíî:�ni �V i2�l � 1�22 �p2�l �� =
= K1�ni �V i2�l + 1�22 �p2�l �+ +K21H , (4)

K1 =� (+1)(M2 � 1)�1+pf1/f2�2
�1+M2 �1� 2pf1/f2���1+M2 �1+ 2pf1/f2�� ,K2 = 8(M4 � 1)(+1)M �1+pf1/f2��1+M2 �1+ 2pf1/f2�� ,

f1 = 2+ (� 1)M2, f2 = 2M2 � +1.Çäåñü M � ÷èñëî Ìàõà óäàðíîé âîëíû,  = Cp/Cv �îòíîøåíèå óäåëüíûõ òåïëîåìêîñòåé, îñü l íàïðàâëåíàâäîëü âíåøíåé íîðìàëè ê �ðîíòó âîëíû.Êîìáèíàöèè�ni �V i2�l + 1�22 �p2�l �+ , �ni �V i2�l � 1�22 �p2�l ��îòíîñÿòñÿ ê ïàäàþùåé � duidt = ni� è îòðàæåííîé� duidt =�ni� âîëíå ñîîòâåòñòâåííî. Ôèçè÷åñêèé ñìûñëêîý��èöèåíòîâ K1, K2 òàêîâ. Âåëè÷èíà K1 åñòü êî-ý��èöèåíò îòðàæåíèÿ âîçìóùåíèÿ îò �ðîíòà ïëîñêîéóäàðíîé âîëíû. Âåëè÷èíà K2 îïðåäåëÿåò àìïëèòóäóâîçìóùåíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ ïî ñæàòîìó ãàçóîò �ðîíòà óäàðíîé âîëíû åäèíè÷íîé êðèâèçíû ïðèîòñóòñòâèè âîçìóùåíèÿ, ïðèõîäÿùåãî ê óäàðíîé âîëíå.Êîý��èöèåíòû K1 < 0 è K2 > 0 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðèM! 1. Çàâèñèìîñòü ýòèõ êîý��èöèåíòîâ îò ÷èñëàÌàõà ( = 1.4;  = 5/3) ïîêàçàíà íà ðèñóíêå.

Çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ K1, K2 îò ÷èñëà Ìàõà.Êðèâûå 1, 2 � K2 , 3, 4 � K1 , 1, 3 �  = 1.4 , 2, 4 � = 5/3Êàê èçâåñòíî, â ñëó÷àå ïëîñêîé óäàðíîé âîëíû(H = 0) ïàäàþùàÿ íà íåå âîëíà ðàçðåæåíèÿ îòðà-æàåòñÿ â âèäå âîëíû ñæàòèÿ è íàîáîðîò. Çà ïëîñ-êîé óäàðíîé âîëíîé ñóùåñòâóþò ïàäàþùåå è îò-ðàæåííîå âîçìóùåíèÿ, èñêëþ÷àÿ òðèâèàëüíûé ñëó-÷àé, êîãäà òå÷åíèå çà ýòîé âîëíîé îäíîðîäíî. �àñ-ñìîòðèì îñîáåííîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè H 6= 0. ÏðèH = �K1 �ni �V i2�l + 1�22 �p2�l �+.(K21) îòðàæåííîå âîçìó-ùåíèå îòñóòñòâóåò. Â ñëó÷àå ñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîë-íû (H > 0) ïðè H >�K1 �ni �V i2�l + 1�22 �p2�l �+.(K21) âîë-íà ðàçðåæåíèÿ îòðàæàåòñÿ â âèäå âîëíû ðàçðåæåíèÿ.Â ñëó÷àå ðàñõîäÿùåéñÿ óäàðíîé âîëíû (H < 0) ïðèH < �K1 �ni �V i2�l + 1�22 �p2�l �+.(K21) âîëíà ñæàòèÿ îòðà-æàåòñÿ â âèäå âîëíû ñæàòèÿ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõïðîöåññ âçàèìîäåéñòâèÿ êà÷åñòâåííî òîò æå ñàìûé, ÷òîè äëÿ ïëîñêîé óäàðíîé âîëíû. Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíè-åì (4), ïîëó÷àåì â ëèíåéíîì ñëó÷àå (àìïëèòóäû âîçìó-ùåíèé è êðèâèçíà óäàðíîé âîëíû ìàëû) âûðàæåíèå äëÿèíâàðèàíòà �èìàíà r� â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîéòî÷êè r� �u1,u2, t+ ��= BAr+ �u1,u2, ��+15 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



30 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 1+4(A+B) �M2 � 1�pf1f2AM2(+1)2 21(t+ �)H ,�=� (+1) �M2 � 1��1+pf1/f2�2 (t+ �),
r� = niV i2 � Z dp2�22 , r+ = niV i2 + Z dp2�22 .Âåëè÷èíà t + � ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîé. Ïðè M = 1èíâàðèàíò r� íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ò. å. îòðàæåííàÿâîëíà îòñóòñòâóåò, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü.Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ñîîòíîøå-íèå äëÿ ïàðàìåòðîâ îòðàæåííîé âîëíû êîíå÷íîé àì-

ïëèòóäû ïðè âçàèìîäåéñòâèè ìåæäó óäàðíîé âîëíîéè ïàäàþùåé íà íåå âîëíîé ðàçðåæåíèÿ èëè ñæàòèÿ.Âûïîëíåí àíàëèç ý��åêòîâ, âîçíèêàþùèõ çà ñ÷åò êðè-âèçíû óäàðíîé âîëíû: îòñóòñòâèå îòðàæåííîé âîëíûïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ êðèâèçíû, èçìåíåíèå òèïàîòðàæåíèÿ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. MKenzie J.F., Westpfal K.O. // Phys. Fl. 1968. 11. P. 2350.2. Shugaev F.V., Shtemenko L.S. Propagation and refletion ofshok waves. Singapore; New Jersey; London; Hong Kong,1998.3. �îæäåñòâåíñêèé Á.Ë., ßíåíêî Í.Í. Ñèñòåìû êâàçèëèíåé-íûõ óðàâíåíèé. Ì., 1978.4. Thomas T.Y. Conepts from tensor analysis and differentialgeometry. N.Y., 1966.The refletion of a wave of finite amplitude from a urvilinear unsteady shok waveE.S. Grishehkin, F.V. ShugaevaDepartment of Quantum Statistis and Field Theory, Faulty of Physis, M.V. Lomonosov Mosow StateUniversity, Mosow 119991, Russia.E-mail: a shugaev�phys.msu.ru.The refletion of a wave of finite amplitude from a urvilinear unsteady shok wave has been analyzed. A formulahas been obtained in losed form. The refletion oeffiient depends on the urvature of the shok, too.Keywords: unsteady urvilinear shok wave, shok urvature, ompression wave, rarefation wave, Euler equations.PACS: 51.20.+d.Reeived 20 April 2009.English version: Mosow University Physis Bulletin 1(2010).Ñâåäåíèÿ îá àâòîðàõ1. �ðèøå÷êèí Åâãåíèé Ñåðãååâè÷ � àñïèðàíò.2. Øóãàåâ Ôåäîð Âàñèëüåâè÷ � äîêò. �èç.-ìàò. íàóê, ïðî�åññîð; òåë.: (495) 939-28-16, e-mail: shugaev�phys.msu.ru.


