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.jpÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 29.11.2009, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 24.12.2009Ëîãèñòè÷åñëÿÿ ïðîáëåìà ñ�îðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ ñóïåð�óíêöèè è àáåëü-�óíêöèè äëÿ êâàä-ðàòè÷íîé ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè H(z) = uz(1� z) . Ñóïåð�óíêöèÿ F êàê ãîëîìîð�íîå ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ H(F(z)) = F(z+1) îáîáùàåò ëîãèñòè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F(z) íà ñëó÷àé êîìïëåêñíûõçíà÷åíèé z . Ïðåäëîæåí ý��åêòèâíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè F è åå îáðàòíîé �óíêöèè (ò. å.àáåëü-�óíêöèè) G , òàêîé ÷òî F�G(z)� = z . Ïîñòðîåíà ïîëîâèííàÿ èòåðàöèÿ h(z) = F(1/2 +G(z)) ;â øèðîêîé îáëàñòè çíà÷åíèé z èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå h(h(z)) = H(z). Äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿu= 4, ñóïåð�óíêöèÿ F è àáåëü-�óíêöèÿ G âûðàæåíû â òåðìèíàõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, êîíòèíóàëüíîå îáîáùåíèå, ñóïåð�óíêöèè, íåöåëûå èòåðà-öèè, ãîëîìîð�íîå ðàñøèðåíèå, àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå.ÓÄÊ: 517.98, 501. PACS: 02.30.Ks, 02.30.Zz, 02.30.Gp, 02.30.Sa.

ÂâåäåíèåËîãèñòè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F îïðåäåëÿåòñÿðåêóðñèåé H(F(z)) = F(z+1) (1)è íà÷àëüíûì óñëîâèåì F(0) äëÿ êâàäðàòè÷íîé ïåðåäà-òî÷íîé �óíêöèè H(z) = uz(1� z), (2)ãäå u ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïàðàìåòðîì. Îáû÷íîñ÷èòàåòñÿ, ÷òî 0 < F(0) < 1. Â ïóáëèêàöèÿõ î ëîãèñòè-÷åñêîì óðàâíåíèè z ñ÷èòàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì [1�5℄; ïðèçàäàííîì F(0) óðàâíåíèå (1) îïðåäåëÿåò F(1), F(2),F(3), . . .Â íàñòîÿùåé ðàáîòå �îðìàëèçì ñóïåð�óíêöèé [6�12℄ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãîëîìîð�íîãî ðàñ-øèðåíèÿ �óíêöèè F . Äëÿ ýòîãî ðàñøèðåíèÿ ñòðîèòñÿîáðàòíàÿ �óíêöèÿ G = F�1 , òîãäà ìîãóò âû÷èñëÿòüñÿíåöåëûå èòåðàöèè ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèèH 
(z) = F(
+G(z)). (3)Ïðè 
 = 1/2 ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïîëîâèííóþèòåðàöèþ ëîãèñòè÷åñêîé ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè, ò. å.

�óíêöèþ h=pH = H1/2 , òàêóþ ÷òîhhz= h(h(z)) =H(z). (4)Ïîëîâèííûå èòåðàöèè äëÿ ïåðåäàòî÷íûõ �óíêöèé expè Fa
torial ðàññìîòðåííû â ðàáîòàõ [6, 10℄. Äëÿ êâàä-ðàòè÷íîé ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè (2) ãðà�èê ïîëîâèí-íîé èòåðàöèè ïîêàçàí íà ðèñ. 1 òîëñòîé êðèâîé äëÿu= 3 (à), u= 4 (á) è u= 5 (â). Îñòàëüíûå êðèâûåñîîòâåòñòâóþò èòåðàöèÿì ñ íîìåðàìè 0.2, 0.8 è 1,ò. å. H1/5 , H4/5 , è H1 = H , äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé u .Íóëåâàÿ èòåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò èäåíòè÷íîé �óíêöèèH0 , êîòîðàÿ âñåãäà èìååò çíà÷åíèå, ðàâíîå çíà÷åíèþ ååàðãóìåíòà.Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ îïèñàíî âû÷èñëåíèå �óíê-öèé F è G è îáñóæäàåòñÿ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòèñîîòíîøåíèÿ (4). 1. Ñóïåð�óíêöèÿÄëÿ òîãî ÷òîáû ñäåëàòü ãîëîìîð�íîå ðàñøèðåíèå,íàäî ðàáîòàòü â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Êâàäðàòè÷íàÿ�óíêöèÿ H , ðàññ÷èòàííàÿ ïî �îðìóëå (2), ïîêàçàíà íàâåðõíèõ ãðà�èêàõ ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ f = H(z) ïîñòðîåíàâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè z äëÿ u= 3 (à), u= 4 (á)

�èñ. 1. �àçëè÷íûå èòåðàöèè H 
(x) êàê �óíêöèè âåùåñòâåííîãî x äëÿ u= 3 (à), u = 4 (á) è u= 5 (â).Êðèâàÿ 1 � 
 = 1, 2 � 
 = 0.8, 3 � 
 = 0.5, 4 � 
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�èñ. 2. Êàðòû ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè H(z) (âåðõíèé ðÿä èçáðàæåíèé), ïîëîâèííîé èòåðàöèè (âòîðîé ðÿä),ñóïåð�óíêöèè F(z) (òðåòèé ðÿä) è àáåëü-�óíêöèè G(z) (íèæíèé ðÿä) â ïëîñêîñòè z= x+ iy äëÿ u= 3(ñëåâà), 4 (ïî öåíòðó) è 5 (ñïðàâà)



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 25è u= 5 (â). Ïðîâåäåíû óðîâíè p = Re(f ) = 
onstè óðîâíè q = Im(f ) = 
onst; òîëñòûå êðèâûå ñîîòâåò-ñòâóþò öåëûì çíà÷åíèÿì.Âòîðîé ðÿä èçîáðàæåíèé íà ðèñ. 2 ïîêàçûâàåòâ òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ ïîëîâèííóþ èòåðàöèþ h ïî�îðìóëå (3) ïðè 
 = 1/2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëîâèííîéèòåðàöèè èñïîëüçîâàíû ñóïåð�óíêöèÿ F è àáåëü-�óíê-öèÿ G . Ýòè �óíêöèè ïîñòðîåíû â äâóõ íèæíèõ ðÿäàõèçîáðàæåíèé íà ðèñ. 2 äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé ïàðà-ìåòðà u .Ïðè ïîñòðîåíèè ñóïåð�óíêöèè F êëþ÷åâûì ÿâ-ëÿåòñÿ âîïðîñ î ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ ïåðåäàòî÷íîé�óíêöèè H , êîòîðûå ñóòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿH(z) = z. (5)Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè H , ðàññ÷è-òàííîé ïî �îðìóëå (2), óðàâíåíåíèå (5) èìååò äâàðåøåíèÿ: z= 0 è z= 1 = 1/u . Ïåðâîå èç ýòèõ ðåøåíèéíå çàâèñèò îò u . Íèæå ýòî ðåøåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿïîñòðîåíèÿ ñóïåð�óíêöèè.Äëÿ âåùåñòâåííîé ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè (2) ñ âå-ùåñòâåííîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé �îðìàëèçì [8, 10℄óêàçûâàåò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿñóïåð�óíêöèè F :F(z) = N�1Xn=1 Cnunz +O(uNz). (6)Ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëåíèÿ (6) â óðàâíåíèå (1) äàåòöåïî÷êó óðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ C . Ìîæíî ïî-ëîæèòü C1 = 1; èçìåíåíèå ýòîãî êîý��èöèåíòà ñîîòâåò-ñòâóåò ëèøü òðàíñëÿöèè ðåøåíèÿ âäîëü âåùåñòâåííîéîñè. Òîãäà C2 = 11� u ,C3 = 2(1� u)(1� u2) ,C4 = 5+ u(1� u)(1� u2)(1� u3) .
(7)

�àçëîæåíèå (6) äàåò ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñóïåð�óíê-öèè F ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ âåùå-ñòâåííîé ÷àñòè àðãóìåíòà. Äëÿ èíûõ çíà÷åíèé ðåêóð-ðåíòíîå âûðàæåíèåF(z) = H(F(z� 1)) (8)ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ óìåíüøåíèÿ âåùåñòâåííîé÷àñòè àðãóìåíòà; ýòî äàåò àêêóðàòíûé è áûñòðûéñïîñîá âû÷èñëåíèÿ. Êàðòà �óíêöèè F â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè ïîêàçàíà â òðåòüåì ðÿäó èçîáðàæåíèé íàðèñ. 2 äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé u= 3, u= 4, u= 5.Ñóïåð�óíêöèÿ F ÿâëÿåòñÿ öåëîé è ïåðèîäè÷íîé.Äëÿ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà u åå ïåðèîäT = 2�i/ ln(u) (9)÷èñòî ìíèìûé. Â îêðåñòíîñòè ëó÷à Im(z) = Im(T/2),Re(z)! +1 ñóïåð�óíêöèÿ F(z) èìååò áîëüøèå çíà-÷åíèÿ è áîëüøèå ïðîèçâîäíûå, òàê ÷òî ëèíèè äîëæíûñëèâàòüñÿ; ýòà ÷àñòü ãðà�èêà îñòàëàñü ïóñòîé.Ïåðèîäè÷íîñòü âñòðå÷àåòñÿ è ó äðóãèõ âåùåñòâåí-íûõ ðåãóëÿðíûõ ñóïåð�óíêöèé, ïîñòðîåííûõ ïðè âåùå-ñòâåííûõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè

[8, 10℄. Ýêñïîíåíòà, ò. å. ñóïåð�óíêöèÿ îò ëèíåéíîéïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè, òîæå ïåðèîäè÷íà ñ ìíèìûìïåðèîäîì, ýòî æå ìîæíî ñêàçàòü è î ãîëîìîð�íîìðàñøèðåíèè ñóïåð�àêòîðèàëà [10℄. Âïðî÷åì, íèæå,â ðàçäåëå 6, ðàññìîòðåíî èíîå ðàñøèðåíèå, ó êîòîðîãîåñòü òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷íîñòü, è àñèìï-òîòè÷åñêèé ïåðèîä íå ÷èñòî ìíèìûé.Âäîëü âåùåñòâåííîé îñè ñóïåð�óíêöèÿ F ãëàä-êàÿ; îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà �1 è îñöèëëèðóåòïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Ôóíêöèÿ Fîãðàíè÷åíà âäîëü âåùåñòâåííîé îñè ïðè u6 4. Ïðèá�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà â íåêîòîðûõ èíòåðâàëàõñóïåð�óíêöèÿ ïðèíèìàåò áîëüø�èå îòðèöàòåëüíûå çíà-÷åíèÿ. Êàê è âñÿêàÿ ãîëîìîð�íàÿ �óíêöèÿ, �óíêöèÿ Fìîæåò áûòü îáðàùåíà. Îáðàòíàÿ �óíêöèÿ ðàññìîòðåíàâ ñëåäóþùåì ðàçäåëå.2. Àáåëü-�óíêöèÿÄëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëîâèííîé èòåðàöèè (ñì. ââåäå-íèå), òðåáóåòñÿ îáðàòíàÿ �óíêöèÿ îò ñóïåð�óíêöèè F .Òàêàÿ îáðàòíàÿ �óíêöèÿ G = F�1 ìîæåò íàçûâàòüñÿ�óíêöèåé Àáåëÿ, èëè àáåëü-�óíêöèåé, ïîòîìó ÷òî îíàóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Àáåëÿ [8�10℄G(H(z)) =G(z) + 1. (10)Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå àáåëü-�óíêöèè ìîæåòáûòü ïîëó÷åíî îáðàùåíèåì ðàçëîæåíèÿ (6):G(z) = logu N�1Xn=1 snzn +O�zN�!. (11)Öåïî÷êà óðàâíåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ s ìîæåò áûòüíàéäåíà òàêæå ïîäñòàíîâêîé ðàçëîæåíèÿ (11) â óðàâ-íåíèå Àáåëÿ (10) è ïîñëåäóþùèì àñèìïòîòè÷åñêèìàíàëèçîì. Â ÷àñòíîñòè,s1 = 1,s2 = 1u� 1,s3 = 2u(u� 1)(u2 � 1) ,s4 = (u2 � 5)u(u� 1)(u2 � 1)(u3 � 1) .
(12)

Îáîðâàííàÿ ñåðèÿ (11) õîðîøî àïïðîêñèìèðóåò G(z)ïðè jzj � 1. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ìîæåòèñïîëüçîâàòüñÿ ðåêóððåíòíàÿ �îðìóëàG(z) =G(H�1(z)) + 1, (13)ãäå H�1(z) = 1/2�p1/4� z/u. (14)Ïðåäñòàâëåíèå àáåëü-�óíêöèè ÷åðåç âûðàæåíèÿ(11), (13) îáåñïå÷èâàåò áûñòðîå è àêêóðàòíîå âû÷èñ-ëåíèå. Â ÷àñòíîñòè, òàêîé àëãîðèòì èñïîëüçîâàí ïðèïîñòðîåíèè íèæíåãî ðÿäà èçîáðàæåíèé íà ðèñ. 2.Êîãäà F , G óæå âûáðàíû, 
 -ÿ èòåðàöèÿ ïåðåäàòî÷-íîé �óíêöèè, ò. å. H 
 , îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî ÷èñ-ëà 
 ñîîòíîøåíèåì (3). Òàêèå èòåðàöèè óäîâëåòâîðÿþòñîîòíîøåíèþ H 
(Hd(z)) =H 
+d(z), (15)13 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 2



26 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 2ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ íåêîòîðîé îáëàñòè çíà÷åíèé z .Äëÿ öåëûõ çíà÷åíèé 
 
 -êðàòíàÿ èòåðàöèÿ � ýòî ïðî-ñòî ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ïåðåäàòî÷íîé �óíê-öèè, îñóùåñòâëÿåìîå 
 ðàç:H 
(z) = H�H(. . .H| {z }
 ðàç (z) . . .)�. (16)
Äëÿ 
 = 1/2 ïîëîâèííàÿ èòåðàöèÿ H1/2 ïîêàçàíà íàðèñ. 1 è 2. Ýòà �óíêöèÿ èìååò ðàçðåç, êîòîðûé íà÷èíà-åòñÿ ìåæäó 1/2 è åäèíèöåé è óõîäèò âäîëü âåùåñòâåíîéîñè íà áåñêîíå÷íîñòü. Òàêîé ðàçðåç, â ÷àñòíîñòè, îãðà-íè÷èâàåò îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ñîîòíîøåíèÿ (4).3. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ñîîòíîøåíèÿ hh=HÎáû÷íî îáðàòíàÿ �óíêöèÿ íåêîòîðîé öåëîé �óíê-öèè èìååò òî÷êè âåòâëåíèÿ è ðàçðåçû; òîëüêî èñ-êëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ. Ïîýòîìó ñî-îòíîøåíèå G(H(z)) = z äîëæíî èìåòü îãðàíè÷åííóþîáëàñòü ïðèìåíèìîñòè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îãðàíè-÷åííà è îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ñîîòíîøåíèÿ (15).Ïîâåäåíèå �óíêöèè f = H1/2�H1/2(z)� ïîêàçàíî íàðèñ. 3 äëÿ u = 3, 4, 5. Â ëåâîé ÷àñòè êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè êàðòû ñóòü óâåëè÷åíèÿ öåíòðàëüíûõ ÷àñòåéèçîáðàæåíèé â âåðõíåé ÷àñòè ðèñ. 2. Ñòóïåí÷àòàÿëèíèÿ ïîêàçûâàåò ãðàíèöó ïðèìåíèìîñòè ñîîòíîøåíèÿH(z) = H1/2�H1/2(z)� . �àçðåçû âäîëü âåùåñòâåíîé îñèïîêàçàíû ïóíêòèðîì.Ñîîòíîøåíèå (4) èìååò ìåñòî íà çíà÷èòåëüíîé ÷àñòèêîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. �àçóìååòñÿ, îíî íå ìîæåò áûòüñïðàâåäëèâî íà âñåé êîìïëåêñíîé ïîñêîñòè, ïîñêîëüêóèí�îðìàöèÿ î òîì, íà êîòîðîé èç ñâîèõ îñöèëëÿöèé�óíêöèÿ F ïðèíÿëà íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå çíà÷å-íèå, ïîòåðÿíà íà ïåðâîé îïåðàöèè ïðè âû÷èñëåíèèïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (3). Ïîõîæèå îãðàíè÷åíèÿèìåþò ìåñòî è äëÿ äðóãèõ ïåðåäàòî÷íûõ �óíêöèé,â ÷àñòíîñòè äëÿ �óíêöèé pexp è pFa
torial, ðàññìîò-ðåííûõ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè [6�8, 10, 11℄.Ìîíîòîííîñòü �óíêöèè H = exp ïîçâîëÿåò ñîîò-íîøåíèþ (15) âûïîëíÿòüñÿ âäîëü âåùåñòâåííîé îñè.Ìîíîòîííîñòü �óíêöèè H = Fa
torial ïîçâîëÿåò ñîîò-íîøåíèþ (15) âûïîëíÿòüñÿ ïðè z> 1. Àíàëîãè÷íûìîáðàçîì â ñëó÷àå ëîãèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà H , çàäàí-

íîãî óðàâíåíèåì (2), ñîîòíîøåíèå (15) ñïðàâåäëèâî ïîêðàéíåé ìåðå äëÿ Re(z)6 1/2.Àáåëü-�óíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ äëÿ íåêîòîðîé ñòàöèî-íàðíîé òî÷êè, ñèíãóëÿðíà â äðóãîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå.Ïðè ýòîì íåöåëàÿ èòåðàöèÿ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèèìîæåò èìåòü òå æå ñèíãóëÿðíîñòè, à èìåííî òî÷êèâåòâëåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðåçû îãðàíè÷èâàþò îá-ëàñòü ïðèìåíèìîñòè ñîîòíîøåíèé (15) è (4). (�àçó-ìååòñÿ, àáåëü-�óíêöèÿ è ñîîòâåòñòâåííî íåöåëàÿ èòå-ðàöèÿ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè ìîæåò áûòü ñèíãóëÿðíàòàêæå è â îáåèõ ñòàöèîíàðíûõ òî÷êàõ, êàê, íàïðèìåð,pexp, êîòîðûé, îäíàêî, ðåãóëÿðåí âäîëü âåùåñòâåííîéîñè [10, 11℄.)Íåêîòîðûå ðàçðåçû îáëàñòè ãîëîìîð�èçìà ïîêàçàíûíà ðèñ. 2 òîëñòûìè ÷åðíûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.Íîâûå ìîäè�èêàöèè àáåëü-�óíêöèé (è ñîîòâåòñòâóþ-ùèå íåöåëûå èòåðàöèè ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè) ìîãóòáûòü ïîëó÷åíû ïåðåäâèæåíèåì ðàçðåçîâ àíàëîãè÷íî òî-ìó, êàê ýòî ñäåëàíî ñ àðêòåòðàöèåé (àáåëü-ýêñïîíåíòîé)â ðàáîòå [12℄. Îáû÷íî òàêèå ìîäè�èêàöèè èìåþò áîëååñëîæíóþ ñòðóêòóðó.4. Ñëó÷àè u= 3.5699 è u= 3.8284Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû äâà ñïåöèàëüíûõñëó÷àÿ: u = 3.5699 è u = 3.8284. Ýòè çíà÷åíèÿñîîòâåòñòâóþò ãðàíèöàì ìåæäó ðåãóëÿðíûì, èððå-ãóëÿðíûì è õàîòè÷íûì ïîâåäåíèåì [14, 15℄. Ïðèu = 1 = p8 � 3.5699 äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèìñ íóëåâûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà. Òî÷êà ðîæäåíèÿ öèê-ëà ïåðèîäà òðè ñîîòâåòñòâóåò u� 3.8284; â îêðåñòíîñòèýòîé òî÷êè õàîñ èñ÷åçàåò ïî ñöåíàðèþ Ïîìî�Ìàííå-âèëÿ (Pomeau�Manneville s
enario) [5, 17, 18℄; ýòîçíà÷åíèå ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿòåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Âïðî÷åì, ïðè ïîñòðîåíèè ãî-ëîìîð�íîãî ðàñøèðåíèÿ ëîãèñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ïðè ðàçíûõ çà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà u èñïîëüçóåòñÿîäèí è òîò æå àëãîðèòì.Íà ðèñ. 4 êàðòû �óíêöèè F ïîêàçàíû äëÿu = 3.5699 è äëÿ u = 3.8284. �èñ. 5 ïîêàçûâàåòïîâåäåíèå F âäîëü âåùåñòâåííîé îñè äëÿ ýòèõ äâóõñëó÷àåâ. Â öåëîì âèä ýòèõ �óíêöèé ñîîòâåòñòâóåòòîìó, ÷òî ìîæíî áûëî áû îæèäàòü èç ðàññìîòðåíèÿ èõïðè äèñêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Â ÷àñòíîñòè, ïðèu = 3.5699 ìîæíî âèäåòü ïåðèîäè÷íûé òðåíä ñ ïåðèî-

�èñ. 3. Ôóíêöèÿ f = H0.5(H0.5(z)) â ïëîñêîñòè z= x+ iy äëÿ u= 3 4 è 5
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�èñ. 4. Êàðòû �óíêöèè F ïðè u = 3.5699 è 3.8284 â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî è íà ðèñ. 2

�èñ. 5. �ðà�èê ñóïåð�óíêöèè F âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà äëà u = 3.5699 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) è äëÿu = 3.8284 (ïóíêòèð)äîì äâà; ïðè ðàñøèðåíè ãðà�èêà âïðàâî íàáëþäàåòñÿóäâîåíèå ýòîãî ïåðèîäà è ïðî÷èå ý��åêòû, óæå íåñâÿçàííûå ñ ãîëîìîð�íûì ðàñøèðåíèåì. Â êîìïëåêñ-íîé ïëîñêîñòè ïåðåõîä îò îäíîãî ðåæèìà ê äðóãîìóâûãëÿäèò ïëàâíûì; íà ðèñ. 4 íå âèäíî êà÷åñòâåííîãîðàçëè÷èÿ ìåæäó ýòèìè ñëó÷àÿìè.5. Ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé u = 4Ïðè u= 4, ñóïåð�óíêöèÿ è àáåëü-�óíêöèÿ ëîãè-ñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå�óíêöèè. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæíî íàéòè, ïîëüçóÿñüòàáëèöåé ñóïåð�óíêöèé. Ñòðîêà 8 òàáë. 1 èç ðàáî-òû [10℄ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèèH0(z) = 2z2 � 1, (17)ñóïåð�óíêöèè F0(z) = 
os(2z) (18)è àáåëü-�óíêöèèG0(z) = log2(ar

os(z)). (19)Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå èç ïîñëåäíåé ñòðîêè òîé òàáëè-öû, ïðè ëèíåéíûõ �óíêöèÿõP(z) = (1� z)/2 (20)è Q(z) = 1� 2z (21)äàåò íîâóþ ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþH1(z) = P�H(Q(z))�= 4z(1� z), (22)êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé H , âû÷èñ-ëåííîé ïî �îðìóëå (2), ïðè u= 4, ñóïåð�óíêöèþF1(z) = P(F0(z)) = 12�1� 
os(2z)� (23)

è àáåëü-�óíêöèþG1(z) =G0�Q(z)�= log2 � ar

os(1� 2z)�. (24)Ôóíêöèè F1 è G1 ñâÿçàíû ñ F è G , ïîêàçàííûìèâ öåíòðàëüíîì ñòîëáöå ðèñ. 2, ïðîñòûìè òðàíñëÿöèÿìè:F(z) = F1(z+1), G(z) = F1(z� 1).Ñóïåð�óíêöèÿ F âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà ïîêàçàíàíà ðèñ. 6 äëÿ u = 3.99 (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ), u= 4(ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), u = 4.01 (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ). Êàêè ìîæíî áûëî îæèäàòü, ñïëîøíàÿ êðèâàÿ âûãëÿäèòâïîëíå ðåãóëÿðíîé.Ñðàâíåíèå ¾òî÷íûõ¿ âûðàæåíèé äëÿ F è G ÷å-ðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè (23) è (24) ñ ÷èñëåííûìèðåàëèçàöèÿìè ýòèõ �óíêöèé ÷åðåç àñèìïòîòè÷åñêèåðàçëîæåíèÿ (6), (11) è ðåêóððåíòíûå �îðìóëû (8), (13)ïîäòâåðæäàþò õîðîøóþ òî÷íîñòü ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé.Ïîðÿäêà 14 çíà÷àùèõ öè�ð ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ èñ-ïîëüçîâåíèåì ïåðåìåííûõ 
omplex double.6. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà 1� 1/uÑòàöèîíàðíàÿ òî÷êà z = 1 � 1/u òîæå ìîæåò èñ-ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñóïåð�óíêöèè îò ïåðåäà-òî÷íîé �óíêöèè (2). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñóïåð�óíêöèÿâûðàæàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè â âèäå ðàçëîæåíèÿ
F(z) = u� 1u + N�1Xn�1 dn�(u� 2)z 
os(�z+ �)�n ++O�(u� 2)z 
os(�z+ �)�N , (25)14 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 2
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�èñ. 6. F(x) êàê �óíêöèÿ âåùåñòâåííîãî x ïðè u = 3.99 (øòðèõîâàÿ êðèâàÿ), u= 4 (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ)è u = 4.01 (ïóíêòèðíà êðèâàÿ)

�èñ. 7. Êàðòà ñóïåð�óíêöèè F ïî �îðìóëàì (25), (8) äëÿ u = 4, �= 0 (ââåðõó), è F(x) äëÿ âåùåñòâåííîãî xïðè u= 3.99, 4, 4.01 (âíèçó)ãäå �àçà � è êîý��èöèåíòû d ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòà-ìè. Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå (1) äàåò öåïî÷êó óðàâ-íåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ. Ìîæíî ïîëîæèòü d1 = 1,òîãäà[-2pt℄d2 = �u(u� 1)(u� 2) ,d3 = �u2(u� 1)(u� 2)(u� 3) , (26)d4 = �(u� 7)3u3(u� 2)(u� 3)(u3 � 8u2 +22u� 21) .

Òàêèå ÿçûêè, êàê Mathemati
a, ïîçâîëÿþò âûðàçèòüïîðÿäêà äåñÿòè ýòèõ êîý��èöèåíòîâ â òåðìèíàõ ýëå-ìåíòàðíûõ �óíêöèé. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî àïïðîêñè-ìèðîâàòü ñóïåð�óíêöèþ, ïîêà ý��åêòèâíûé ïàðàìåòððàçëîæåíèÿ, ò. å. (u� 2)z 
os(�z+ �) , ìàë. Îáîðâàííàÿñåðèÿ äàåò ïîðÿäêà äåñÿòêà çíà÷àùèõ öè�ð ïðè�j Im(z)j+ ln(u� 2)Re(z) <�4. (27)�àñøèðåíèå ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (8) äàåò ý��åêòèâíûéàëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòîé �óíêöèè. Ýòîò àëãîðèòìèñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè ðèñ. 7. �èñóíîê ñäåëàí äëÿ



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 29ñëó÷àÿ �= 0. Íà âåðõíåì ãðà�èêå êàðòà ñóïåð�óíê-öèè F ïîêàçàíà äëÿ u= 4; íà íèæíåì ãðà�èêå F(x)ïîñòðîåíà äëÿ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé x ïðè u= 3.99,4, 4.01, ò. å. ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ, ÷òî è íà ðèñ. 6.Ñóïåð�óíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì, àñèìï-òîòè÷åñêè ïåðèîäè÷íà; àñèìïòîòè÷åñêèé ïåðèîäT = 2�iln(u� 2) + �i (28)â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è T� â íèæíåé ïîëóïëîñ-êîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïðè u= 4 �îðìóëà (28) äàåòT ��1.907159353+ 0.4207872484i ; ýòà êâàçèïåðèîäè÷-íîñòü âèäíà â âåðõíåé ÷àñòè ðèñ. 7. Òàêàÿ êâàçèïå-ðèîäè÷íîñòü ïðåäîïðåäåëÿåòñÿ ëèäèðóþùèì ñëàãàåìûìâ ðàçëîæåíèè (25). Êâàçèïåðèîäè÷íîå ïîâåäåíèå èìå-åòñÿ è ó äðóãèõ ñóïåð�óíêöèé [6�8, 10℄. Â îáëàñòèñ êâàçèïåðèîäè÷íûì ïîâåäåíèåì ðèñ. 3 íàïîìèíàåò�ðàêòàë. 7. Îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîèçâîäíóþÏåðåìåííàÿ z â óðàâíåíèÿõ (6), (8) ìîæåò èìåòüñìûñë âðåìåíè. Òîãäà ñóïåð�óíêöèÿ F ìîæåò èíòåð-ïðåòèðîâàòüñÿ êàê íåêèé ãëàäêèé, áåñêîíå÷íî äè�-�åðåíöèðóåìûé �èçè÷åñêèé ïðîöåññ. Ïðè èçìåðåíèèâ äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè òàêîé ïðîöåññ ìîæåòãåíåðèðîâàòü ëîãèñòè÷åñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïðèu= 4 ïðåäñòàâëåíèå (23) äàåò âðåìåííóþ ïðîèçâîäíóþ:F(z) = F1(z+1) = 12�1� 
os(2z+1)�,F 0(z) = ln(2) 2z sin(2z+1). (29)
Ïðè âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ z âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî:jF 0(z)j6 ln(2) 2z. (30)Ýòà æå îöåíêà äåðæèòñÿ ïðè u < 4. Ïðè u > 4 âîçìî-æåí äâîéíîé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò:jF(z)j < exp(2z), (31)÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêå 5 òàáë. 1 èç [10℄; â ýòîìñëó÷àå êâàäðàòè÷íîå ñëàãàåìîå â ðàçëîæåíèè ïåðå-äàòî÷íîé �óíêöèè äîìèíèðóåò. Òîãäà îãðàíè÷åíèå íàïðîèçâîäíóþ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäåjF 0(z)j< ln(2) 2z exp(2z). (32)Òàêèì îáðàçîì, ãîëîìîð�íîå ðàñøèðåíèå âåäåò ê îöåí-êå ñêîðîñòè ðîñòà ëîãèñòè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.8. Äðóãèå ñóïåð�óíêöèè�îëîìîð�íîå ðàñøèðåíèå F ëîãèñòè÷åñêèõ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé íå óíèêàëüíî. Ýòî ðàñøèðåíèå ìîæåòáûòü ïîñòðîåíî íà ëþáîé èç ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ëîãè-ñòè÷åñêîé ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè H(z) .Êðîìå òîãî, íîâûå ñóïåð�óíêöèè �F ìîãóò áûòüâûðàæåíû â òåðìèíàõ óæå ïîñòðîåííûõ ñóïåð�óíêöèéïðè ïåðèîäè÷åñêîì ïðåîáðàçîâàíèè àðãóìåíòà:�F(z) = F(z+ "(z)), (33)ãäå " åñòü íåêîòîðàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðè-îäîì åäèíèöà, ãîëîìîð�íàÿ ïî êðàéíåé ìåðå â íåêî-òîðîé îêðåñòíîñòè âåùåñòâåííîé îñè. Ïðåîáðàçîâàííàÿ

ñóïåð�óíêöèÿ ìîæåò áûñòðî ðàñòè â íàïðàâëåíèè ìíè-ìîé îñè è äàæå èìåòü ñèíãóëÿðíîñòè. Ñóïåð�óíêöèÿF , âû÷èñëåííàÿ ïî �îðìóëàì (6), (8), ïðåäñòàâëÿåòñÿåäèíñòâåííîé (ñ òî÷íîñòüþ äî òðàíñëÿöèé) öåëîé ïåðè-îäè÷íîé ñóïåð�óíêöèåé ñ ÷èñòî ìíèìûì ïåðèîäîì. Ýì-ïèðè÷åñêîå íàáëþäåíèå ðàçëè÷íûõ ãîëîìîð�íûõ ðàñ-øèðåíèé ìîæåò áûòü îáîáùåíî â âèäå íèæåñëåäóþùåéãèïîòåçû, êîíæåêöèè.�èïîòåçà. Äëÿ ëþáîãî u > 2 ëþáîå ãîëîìîð�íîåðàñøèðåíèå F ëîãèñòè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ò. å.ðåøåíèå óðàâíåíèÿ F(z+1) = uF(z)(1� F(z)) , êîòîðîåíå ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç (6), (8), ðàñòåò, êàêìèìèìóì, ýêñïîíåíöèàëüíî â íàïðàâëåíèè ìíèìîé îñè.Â ãèïîòåçå âûäâèíóòî ïðåäïîëîæåíèå î åäèíñòâåí-íîñòè ãîëîìîð�íîãî ðàñøèðåíèÿ F ëîãèñòè÷åñêîé ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè. Åå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî (è, âîç-ìîæíî, óòî÷íåíèå �îðìóëèðîâêè) ìîæåò áûòü òåìîéäëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ.Çàêëþ÷åíèåÍåò íè÷åãî ñïåöè�è÷åñêîãî â ëîãèñòè÷åñêîé ïåðå-äàòî÷íîé �óíêöèè; åå ñóïåð�óíêöèè è àáåëü-�óíêöèèìîãóò ñòðîèòüñÿ ïî îáû÷íûì ïðîöåäóðàì [7, 8, 10, 12℄.Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (6) äîïóñêàåò ý��åêòèâ-íîå (áûñòðîå è aêêóðàòíîå) âû÷èñëåíèå ñóïåð�óíêöèè,ò. å. ãîëîìîð�íîãî ðàñøèðåíèÿ F ëîãèñòè÷åñêîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè è îáðàòíîé �óíêöèè G . Ëîãèñòè÷åñêàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü F(z) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíàêàê áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûé ïðîöåññ, èçìåðÿå-ìûé ïðè öåëûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè z . Â ÷àñòíîñòè, ïðèu= 4 ýòîò ïðîöåññ âûðàæàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé �óíêöè-åé (23).Ïðè çàäàííîé ñóïåð�óíêöèè F è àáåëü-�óíêöèèG = F�1 íåöåëûå èòåðàöèè H 
 ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèèìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïî �îð-ìóëå (3). Ïðè 
 = 1/2 ýòî äàåò ïîëîâèííóþ èòåðàöèþ,êîòîðàÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êâàäðàòíûé êîðåíüèç ëîãèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà. Ýòà �óíêöèÿ ïîêàçàíà íàðèñ. 1 è 4. Ïðè u= 4, ýòà ïîëîâèííàÿ èòåðàöèÿ âûðà-æàåòñÿ â òåðìèíàõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé (23), (24).�îëîìîð�íîå ðàñøèðåíèå ìîæíî ñòðîèòü è äëÿ äðó-ãèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîëîâèííàÿ èòåðàöèÿ îïåðà-òîðà äèñêðåòíîé ýâîëþöèè ìîæåò ñòðîèòüñÿ íà îñíîâåóæå äîëîæåííûõ ìåòîäîâ [6�13℄. Ïðè ãîëîìîð�íîìïðîäîëæåíèè â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü ëîãèñòè÷åñêàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàíîâèòñÿ ðåãóëÿðíîé. �îñò ãîëî-ìîð�íûõ ðàñøèðåíèé â íàïðàâëåíèè ìíèìîé îñè ïîç-âîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè, õîòÿñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû ìîæåò áûòü òåìîé äëÿáóäóùåé ðàáîòû.�àáîòà âûïîëíåíà ïî ïðåäëîæåíèþ Ï.Â. Åëþòèíà(¾...Çàäà÷à, ïîíÿòíàÿ êàê �êîíòèíóàëüíîå îáîáùåíèåëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ�, áóäåò ñòîèòü âàøèõ óñè-ëèé¿ [19℄) è ïîñâÿùàåòñÿ ó÷èòåëÿì êâàíòîâîé ìå-õàíèêè [19, 20℄. Àâòîð áëàãîäàðåí À. Â. Áîðèñîâó,�. Òðàïïìàííó (Henryk Trappmann) è ó÷àñòíèêàì åãî�îðóìà [21℄ çà âàæíûå îáñóæäåíèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Tufillaro N., Tyler A., Jeremiah R. An experimental ap-proa
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