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Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ â êâàíòîâîì âîëíîâîäå â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçèÈ.À. ÀäîÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà ìàòåìàòèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: ado�matematika.phys.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 14.04.2010, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 29.04.2010Â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè ðàññìîòðåíà çàäà÷à ðàññåÿíèÿ â êâàíòîâîì âîëíîâîäå. Óñòàíîâëåíîñîîòíîøåíèå ìåæäó ñòàöèîíàðíûì è íåñòàöèîíàðíûì îïðåäåëåíèÿìè ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ, êâàíòîâûé âîëíîâîä, ìîäåëü ñèëüíîé ñâÿçè.ÓÄÊ: 51-73. PACS: 03.65.Nk, 73.21.Hb, 73.23.Ad.

ÂâåäåíèåÌîäåëü ñèëüíîé ñâÿçè ÿâëÿåòñÿ øèðîêî ðàñïðîñòðà-íåííîé â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ â �èçèêå òâåðäîãîòåëà [1, 2℄. Â ÷àñòíîñòè, èçó÷åíèå ðàçíîñòíîé àïïðîêñè-ìàöèè óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà ïðèâîäèò ê ìîäåëè ñèëü-íîé ñâÿçè [3℄. Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ ìîäåëè ñèëüíîéñâÿçè âîçíèêàåò ïðè ðàñ÷åòå êîý��èöèåíòîâ ïåðåíîñàâ ïðèáëèæåíèè òåîðèè ëèíåéíîãî îòêëèêà. Ñîãëàñíîòåîðèè Ëàíäàóýðà�Áóòèêåðà, ïðîâîäèìîñòü âûðàæàåòñÿ÷åðåç êîý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ â ìàòðèöå ðàññåÿ-íèÿ, ïîíèìàåìîé êàê ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç êîý��è-öèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ [4, 5℄. Â àáñòðàêò-íîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ïîíèìàåòñÿêàê ìàòðèöà îïåðàòîðà ðàññåÿíèÿ â ñïåêòðàëüíîì ïðåä-ñòàâëåíèè íåâîçìóùåííîãî îïåðàòîðà ýâîëþöèè. ×àñòîýòè äâà ïîäõîäà íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî ñòàöèîíàð-íûì è íåñòàöèîíàðíûì. Âîçíèêàåò ïðîáëåìà ñîãëàñîâà-íèÿ äâóõ óïîìÿíóòûõ îïðåäåëåíèé ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ,ðåøåíèå êîòîðîé ïîçâîëèò ïðèìåíÿòü ìîùíûå ìåòîäûñîâðåìåííîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà êîý��èöè-åíòîâ ïåðåíîñà.Â ìîíîãðà�èè [6℄ ìîæíî íàéòè ðåøåíèå ýòîé çàäà÷èäëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íåâîçìóùåííûé îïåðàòîð ýâîëþöèèÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì ñ ïîñòîÿí-íûìè êîý��èöèåíòàìè. Äëÿ îäíîìåðíîãî êâàíòîâîãîâîëíîâîäà â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîé ñâÿçè ïîäîáíîå ñî-ãëàñîâàíèå âûïîëíåíî â [7℄. �àçâèâàÿ èäåè ðàáîòû [7℄,óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó äâóìÿ îïðåäåëåíèÿìèìàòðèöû ðàññåÿíèÿ â êâàíòîâîì âîëíîâîäå ñ ñå÷åíè-åì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè â ïðèáëèæåíèè ñèëüíîéñâÿçè. Îãðàíè÷èìñÿ òåì ñëó÷àåì, êîãäà âîçìóùåí-íûé ãàìèëüòîíèàí äåéñòâóåò â òîì æå ïðîñòðàíñòâå,÷òî è íåâîçìóùåííûé. Èìåÿ ââèäó ñïåöè�èêó ìîäåëèñèëüíîé ñâÿçè, òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âîçìóùåíèåêîíå÷íîìåðíî. Òåì íå ìåíåå îáîáùåíèå ðåçóëüòàòîâ íàñëó÷àé, íàïðèìåð, áûñòðîóáûâàþùèõ âîçìóùåíèé íåïðåäñòàâëÿåò òðóäà.Â òåîðèè, èñïîëüçóþùåé äè��åðåíöèàëüíûå îïåðà-òîðû, ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé â âîëíîâîäå ÿâëÿåòñÿïðîñòðàíñòâî �óíêöèé íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà, çàäàí-íûõ â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè, áåñêîíå÷íîé âäîëüíàïðàâëÿþùèõ, ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå êîòîðîé åñòü íåêî-òîðîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî R d . Â íàøåì ñëó÷àåìû çàìåíèì öèëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü åå äèñêðåòíûìàíàëîãîì � ðåøåòêîé, áåñêîíå÷íîé âäîëü ïîëîæèòåëü-íîãî è îòðèöàòåëüíîãî íàïðàâëåíèé âûáðàííîé êîîð-

äèíàòíîé îñè. ×òî êàñàåòñÿ ìíîæåñòâà â ñå÷åíèè, íàìâàæíî ëèøü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì è, ñëåäî-âàòåëüíî, êîíå÷íûì. Áëàãîäàðÿ ýòîìó íåâîçìóùåííûéîïåðàòîð ýâîëþöèè â ñå÷åíèè îêàçûâàåòñÿ êîíå÷íî-ìåðíûì.Â ðàçäåëå 1 îïðåäåëÿþòñÿ èñïîëüçóåìûå â ðàáîòåïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðû. Îñíîâíîå ïðîñòðàíñòâî çà-äàåòñÿ êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîìåðíîãî ñå-÷åíèÿ íà l2Z . Ñîîòâåòñòâåííî íåâîçìóùåííûé ãàìèëüòî-íèàí ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êîíå÷íîìåðíîãî ñàìîñîïðÿæåí-íîãî îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â ñå÷åíèÿõ, è ðàçíîñò-íîé àïïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà, äåéñòâóþùåéâäîëü íàïðàâëÿþùèõ. Ïîñëåäíÿÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿâ �èçèêå òâåðäîãî òåëà. ßâíûé âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,à òàêæå ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðà â ñå÷åíèè íå êîí-êðåòèçèðóþòñÿ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò íåñêîëüêî áîëüøóþîáùíîñòü ðåçóëüòàòîâ. �àçäåë 2 ïîñâÿùåí ïîëó÷åíèþñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåâîçìóùåííîãî ãàìèëü-òîíèàíà. Â ðàçäåëå 3 åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿïîíÿòèå î êîý��èöèåíòàõ ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿè â ðàìêàõ òðàäèöèîííîãî ïîäõîäà ðåøàåòñÿ çàäà÷àðàññåÿíèÿ. Â ðàçäåëå 4 ìû íàõîäèì ìàòðèöó ðàññåÿíèÿâ ñîîòâåòñòâèè ñ àáñòðàêòíîé òåîðèåé è ïîêàçûâàåì,÷òî îíà ñîñòîèò èç êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ è îò-ðàæåíèÿ. �åçóëüòàò ðàáîòû ñ�îðìóëèðîâàí â òåîðåìå 2.1. Ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðûÌíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë îò åäèíèöû äî n (n> 1)îáîçíà÷èì Sn . Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ïðîñòðàí-ñòâà: l(Sn) = ff : Sn 7! C g,l(Z) = ff : Z 7! C g,l2(Z) =�f : Z 7! C ��� Xj2Z jf (j)j2 <1�,l2a(Z) =�f : Z 7! C ��� Xj2Z jf (j)j2e�ajjj <1�.Çäåñü a 2 R .Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû îïðåäåëèì òàê:H = l(Sn)
 l2(Z) . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàí-ñòâå H çàäàåòñÿ áèëèíåéíîé �îðìîéhf , giH = Xl2Sn, j2Z f (l, j)g(l, j).



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 15Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ îáû÷íî èñïîëüçóåìîå îñíà-ùåíèå ïðîñòðàíñòâà H : ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâàHa = l(Sn)
 l2a(Z) è H�a = l(Sn)
 l2�a(Z) . Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî �îðìà h , iH ðàñøèðåíà äî äâîéñòâåííîñòè ìåæäóHa è H�a .Îïðåäåëåíèå. A: l(Sn) 7! l(Sn) � ëèíåéíûé ñàìîñî-ïðÿæåííûé îïåðàòîð.Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð �Z : l(Z) 7! l(Z) äåéñòâóåòïî ïðàâèëó(�Zf )(j) =�f (j+1)+ 2f (j)� f (j� 1).Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð L0 : l(Sn) 
 l(Z) 7! l(Sn) 
l(Z) äåéñòâóåò ïî ïðàâèëóL0f = (A
 I )f + (I 
�Z)f .Îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ V : l(Sn)
 l(Z) 7! l(Sn)
 l(Z)îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè:(Vf )(l, j) = Xp2Snm2ZV (l, j, p,m)f (p,m).Îãðàíè÷åíèÿ ââåäåííûõ îïåðàòîðîâ íà ïîäïðîñòðàí-ñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå ñèìâîëàìè, ÷òî è ñàìèîïåðàòîðû.Ëåììà 1. Åñëè âûïîëíåíî1) V (l, j, p,m) =V (p,m, l, j),2) 9N 2 N : (jjj>N _ jmj>N)) (V (l, j, p,m) = 0) ,òî V � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â H è ïðè a > 0ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïðè äåéñòâèè èç Ha â H�a .Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî V �êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð. Îòñþäà âûòåêàåò çàÿâëåííàÿêîìïàêòíîñòü. Ñàìîñîïðÿæåííîñòü æå ñëåäóåò èç ïåð-âîãî óñëîâèÿ. �Ïîëîæèì L = L0 +V . Áóäåì èññëåäîâàòü îïåðàòîððàññåÿíèÿ äëÿ ïàðû îïåðàòîðîâ L, L0 â ïðîñòðàí-ñòâå H . 2. Ñïåêòðàëüíûé àíàëèç2.1. Îïåðàòîð A (â ïðîñòðàíñòâå l(Sn))Êàê èçâåñòíî, ñàìîñîïðÿæåííûé êîíå÷íîìåðíûéîïåðàòîð A ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè èìååò ðîâíî n ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Îáîçíà÷èì èõ �q (16 q 6 n) è áó-äåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå îíè ðàçëè÷íû. Ñîîòâåòñòâóþ-ùèå îðòîíîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè îáîçíà-÷èì  q(l) :A q(l) = �q q(l), h q, ril(Sn) = Æqr .Îðòîïðîåêòîðû íà ñîáñòâåííûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðà-òîðà A èìåþò âèäPqf (l) =Xp2Sn � q(l) q(p)f (p)�. (1)Åñëè æå ó îïåðàòîðà A åñòü êðàòíûå ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ, òî íåîáõîäèìî âûäåëèòü êàêóþ-íèáóäüîðòíîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó åãî ñîáñòâåííûõ �óíê-öèé f qg . Òîãäà âñå äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ è ðå-çóëüòàòû îñòàíóòñÿ â ñèëå è â ýòîì ñëó÷àå, ëèøü òîëüêîèíäåêñîì q áóäóò íóìåðîâàòüñÿ íå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ, à ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå �óíêöèè.

2.2. Îïåðàòîð �Z (â ïðîñòðàíñòâå l2(Z))Â ðàáîòå [8℄ èññëåäîâàíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâàîïåðàòîðà �Z , ïðèâåäåì çäåñü ñîîòâåòñòâóþùèå ðå-çóëüòàòû. Îáîçíà÷èìk(z) = aros(1� z/2), Im k(z) > 0.Ñïåêòð �(�Z) îïåðàòîðà �Z àáñîëþòíî íåïðåðûâåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê [0, 4℄. �åçîëüâåíòà äàåòñÿ�îðìóëîéR�+i"(�Z)f (j) =Xm2Z� eik(�+i")jm�jj2i sin k(�+ i") f (m)�ïðè " > 0. Äëÿ �èíèòíûõ f ïðè � /2 f0, 4g ñóùåñòâóþòïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿR�+i0(�Z)f (j) =Xm2Z� eik(�)jm�jj2i sin k(�) f (m)� . (2)
2.3. Îïåðàòîð L0 (â ïðîñòðàíñòâå H )Ó÷èòûâàÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü îïåðàòîðîâ (A 
 I )è (I 
�Z) , ìîæíî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâîR�(L0) = X16q6nR���q(�Z)Pq (3)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (3) ñóùåñòâóåò.Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñïåêòð �(L0) îïåðàòîðà L0 åñòüîòðåçîê [�1, �n+4℄ è ÷òî îí àáñîëþòíî íåïðåðûâåí.Êàê óêàçàíî â ïóíêòå 2.2, åñëè � /2 f�q, �q+4g , ãäå1 6 q 6 n , òî äëÿ âñþäó ïëîòíîãî â H ìíîæåñòâà �è-íèòíûõ �óíêöèé ñóùåñòâóþò ïðåäåëû R�+i0(L0)f (l, j) ,è ïðè ýòîìR�+i0(L0)f (l, j) = X16q6nR���q+i0(�Z)Pqf (l, j).
Âîñïîëüçîâàâøèñü (1), (2), ðàâåíñòâîì R��i0(�Z) == R��+i0(�Z) , à òàêæå �îðìóëîé ÑòîóíàdE�(L0)f = 12�i �R��i0(L0)�R�+i0(L0)�f d�è ó÷èòûâàÿ, ÷òî R��i0(�Z) � R�+i0(�Z) = 0 ïðè� /2 �(�Z) , ïîëó÷èì äëÿ óêàçàííûõ � ïëîòíîñòü ñïåê-òðàëüíîé �óíêöèè îïåðàòîðà L0
dE�(L0)f (l, j) = 14� nXq=1  q(l)sin[k(�� �q)℄�(�� �q)�� nXp=1 Xm2Zn�f (p,m) � eik(���q)m � q(p)�e�ik(���q)j ++ �f (p,m) � e�ik(���q)m � q(p)�eik(���q)jod�. (4)Çäåñü ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå�(�) =(1, åñëè � 2 [0, 4℄;0, åñëè � 2 R n [0, 4℄. (5)
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16 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 52.4. Ñïåêòðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà L0Ïóñòü 
 � äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõòî÷å÷íîãîìíîæåñòâà f+,�g íà ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, ëåæàùèõíà îòðåçêå îò åäèíèöû äî n . Ïðåâðàòèì 
 â ïðîñòðàí-ñòâî ñ ìåðîé dw , ïðèïèñàâ êàæäîé åãî òî÷êå ìåðó +1.Îïðåäåëåíèå. h � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî �óíê-öèé íà îòðåçêå [�1, �n+4℄ ñî çíà÷åíèÿìè â L2(
,dw) ,òàêèõ ÷òî�ff (�,�, q)g 2 h�) �spt f (�,�, q)� [�q, �q +4℄�,(f , g)h = Z�(L0)
�Z
 f (�,w)g(�,w)dw�d�.Ëåììà 2. Ïðåîáðàçîâàíèå U : H 7! h,(Uf )(�,�, q) = (4� sin [k(�� �q)℄)�1/2�� nXp=1 Xm2Z�f (p,m) � e�ik(���q)m � q(p) � �(�� �q)�óíèòàðíî, è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå äàåòñÿ �îð-ìóëîéU�1 : f (l, j) = Z�(L0) nXq=1(4� sin [k(�� �q)℄)�1/2�

� h(Uf )(�, +, q) � eik(���q)j � q(l) ++ (Uf )(�,�, q) � e�ik(���q)j � q(l)id�.Â ïðîñòðàíñòâå h îïåðàòîð L0 ÿâëÿåòñÿ îïåðàòî-ðîì äîìíîæåíèÿ íà � .Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ñâîéñòâàðàçëîæåíèÿ åäèíèöû (ñì., íàïð., [9℄)f = Z�(L0) dE�(L0)f , kfk2 = Z�(L0)hf ,dE�(L0)f iH
è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïðåäñòàâëåíèå (4), óñòàíàâëè-âàåì âåðíîñòü ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû.Âòîðîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî ëåãêîïðîâåðÿåìîãî �àêòà, ÷òî(�� L0) heik(���q)j q(l)i= 0. �3. Çàäà÷à ðàññåÿíèÿÂåçäå äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a > 0. Ââåäåìñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:eq(�,�, l, j) = e�ik(���q)j � q(l) � �(�� �q).Ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Ha , îïðåäåëÿåìûå �óíêöèÿìèeq(�,�, l, j) , áóäåì ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷àòü eq(�,�) .Íàáîð ýëåìåíòîâ fuq(�,�)g � Ha , ãäå 1 6 q 6 n , ìûíàçîâåì ðåøåíèåì çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, åñëè� 2 �(L0) n f�q, �q+4g,óäîâëåòâîðÿþòñÿ óðàâíåíèÿLuq(�,�) = �uq(�,�), (6)è ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèåuq(�,�) = eq(�,�) +wq(�,�), (7)

ãäå wq(�,�) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ:wq(+,�, l, j) = nXs=1(t(+, s, q,�)� Æsq)es(+,�, l, j) ++ o(. . .) ïðè j > 0,wq(+,�, l, j) = nXs=1 r(+, s, q,�)es(�,�, l, j) + o(. . .)ïðè j < 0,wq(�,�, l, j) = nXs=1 r(�, s, q,�)es(+,�, l, j) + o(. . .)ïðè j > 0,wq(�,�, l, j) = nXs=1(t(�, s, q,�)� Æsq)es(�,�, l, j) ++ o(. . .) ïðè j < 0,

(8)

è o(. . .) îçíà÷àåò, ÷òî9 Æ > 0: o(. . .) =O(exp (�Æjjj)) ïðè jjj !1.Êîý��èöèåíòû t(�, s, q,�) è r(�, s, q,�) áóäåì íàçû-âàòü êîý��èöèåíòàìè ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ñîîò-âåòñòâåííî.Ëåììà 3. Åñëè wq(�,�) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿìèçëó÷åíèÿ (8), òî 8 l, j"R�+i"(L0)wq(�,�, l, j)! 0, ïðè "!+0.Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïî-ñðåäñòâåííîé âûêëàäêîé. �Ïîëîæèì�(�) = R�(L0)V , Im� > 0, Re� 2 �(L0) n f�q, �q+4g.Ëåììà 4. Åñëè îïåðàòîð V óäîâëåòâîðÿåò óñëî-âèÿì ëåììû 1, òî �(�) ñóòü êîìïàêòíûå â Ha îïå-ðàòîðû ïðè óêàçàííûõ � . Ïðè � 2 �(L0) n f�q, �q+4gñóùåñòâóþò òàêæå êîìïàêòíûå â Ha îïåðàòîðû�(�+ i0) .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿòåì, ÷òî �(�) ñõîäÿòñÿ ïî íîðìå. �Ëåììà 5. Íàáîð fuq(�,�)g ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìçàäà÷è ðàññåÿíèÿ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäàwq(�,�) â (7) ÿâëÿåòñÿ (äëÿ êàæäîãî q) ðåøåíèåìóðàâíåíèÿwq(�,�) = �(�+ i0)(eq(�,�) +wq(�,�)). (9)Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fuq(�,�)g � ðåøåíèå çàäà-÷è ðàññåÿíèÿ. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (6) ñëåäóåò(�� L0)wq(�,�) =V (eq(�,�) +wq(�,�))èwq(�,�)� i"R�+i"(L0)wq(�,�) == R�+i"(L0)V (eq(�,�) +wq(�,�)).Ïåðåõîäÿ çäåñü ê ïðåäåëó ïðè " ! +0 è ó÷èòûâàÿëåììû 3 è 4, ïîëó÷èì (9).Åñëè wq(�,�) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9), òî îíà óäî-âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ, ÷òî ñëåäóåò èç ÿâíîãîâèäà R�+i0(L0) . Òàê êàê âûïîëíåíî(�� L0)�(�+ i0) =V ,òî èç (9) ñëåäóåò (6). �



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 17Ëåììà 6. Ïðè � 2 �(L0) n f�q, �q+4g ðåøåíèå óðàâ-íåíèÿ �= �(�+ i0)�, � 2Ha, (10)ïðèíàäëåæèò H è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6).Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðàÿ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ î÷åâèä-íà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîé íóæíî çàìåòèòü, ÷òîðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10) íåîáõîäèìî èìååò âèä�(l, j) = nXq=1 C(�)q � eik(���q)jjj � q(l) � �(�� �q) ++O(e�jjj) ïðè j!�1,è ïîêàçàòü, ÷òî C(�)q âñå ðàâíû íóëþ. �Òåîðåìà 1. Ïðè � = �0 2 �(L0) n f�q, �q+4g ëèáîóðàâíåíèå (10) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå èç H ,ëèáî ðåøåíèå çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ñóùåñòâóåò è åäèí-ñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Îïåðàòîð �(�+ i0) ÿâëÿåòñÿ êîì-ïàêòíûì â Ha . Ïðèìåíÿÿ ê îïåðàòîðó 1� �(�+ i0) àëü-òåðíàòèâó Ôðåäãîëüìà â ïðîñòðàíñòâå Ha è ó÷èòûâàÿëåììû 5 è 6, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �Ïóñòü �d(L) � ìíîæåñòâî òåõ çíà÷åíèé � , ïðèêîòîðûõ óðàâíåíèå (6) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèåèç H . Èç óòâåðæäåíèÿ ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî ïðè� /2 �d(L) óðàâíåíèå (10) íå ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëü-íûõ ðåøåíèé. È çíà÷èò ïðè äàííûõ � ðåøåíèå çàäà÷èðàññåÿíèÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îäíîâðåìåííîñ ýòèì ñóùåñòâóþò è îïåðàòîðû R�+i0(L) , îãðàíè÷åííûåïðè äåéñòâèè èç H�a â Ha .Ëåììà 7. Ïðè � /2 �d(L) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9)äàåòñÿ �îðìóëîéwq(�,�) = R�+i0(L)Veq(�,�). (11)Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (11) ÷å-ðåç ^wq(�,�) è äîêàæåì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-íèþ (9). Èìååì�(�+ i0)(eq(�,�) + ^wq(�,�)) == R�+i0(L0)Veq(�,�) +R�+i0(L0)VR�+i0(L)Veq(�,�) == [R�+i0(L0) +R�+i0(L0)VR�+i0(L)℄Veq(�,�) == R�+i0(L)Veq(�,�) = ^wq(�,�).Òàê êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) åäèíñòâåííî, òî ëåììàäîêàçàíà. �

4. Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿÎïðåäåëèì îïåðàòîð Z(") :Z(") : l(Sn)
l(Z) 7! l(Sn)
l(Z), Z(")f (l, j) = e�"jjjf (l, j).Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿëåììà.Ëåììà 8. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî(�� L0)Z(")eq(�,�, l, j) ==�2i sin k(�� �q)" sign(j)eq(�,�, l, j)e�"jjj+O("2e�"jjj).Îïðåäåëèì îïåðàòîðT (�) : Ha 7! Ha, T (�) =V +VR�(L)V , Im� > 0.Åñëè � /2 �d(L) , òî ñóùåñòâóåò T (�+ i0).Ëåììà 9. Ïðè � /2 �d(L) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâîT(�+ i0)eq(�,�) = (�� L0)wq(�,�).Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ (11) è (6), èìååìT (�+ i0)eq(�,�) =Veq(�,�) +VR�+i0(L)Veq(�,�) ==Veq(�,�)+Vwq(�,�) = (L�L0)(eq(�,�)+wq(�,�)) == (�� L0)(eq(�,�) +wq(�,�)) = (�� L0)wq(�,�). �Îïðåäåëèì âîëíîâûå îïåðàòîðû è îïåðàòîð ðàñ-ñåÿíèÿ: W�(L,L0) = limt!�1 eitLe�itL0 ,S(L,L0) =W+�(L,L0)W�(L,L0).Ñóùåñòâîâàíèå è ïîëíîòà âîëíîâûõ îïåðàòîðîâ ñëåäóåòèç âèäà îïåðàòîðà V . Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïð., [10℄),îïåðàòîð ðàññåÿíèÿ S(L,L0) êîììóòèðóåò ñ îïåðàòî-ðîì L0 è ïîýòîìó â ïðîñòðàíñòâå h çàäàåòñÿ ìàòðèöåé(US(L,L0)f )(�) = S(L,L0,�)(Uf )(�) (12)Ââåäåì îáîçíà÷åíèå �qs = �(� � �q)�(� � �s) , ãäå �(�)îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (5).Òåîðåìà 2. Åñëè � /2 f�q, �q+4g è � /2 �d(L) , òîìàòðèöà ðàññåÿíèÿ â (12) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êî-ý��èöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ ñëåäóþùèìîáðàçîì:0BBBBBBBBB�
t(+, 1, 1,�)�11 . . . t(+, 1,n,�)�1n r(�, 1, 1,�)�11 . . . r(�, 1,n,�)�1n... . . . ... ... . . . ...t(+,n, 1,�)�n1 . . . t(+,n,n,�)�nn r(�,n, 1,�)�n1 . . . r(�,n,n,�)�nnr(+, 1, 1,�)�11 . . . r(+, 1,n,�)�1n t(�, 1, 1,�)�11 . . . t(�, 1,n,�)�1n... . . . ... ... . . . ...r(+,n, 1,�)�n1 . . . r(+,n,n,�)�nn t(�,n, 1,�)�n1 . . . t(�,n,n,�)�nn

1CCCCCCCCCA .
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî (ñì., íàïð., [10,ãë. 2, ðàçä. 8, �îðìóëà 9℄), âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ðàñ-ñåÿíèÿ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâîïåðàòîðà T (�+ i0) ìåæäó �óíêöèÿìè eq(�,�) . Íàé-äåì ìàòðè÷íûé ýëåìåíòheq(+,�),T(�+ i0)es(+,�)iH =

= heq(+,�), (�� L0)ws(+,�)iH == lim"!+0 hZ(")eq(+,�), (�� L0)ws(+,�)iH == lim"!+0 h(�� L0)Z(")eq(+,�),ws(+,�)iH == 2i sin[k(�� �q)℄(t(+, q, s,�)� Æqs)�(�� �q)�(�� �s).Îñòàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.9 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



18 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 5Ââåäåíèå ïðåäåëüíîé ïðîöåäóðû çäåñü îïðàâäàí-íî, ïîñêîëüêó (� � L0)ws(�,�, l, j) áûñòðî óáûâà-åò ïðè áîëüøèõ jjj . Ó÷èòûâàåòñÿ ëåììà 8, à äëÿws(�,�, l, j) èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå (8). ×ëåíûñ o(. . .) è O("2e�"jjj) çàíóëÿþòñÿ ïðè " ! +0. Ïåðå-êðåñòíûå ñóììû ïðè q 6= s çàíóëÿþòñÿ ââèäó îðòîãî-íàëüíîñòè ñîáñòâåííûõ �óíêöèé îïåðàòîðà A. Ïîñëåýòîãî îñòàþòñÿ òîëüêî äâå ñóììû ïî j . Â îäíîé èç íèõïðèñóòñòâóåò îñöèëëèðóþùàÿ �óíêöèÿ, â äðóãîé � íåò.Ïîñëå âçÿòèÿ ïðåäåëà ïðè "! +0 ïåðâàÿ çàíóëÿåòñÿ,à âòîðàÿ äàåò íóæíûé êîý��èöèåíò. �Çàêëþ÷åíèåÎòìåòèì, ÷òî â �îðìóëèðîâêå òåîðåìû 2 èñêëþ÷åíûèç ðàññìîòðåíèÿ òî÷êè ìíîæåñòâ f�q, �q+4g è �d(L) .Òåì íå ìåíåå ïåðâîå èç íèõ êîíå÷íî (ñîäåðæèò 2nýëåìåíòîâ), à âòîðîå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî (òàê êàêâñå ñîáñòâåííûå �óíêöèè äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòî-ðà L , ëåæàùèå â H , ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû, à ñàìî Hïðè ýòîì ñåïàðàáåëüíî). Òàêèì îáðàçîì, àáñòðàêòíàÿìàòðèöà ðàññåÿíèÿ â íàøåì ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíî ñî-ñòîèò èç êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåííèÿ

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, çà èñêëþ-÷åíèåì ñàìîå á�îëüøåå ñ÷åòíîãî èõ ÷èñëà.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Maiti S.K. // Solid State Communiations. 2009. 149,N 39�40. P. 1684.2. Pereira V.M., Castro Neto A.H., Peres N.M.R. // Phys.Rev. B. 2009. 80, N 4. P. 045401.3. Wimmer M., Sheid M., Rihter K. // 2005.arXiv:ond-mat/0803.3705.4. Buttiker M., Imry Y., Landauer R., Pinhas S. // Phys. Rev.B. 1985. 31, N 10. P. 6207.5. Datta S. Eletroni Transport in Mesosopi Systems. Cam-bridge, 2002.6. Õ¼ðìàíäåð Ë. Àíàëèç ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ îïå-ðàòîðîâ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ì., 1986.7. Àðñåíüåâ À.À. // ÒÌÔ. 2004. 141, � 1. Ñ. 100.8. Komeh A.I., Kopylova E.A., Kunze M. // Appliable Anal-ysis. 2006. 85, N 12. P. 1487.9. Àõèåçåð Í.È., �ëàçìàí È.Ì. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòî-ðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ì., 1966.10. ß�àåâ Ä.�. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ. ÑÏá.,1994.Sattering problem in quantum waveguide in a tight-binding modelI.A. AdoDepartment of Mathematis, Faulty of Physis, M.V. Lomonosov Mosow State University, Mosow 119991,Russia.E-mail: ado�matematika.phys.msu.ru.Sattering problem in quantum waveguide is onsidered within a tight-binding approah. Relation between thestationary and time-dependent definitions of S -matrix is established.Keywords: S -matrix, quantum waveguide, tight-binding model.PACS: 03.65.Nk, 73.21.Hb, 73.23.Ad.Reeived 14 April 2010.English version: Mosow University Physis Bulletin 5(2010).Ñâåäåíèÿ îá àâòîðåÀäî Èâàí Àíäðååâè÷ � àñïèðàíò; e-mail: ado�matematika.phys.msu.ru.


