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Ïåðåíîðìèðîâêà äàâëåíèÿ Êàçèìèðà ìåòîäîì ý��åêòèâíûõïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâÞ.Ñ. Âîðîíèíàa , Ï. Ê. ÑèëàåâbÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò, êà�åäðàêâàíòîâîé òåîðèè è �èçèêè âûñîêèõ ýíåðãèé. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a voronina-yulya�yandex.ru, b silaev�bog.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 28.12.2009, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 13.04.2010Çàäà÷à ðåãóëÿðèçàöèè è ïåðåíîðìèðîâêè äàâëåíèÿ Êàçèìèðà â êîíå÷íîé îáëàñòè ñ ãëàäêîé ãðàíè-öåé ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðèìåðå âåùåñòâåííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Ïðåäëîæåíûñïîñîá ïåðåíîðìèðîâêè äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ìîäè�èöèðîâàííîé îáëàñòèè ìåòîä ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè �ðèíà è åå ïðîèçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ ý��åêòèâíûõïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ. Íà ïðèìåðå çàäà÷è, äîïóñêàþùåé òî÷íîå ðåøåíèå, ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîäîáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü è âû÷èñëèòåëüíóþ ý��åêòèâíîñòü.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ý��åêò Êàçèìèðà, âàêóóìíûå ý��åêòû â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ðåãóëÿðèçàöèÿè ïåðåíîðìèðîâêè â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.ÓÄÊ: 530.145. PACS: 03.70.+k.

ÂâåäåíèåÝ��åêò Êàçèìèðà íàõîäèò ïðèëîæåíèÿ âî ìíîãèõîáëàñòÿõ �èçèêè � â �èçèêå òâåðäîãî òåëà, ãäå äàâ-ëåíèå Êàçèìèðà îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íàñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé è ïîâåäåíèå íàíîîáúåêòîâ [1℄,â �èçèêå âûñîêèõ ýíåðãèé, ãäå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòüýíåðãèþ Êàçèìèðà â ìîäåëÿõ êâàðêîâûõ ìåøêîâ [2�4℄,â àñòðî�èçèêå, ãäå ý��åêò Êàçèìèðà èãðàåò ñóùåñòâåí-íóþ ðîëü â êîñìîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ [5, 6℄.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ðÿä çàäà÷, êîòîðûåäî ñèõ ïîð íå ïîëó÷èëè óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðåøåíèÿ.Íàïðèìåð, äëÿ êâàíòîâîãî ïîëÿ â ïðîâîäÿùåé ñ�åðåáûë íàéäåí ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íîé ýíåðãèè ïóòåìñëîæåíèÿ ýíåðãèé âíóòðè è âíå ãðàíèö ñèñòåìû [7℄.Îäíàêî, âî-ïåðâûõ, ïðè ýòîì ïåðåíîðìèðîâêà �àêòè÷å-ñêè ïðîèçâîäèòñÿ íå äëÿ èñõîäíîé âíóòðåííåé çàäà÷è,à äëÿ ñóììû âíóòðåííåé è âíåøíåé çàäà÷, è, âî-âòîðûõ,ïðèìåíèòü ïîäîáíûé ìåòîä ê çàäà÷å äëÿ äèýëåêòðè÷å-ñêîãî øàðà îêàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðåãóëÿðèçàöèè è ïåðå-íîðìèðîâêå äàâëåíèÿ Êàçèìèðà â äâóìåðíûõ ñèñòåìàõâ ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ìàññèâíîãî ïîëÿ.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ èìåííî äàâëåíèå, òàêêàê â ýòîì ñëó÷àå óïðîùàåòñÿ âûáîð òî÷êè íîðìèðîâêèââèäó òîãî, ÷òî äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîíàáëþäàåìîé �èçè÷åñêîé âåëè÷èíîé. Â íàñòîÿùåé ðà-áîòå ìû ïðèìåíÿåì ¾åñòåñòâåííóþ¿ ñèñòåìó åäèíèö	h=  = 1, òàê ÷òî âñå ïðèâåäåííûå íèæå ÷èñëîâûåçíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ èìåþò ðàçìåðíîñòü [m℄3 = [L℄�3 .�àññìîòðèì âåùåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ìàññèâíîå ïîëåâ íåêîòîðîé äâóìåðíîé îáëàñòè D ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé �ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñè-ñòåìà èìååò ¾áåñêîíå÷íûé¿ îáúåì, åñëè îáëàñòü îïðå-äåëåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íåîãðàíè÷åííî óâåëè÷èâàåòñÿïî âñåì ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèÿì. Â îñòàëüíûõñëó÷àÿõ áóäåì ãîâîðèòü î ¾êîíå÷íîì¿ îáúåìå ñèñòåìû.Â êà÷åñòâå òî÷êè íîðìèðîâêè äëÿ äàâëåíèÿ pD(�)â òî÷êå � íà ãðàíèöå îáëàñòè D ìîæíî âûáðàòüäàâëåíèå pD0(�) íà ãðàíèöå íåêîòîðîé ìîäè�èöèðîâàí-

íîé îáëàñòè D0 , ïðè óñëîâèè ÷òî çíà÷åíèÿ êðèâèçíûãðàíèöû â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå � äëÿ îáëàñòåé Dè D0 ñîâïàäàþò. Ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå íåîáõîäèìîäëÿ óñòðàíåíèÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèõ ðàñõîäèìîñòåé, ñâÿ-çàííûõ ñ êîíå÷íîé êðèâèçíîé ãðàíèö ñèñòåìû.Ý��åêò Êàçèìèðà îáóñëîâëåí èçìåíåíèåì ñïåêòðàíóëåâûõ êîëåáàíèé ïîëÿ ïðè îãðàíè÷åíèè îáúåìà êâàí-òîâàíèÿ ñèñòåìû. Åñëè îáúåì êâàíòîâàíèÿ D01 ¾áåñ-êîíå÷åí¿, òî äàâëåíèå Êàçèìèðà íà ãðàíèöå îáëàñòèâ ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ â îòñóòñòâèå âíåøíåãî ïîëÿ äîëæ-íî îáðàùàòüñÿ â íóëü. Òîãäà â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíópD(�) � pD01(�) âîçìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ �èçè÷åñêèìäàâëåíèåì Êàçèìèðà íà ãðàíèöå îáëàñòè D . Åñëè æåîáúåì êâàíòîâàíèÿ D0 ¾êîíå÷åí¿ â óêàçàííîì âûøåñìûñëå, òî â ñèñòåìå îñòàåòñÿ íåíóëåâàÿ ïëîòíîñòüýíåðãèè, ñâÿçàííàÿ ñ êîíå÷íîñòüþ ðàññòîÿíèÿ ìåæäóãðàíèöàìè ñèñòåìû. Òîãäà ðàçíîñòü pD(�)� pD0(�) äàåòäàâëåíèå Êàçèìèðà íà ãðàíèöå îáëàñòè D ñ òî÷íîñòüþäî íåêîòîðîé êîíñòàíòû, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ,õàðàêòåðèçóþùèõ ¾êîíå÷íûé¿ îáúåì ñèñòåìû.Äàâëåíèå â íåêîòîðîé òî÷êå � íà ãðàíèöå � ýòîéîáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè êîìïîíåíòà-ìè òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà Tij , i, j = 1, 2, 3p(�) = h0jninjTij(�)j0i, (1)ãäå ni � êîìïîíåíòû âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöåâ òî÷êå � . Ìîæíî ïîêàçàòü [2, 5, 8℄, ÷òî äàâëåíèå p(�)âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ �ðèíà G(x, y) âíóòðåííåéçàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè D äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüì-ãîëüöàp(�) =� 12� 1Zm �p�2 �m2 �2(n � rx)(n � ry)� (rx � ry)���G(x, y)jx=y=� d�, (2)ãäå ó÷òåíî, ÷òî G(x, y)jx=�2� = 0. Èç (2) âèäíî, ÷òî äàâ-ëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè�ðèíà, ÿâëÿþùèõñÿ ñèíãóëÿðíûìè �óíêöèÿìè â òî÷-êå x = y= � . Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòüâõîäÿò ïðîèçâîäíûå îò ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà10 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



20 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 5S(x, y) = (n,ryG(x, y))jy2� . Ïîâåðõíîñòíóþ �óíêöèþ�ðèíà ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ñëàãàåìûõ � êîíå÷íîåè ðàñõîäÿùååñÿS(x, y) = S(s)(x, y) +S(r)(x, y). (3)(Ñ îñòàëüíûìè ïðîèçâîäíûìè îò �óíêöèè �ðèíà�yjG(x, y)jy=� ñëåäóåò ïîñòóïèòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.)Òàêîå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íûì, è íåîïðåäå-ëåííîñòü ñíèìàåòñÿ ïîñëå âûáîðà òî÷êè íîðìèðîâêè.Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûé âûøå ñïîñîá ïåðåíîðìèðîâêèñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé îáëàñòè D0 è âûáèðàÿîäèíàêîâûìè ñèíãóëÿðíûå ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé �óíê-öèè �ðèíà äëÿ îáëàñòåé D è D0 â îêðåñòíîñòè ðàñ-ñìàòðèâàåìîé òî÷êè � , ïîëó÷èì, ÷òî ðåãóëÿðèçîâàííîåäàâëåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåãóëÿðíûå ÷àñòè ïîâåðõ-íîñòíîé �óíêöèè �ðèíà ýòèõ îáëàñòåé. Òàêèì îáðàçîì,çàäà÷à ðåãóëÿðèçàöèè äàâëåíèÿ ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþðàçíîñòè ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ïîâåðõíîñòíûõ �óíêöèé�ðèíà (à òàêæå ðàçíîñòè ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé îñòàëüíûõïðîèçâîäíûõ �óíêöèè �ðèíà) äëÿ îáëàñòåé D è D0 .Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðå-íîðìèðîâêó äàâëåíèÿ Êàçèìèðà äëÿ ñåìåéñòâà îáëà-ñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç êðóãà ðàäèóñàr = 1 è ñîäåðæàùèõ åãî â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ,íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîñêîëüêó âûáîð òî÷êè íîð-ìèðîâêè äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè ñ ãëàäêèìè ãðàíè-öàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Â êà÷åñòâåïåðâîãî âàðèàíòà ðàññìîòðèì îáëàñòü D1L , ïîëó÷àþ-ùóþñÿ ïðè ðàçäâèæåíèè äâóõ ïîëóêðóãîâ íà ðàññòîÿ-íèå L , êîòîðóþ äàëåå ìû áóäåì íàçûâàòü ¾îâàëîì¿ (ðè-ñóíîê,à). Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ äàâëåíèåì íà ãðàíèöåýòîé îáëàñòè â òî÷êå � , ëåæàùåé íà ïåðåñå÷åíèè îñèñèììåòðèè îáëàñòè D1L ñ îäíîé èç ïîëóîêðóæíîñòåé,íàïðèìåð â òî÷êå �= (r, 0). Åñëè çà òî÷êó íîðìèðîâêèïðèíÿòü äàâëåíèå â àíàëîãè÷íîé òî÷êå � íà ãðàíè-öå ìîäè�èöèðîâàííîé îáëàñòè D11 , ñîîòâåòñòâóþùåéñëó÷àþ, êîãäà ðàññòîÿíèå L íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò,òî ìû ïîëó÷èì �èçè÷åñêîå äàâëåíèå, íîðìèðîâàííîåíà íåêîòîðóþ ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó, çàâèñÿùóþ îò r ,ïîñêîëüêó â ñèñòåìå îñòàíåòñÿ ýíåðãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ êî-íå÷íûì ðàññòîÿíèåì 2r ìåæäó ïðÿìûìè ñòåíêàìè.Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïåðåíîðìèðîâêà äàâëåíèÿ ñ ïîìî-ùüþ D11 íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü íàáëþäàåìîå äàâëåíèåíà ãðàíèöå ¾îâàëà¿ êàê �óíêöèþ åãî äëèíû, òåì íåìåíåå ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòå-ðåñ. Äåéñòâèòåëüíî, âåëè÷èíà p(ren)D1L (�) = pD1L(�)�pD11(�)ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü êîíå÷íîå äàâëåíèå íà ãðàíèöå¾îâàëà¿ D1L òîëüêî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, çàâèñÿ-ùåé îò r . Îäíàêî ðàçíîñòü òàêèõ ïåðåíîðìèðîâàííûõäàâëåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ L (è îäèíàêîâûõ r ) ÿâëÿ-åòñÿ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíîé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òîâ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ èçìåðÿåòñÿ èìåííî çàâè-ñèìîñòü äàâëåíèÿ Êàçèìèðà îò ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿ-þùèõ ðàçìåð ñèñòåìû [5, 9℄. Êðîìå òîãî, ìû áóäåìðàññìàòðèâàòü ýòîò ïðèìåð, ïîñêîëüêó îòíîñèòåëüíàÿïðîñòîòà îáëàñòè D1L ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâó-þùóþ ïîâåðõíîñòíóþ �óíêöèþ �ðèíà òî÷íî â âèäåðÿäîâ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì îïåðàòîðà Ëàïëàñàäëÿ íèæíåãî è âåðõíåãî ïîëóêðóãà è ñîåäèíÿþùåãîèõ ïðÿìîóãîëüíèêà. Ïðè ýòîì S(x, y) , ïðåäñòàâëåííàÿâ âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ â ïîëóîêðóæíîñòÿõ

Êîíòóðû èíòåãðèðîâàíèÿ �1L (à) è �2L (á)è ïðÿìîóãîëüíèêå, äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿìíåïðåðûâíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ñâîèõ ïðîèçâîäíûõ íàãðàíèöàõ ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè, à íà ãðàíèöå �1Lñàìîé îáëàñòè D1L ýòà �óíêöèÿ äîëæíà îáðàùàòüñÿâ íóëü. Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü âîçìîæíîñòü ñðàâ-íèòü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåííûìè ìåòîäà-ìè, ñ òî÷íûì îòâåòîì.Â êà÷åñòâå âòîðîãî âàðèàíòà âûáåðåì îáëàñòü D2L ,ïîëó÷àþùóþñÿ ïîñëå ðàçäâèæåíèÿ âñåõ ÷åòâåðòåé êðó-ãà íà ðàññòîÿíèå L îò öåíòðà ïåðâîíà÷àëüíîãî êðóãà(ðèñóíîê, á). Äàëåå ýòó îáëàñòü áóäåì íàçûâàòü ¾êâàä-ðàòîì¿. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ äàâëåíèåìâ ãðàíè÷íîé òî÷êå � , ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿîñè ñèììåòðèè ñ îäíîé èç ÷åòâåðòåé îêðóæíîñòè, íà-ïðèìåð �= (r+L, 0) . Òî÷êîé íîðìèðîâêè â ýòîì ñëó÷àåáóäåì ñ÷èòàòü äàâëåíèå â àíàëîãè÷íîé ãðàíè÷íîé òî÷-êå � îáëàñòè D21 . Â òàêîé ñèñòåìå ââèäó áåñêîíå÷íîñòèîáúåìà êâàíòîâàíèÿ D21 �èçè÷åñêîå äàâëåíèå â ðàñ-ñìàòðèâàåìîé òî÷êå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî,ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè ñ ïîìîùüþ îáëàñòè D21 , äëÿêîòîðîé L!1 , ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ìû ïîëó÷èìíàáëþäàåìîå äàâëåíèå.1. Äàâëåíèå íà ãðàíèöå îáëàñòè è ý��åêòèâíûåïîâåðõíîñòíûå çàðÿäûÑíà÷àëà ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïîëå â ¾îâàëå¿ D1L ,îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîé êðèâîé�1L = 4[i=1 i,ãäå 1 = f(x, y) : 06 x , x2 + y2 = r2g , 3 = f(x, y) :x+ L6 0, (x+ L)2 + y2 = r2g , 2 = f(x, y) : �L 6 x 6 0,y = rg , 4 = f(x, y) : �L6 x 6 0, y =�rg .Ïóñòü íà ãðàíèöå îáëàñòè ïîëå îáðàùàåòñÿ â íóëü.Íàéäåì äàâëåíèå Êàçèìèðà â ãðàíè÷íîé òî÷êå�= (r, 0), îïðåäåëÿåìîå â äàííîì ñëó÷àå âûðàæåíèåìp(�) =� 12� 1Zm �p�2 �m2 (n � rxS(x, y))���x=y=�d�. (4)Òî åñòü äàâëåíèå â òî÷êå � îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîéïî íîðìàëè ê ãðàíèöå �1L îò ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè�ðèíà â âûáðàííîé òî÷êå. Â äàííîì ñëó÷àå ýòó �óíê-öèþ ìîæíî íàéòè òî÷íî, ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿîáëàñòü èìååò äîâîëüíî ïðîñòóþ êîí�èãóðàöèþ. Òàêæåìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Íàïðèìåð,



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 21ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà ìîæíîèñêàòü ñ ïîìîùüþ ðÿäà áîðíîâñêîãî òèïà [10℄. Äëÿó÷àñòêîâ i , i = 1, 3, ãðàíèöû �1L ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòüâûáåðåì â âèäåS(s)(x, y) = �r�K1(�jx� yj)r2 � (x1y1 + x2y2)jx� yj ���y2i , (5)ãäå K1 � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà ïåðâîãî ïîðÿäêà [11℄.Åñëè òî÷êà x ðàñïîëàãàåòñÿ âáëèçè y , òîãäà, ó÷èòûâàÿïîâåäåíèå �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿìàëûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, ïîëó÷àåì
S(s)(x, y)��x!y = limx!r�x��y�0 1�

" (r � x) + x/2(�x � �y)2(r � x)2 + rx(�x � �y)2 #== Æ(�x � �y)r + 12�r ,ãäå (x,�x) , (r,�y) � êîîðäèíàòû òî÷åê x, y ñîîòâåò-ñòâåííî â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íà÷àëî êîòîðîéñîâìåùåíî ñ öåíòðîì ïîëóîêðóæíîñòè i .Äëÿ ïðÿìûõ ó÷àñòêîâ i , i = 2, 4, ãðàíèöû �1Lñèíãóëÿðíóþ ÷àñòü âûáèðàåì â âèäåS(s)(x, y) = ��K1(�jx� yj)r � jx2jjx� yj ���y2i . (6)Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû ïîëó÷èëè ïîâåäåíèå ñèíãó-ëÿðíîé ÷àñòè äëÿ ïîëóîêðóæíîñòåé ïðè x! y , ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü äëÿ ïðÿìûõ ó÷àñòêîâèìååò îñîáåííîñòüS(s)(x, y)��x!y = Æ(x1 � y1).Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ðàçäåëåíèå ïîâåðõíîñòíîé�óíêöèè �ðèíà íà ñóììó ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿðíîé÷àñòåé ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íûì. Îäíàêî ýòîò ïðîèç-âîë îãðàíè÷åí óñëîâèåì ëîêàëüíîñòè, ò. å. ñèíãóëÿð-íàÿ ÷àñòü äîëæíà ëèáî çàâèñåòü òîëüêî îò âûáðàííîéòî÷êè � íà ãðàíèöå, êàê â ñëó÷àå (5), ëèáî îïðå-äåëÿòüñÿ êðèâèçíîé ãðàíèöû â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìóìîæíî ïðåäëîæèòü àëüòåðíàòèâíûé âûáîð ñèíãóëÿðíîé÷àñòè äëÿ ó÷àñòêîâ 1 è 3 ãðàíèöû �1L â âèäåS(s)new(x, y) = S(s)(x, y)� F(x, y) , ãäåF(x, y) = �24� 1Z�1 e�ik(x2y1�x1y2)/re�p�2+k2(r�(xy)/r)(�2 + k2)3/2 .
Òàêîé âûáîð ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ïðèâîäèò ê óñêîðåíèþñõîäèìîñòè ðÿäà [10℄.Õîòÿ áîðíîâñêèé ðÿä è äàåò ÿâíûé îòâåò äëÿ ðå-ãóëÿðíîé ÷àñòè â êâàäðàòóðàõ, îäíàêî òàêîé ñïîñîá âû-÷èñëåíèÿ ïðè âûáîðå ñèíãóëÿðíûõ ÷àñòåé â âèäå (5), (6)èëè ïðè èõ àëüòåðíàòèâíîì âûáîðå äàåò íå ñëèøêîìâûñîêóþ òî÷íîñòü äëÿ ìàëûõ ïîðÿäêîâ ïðèáëèæåíèÿ,à ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ ðÿäà âîçðàñòà-þò òåõíè÷åñêèå ñëîæíîñòè ïðè âû÷èñëåíèÿõ.Áîëåå ý��åêòèâíûì îêàçûâåòñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä.Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèåé �ðèíàíåêîòîðîé îáëàñòè D , îãðàíè÷åííîé ãëàäêèì êîíòó-ðîì � . Êàê óæå óïîìèíàëîñü, ýòó �óíêöèþ ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû (3) ðåãóëÿðíîé è ñèíãóëÿð-íîé ÷àñòåé, êîòîðûå âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè

óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà,à íà ãðàíèöå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèåS(r)(x, y) = Æ�(x� y)�S(s)(x, y), x 2 �, (7)ãäå I� Æ�(x� z)f (z)dlz = f (x)äëÿ ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè f (x) . Ñèíãóëÿðíóþ ÷àñòüñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû îíà îïðåäåëÿëàñü òîëüêîçàäàííîé íà ãðàíèöå òî÷êîé y è íå çàâèñåëà îò îñòàëü-íûõ òî÷åê îáëàñòè, à ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü äîëæíà îïðå-äåëÿòüñÿ âñåé îñòàëüíîé îáëàñòüþ. Òàêîå ðàçáèåíèåïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà íà äâà ñëàãàåìûõ ÿâëÿ-åòñÿ ïðîèçâîëüíûì â óêàçàííîì ñìûñëå, è íåîïðåäåëåí-íîñòü ñíèìàåòñÿ ïîñëå âûáîðà òî÷êè íîðìèðîâêè äëÿðåãóëÿðèçîâàííîãî äàâëåíèÿ. �åãóëÿðíóþ ÷àñòü ìîæíîèñêàòü â âèäå èíòåãðàëà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó � ,îãðàíè÷èâàþùåìó ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòüS(r)(x, y) = I� G0(x, z)�(z, y)dlz, (8)ãäå G0(x, y) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâîáîäíóþ �óíêöèþ�ðèíà óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà, à �(z, y) � íåèçâåñòíàÿîãðàíè÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ïåðåìåííîé z 2 � .Â ñàìîì äåëå, òîãäà ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü, îïðåäåëÿåìàÿðàâåíñòâîì (8), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âî âñåé çàìêíó-òîé îáëàñòè 	D , à âíóòðè ýòîé îáëàñòè óäîâëåòâîðÿ-åò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ �åëüìãîëüöà. Íåèçâåñòíàÿ�óíêöèÿ �(z, y) äîëæíà ñòðîèòüñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ-ëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå (7). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìèíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �Æ�(x� y) = S(s)(x, y) + I� G0(x, z)�(z, y)dlz, x 2 �. (9)Ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíî �óíêöèè � .Âî-ïåðâûõ, èíòåãðàëû â (8) è (9) ÿâëÿþòñÿ íåñîá-ñòâåííûìè, ïîñêîëüêó �óíêöèÿ G0(x, z) èìååò ëîãàðè�-ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü ïðè x! z . Îäíàêî ïîñêîëüêóìû íàëîæèëè óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòèíà �óíêöèþ �(z, y) , òî ýòîò èíòåãðàë ñóùåñòâóåò, è,êàê óæå óïîìèíàëîñü, îïðåäåëÿåìàÿ òàêèì îáðàçîì�óíêöèÿ S(r)(x, y) íåïðåðûâíà ïðè x 2 	D è èìååò ïðîèç-âîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ âíóòðè D . Âî-âòîðûõ, òàê êàê ðå-ãóëÿðíóþ ÷àñòü îïðåäåëÿåò èíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ �è �óíêöèè èñòî÷íèêà â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå G0 ,òî ðåãóëÿðíóþ ÷àñòü ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíàìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûéçàðÿäàìè, ðàñïðåäåëåííûìè íà ãðàíèöå � ñ ëèíåéíîéïëîòíîñòüþ �(z, y) . Òåì ñàìûì çàäà÷à ïîèñêà ðåãó-ëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà ñâåëàñüê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè ý��åêòèâíûõ ïîâåðõ-íîñòíûõ çàðÿäîâ � .Áóäåì ðåøàòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (9) äëÿ �÷èñëåííî. �àçîáüåì çàìêíóòóþ êðèâóþ � íà N ÷à-ñòåé òî÷êàìè xm è zn (m,n = 0, . . . ,N , zN = z0 = y ,xN = x0 = y). Çíà÷åíèå �óíêöèè �(z, y) íà ïîëó÷åííûõó÷àñòêàõ êðèâîé ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ëþáîé èíòåðïî-ëÿöèè, íàïðèìåð, ïîëèíîìèàëüíîé ñòåïåíè 2i+1. Îáî-çíà÷èì Pn(z, y) , z 2 � èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåíäëÿ �(z, y) â �îðìå ïîëèíîìà Ëàãðàíæà [12℄ ïî òî÷êàìzn, . . . , zn+2i+1 , 0 6 n 6 N � 2i� 1. Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü11 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



22 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 5âìåñòî � ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëèíîìû â (8), ïîëó÷èìðåãóëÿðíóþ ÷àñòü ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà â âèäåS(r)(x, y) = Zz0zi+1 G0(x, z)P0(z, y)dlz+
+ N�i�2Xn=i+1 Zznzn+1 G0(x, z)Pn�i(z, y)dlz+

+ ZzN�i�1zN G0(x, z)PN�2i�1(z, y)dlz.
Ïîñêîëüêó ïîëèíîìû Ëàãðàíæà Pn(z, y) ëèíåéíî çàâè-ñÿò îò çíà÷åíèé èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè â âûáðàí-íûõ òî÷êàõ �(zn, y) . . .�(zn+2i+1, y) , òî âûðàæåíèå äëÿðåãóëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà ìîæíîçàïèñàòü â ñëåäóþùåé �îðìå:S(r)(x, y) = N�1Xn=0 �n � Z�ln G0(x, z)Wn(z, y)dlz. (10)
Çäåñü �n = �(zn, y) , äëÿ ñóììàðíîãî êîý��èöèåíòàïðè �n , ÿâëÿþùåãîñÿ ïîëèíîìîì (2i + 1)-ãî ïîðÿäêà,ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå Wn(z, y) , à �ln � ñîîòâåòñòâó-þùèé ó÷àñòîê êðèâîé L . Òî åñòü �àêòè÷åñêè ìû çà-äàåì �óíêöèþ �(z, y) , èìåþùóþ ñìûñë ïîâåðõíîñòíîéïëîòíîñòè çàðÿäîâ, êàê èíòåðïîëÿöèþ ïî ý��åêòèâíûìçàðÿäàì �n , ðàñïîëîæåííûì â òî÷êàõ zn .Ó÷èòûâàÿ òåïåðü óñëîâèå (7) íà ðåãóëÿðíóþ è ñèíãó-ëÿðíóþ ÷àñòè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ xm 2 � è èñïîëüçóÿïðåäñòàâëåíèå (10) äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè, ïîëó÷èì ñè-ñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ äèñêðåòíûõ çàðÿäîâ �nÆ�(xm � y)�S(s)(xm, y) = N�1Xn=0 �n � Z�ln G0(xm, z)Wn(z, y)dlz,(11)ðåøàÿ êîòîðóþ è ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå �n â (10),íàéäåì çíà÷åíèÿ S(r)(x, y) äëÿ ëþáîé òî÷êè x 2D . Ïðèâû÷èñëåíèÿõ â êà÷åñòâå ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè äëÿ ¾îâàëà¿è ¾êâàäðàòà¿ ìû âûáðàëè �óíêöèþ (5).Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé ìîäè�èöèðîâàííûé âàðèàíò ìåòîäà êîíå÷-íûõ ýëåìåíòîâ [12℄.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæíî ïðè-ìåíèòü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèë Êàçèìèðà, äåéñòâóþùèõìåæäó íåñêîëüêèìè ïðîèçâîëüíûìè ðàçäåëåííûìè òå-ëàìè, íà ãðàíèöå êîòîðûõ ïîëå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Äëÿïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêóþ çàäà÷ó äëÿ äâóõòåë. Ïóñòü D1 è D2 � îáëàñòè äâóìåðíîãî ïðîñòðàí-ñòâà, çàíèìàåìûå òåëàìè 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà-÷èì �1 è �2 ãðàíèöû ýòèõ îáëàñòåé. Ñèëà, ñ êîòîðîéòåëî 2 ââèäó íàëè÷èÿ êâàíòîâàííîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿäåéñòâóåò íà òåëî 1, ðàâíà ïîòîêó èìïóëüñà êâàíòîâîéñèñòåìû ÷åðåç ãðàíèöó � , ðàçäåëÿþùóþ òåëà 1 è 2F i12 = Z�
0��T ij(�)nj��0�d�, (12)
ãäå d� � ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè � , n � íîðìàëü ê ýòîéïîâåðõíîñòè â òî÷êå � . Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

â (12) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç �óíêöèþ �ðèíà è ååïðîèçâîäíûå
0��T ij(�)nj��0�=� 12� 1Zm �p�2 �m2 �� �2�xi(n � ry)� ni(rx � ry)� �2ni�G(x, y)���x=y=� d�.(13)Çäåñü G(x, y) � �óíêöèÿ �ðèíà óðàâíåíèÿ �åëüìãîëü-öà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿìG(x, y) = 0, äëÿ x 2 �1,�2 .Ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ìû ïîñòóïàëè ïðè âû-÷èñëåíèè äàâëåíèÿ, ðàçîáüåì �óíêöèþ �ðèíà è ååïðîèçâîäíûå íà ñèíãóëÿðíîå è ðåãóëÿðíîå ñëàãàåìûåâ òî÷êå y= � 2�G(x, �) =G0(x, �) + Z�1+�2 G0(x, z)&(z, �)dlz, (14)
�ykG(x, y)jy=� = ��ykG(x, y)jy=��(s) + Z�1+�2G0(x, z)�(z, �)dlz.(15)Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâ (14), (15) ïåðâûå ñëàãàåìûåïðåäñòàëÿþò ñîáîé ñèíãóëÿðíûå ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ �óíêöèé, à âòîðûå � ðåãóëÿðíûå âî âñåõ âíóòðåí-íèõ òî÷êàõ � îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ. Â ýòèõ òî÷êàõ�óíêöèè &(z, �) è �(z, �) äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû-ìè è îãðàíè÷åííûìè, òîãäà íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëûâ (14), (15) ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ.Â êà÷åñòâå òî÷êè íîðìèðîâêè âûáåðåì ñèëó, ñ êî-òîðîé òåëî 2 äåéñòâóåò íà òåëî 1 ïðè óñëîâèè, ÷òîâòîðîå òåëî óäàëåíî íà áåñêîíå÷íîñòü. Åñòåñòâåííîïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèëà Fren12 äîëæíàðàâíÿòüñÿ íóëþ.Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (14), à òàêæåïðîèçâîäíàÿ ïî �xi îò âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (15)â òî÷êå x= � îáðàùàþòñÿ â íóëü, åñëè òåëà ðàçäåëå-íû ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòüþ. Â ñàìîì äåëå,ïîñêîëüêó ñèëà (12) íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçäåëÿ-þùåé òåëà ïîâåðõíîñòè � , òî â ñëó÷àå, êîãäà ðàñ-ñòîÿíèå ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûìè òåëàìè ðàâíî áåñ-êîíå÷íîñòè, ïîâåðõíîñòü � ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîj�� zj !1 , � 2� . Íî â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèè G0(�, z)è �xiG0(x, z)jx=� îáðàùàþòñÿ â íóëü.Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ Fren12 èç (12)âû÷åñòü ñèëó ìåæäó òåëàìè, ðàçíåñåííûìè íà áåñêî-íå÷íîå ðàññòîÿíèå, òî îêàæåòñÿ, ÷òî ïåðåíîðìèðîâàí-íàÿ ñèëà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òåìè æå âûðàæåíèÿìè(12), (13), íî â êîòîðûå íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü íå ñàìó�óíêöèþ �ðèíà è åå ïðîèçâîäíûå, à òîëüêî ðåãóëÿð-íûå ñëàãàåìûå. Ìàòåìàòè÷åñêè òàêàÿ ïðîöåäóðà ñîîò-âåòñòâóåò íîðìèðîâêå �óíêöèè �ðèíà êðàåâîé çàäà÷èâ îáëàñòè D íà ñâîáîäíóþ �óíêöèþ �ðèíà G0(x, y) . Çà-ìåòèì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òåëàìè,Fren12 èìååò ïðàâèëüíûé ïðåäåë, ò. å. îáðàùàåòñÿ â íóëü.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàçäåëåííûõ òåë çàäà÷à ïåðåíîðìè-ðîâêè ñèëû Êàçèìèðà íå òðåáóåò ìîäè�èêàöèè ãðàíèö,äîñòàòî÷íî íîðìèðîâêè íà ñâîáîäíóþ �óíêöèþ �ðèíà,à ðåãóëÿðíûå ñëàãàåìûå â (14), (15) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïî-ìîùüþ ìåòîäà ý��åêòèâíûõ ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 23Âåðíåìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å î äàâëåíèè íà ãðàíè-öå ãëàäêîé îáëàñòè. Èòàê, âû÷èñëÿÿ òåì èëè èíûìñïîñîáîì ðàçíîñòü ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ïîâåðõíîñòíûõ�óíêöèé �ðèíà äëÿ ¾îâàëà¿ D1L è áåñêîíå÷íîãî ¾îâà-ëà¿ D11 è ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ �óíêöèþ â (4), ïîëó-÷èì ïåðåíîðìèðîâàííîå äàâëåíèå Êàçèìèðà. Çàìåòèì,÷òî ðåãóëÿðèçîâàííîå äàâëåíèå ñ ðîñòîì L ñòðåìèòüñÿê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå. Òàê ÷òî â êà÷åñòâå òî÷êè íîð-ìèðîâêè ìîæíî ïðèíÿòü äàâëåíèå äëÿ ¾îâàëà¿ ñ L= 5.�åçóëüòàòû äëÿ äàâëåíèÿ Êàçèìèðà â ¾îâàëå¿ D1L ,ïåðåíîðìèðîâàííîãî ñ ïîìîùüþ D15 , â çàâèñèìîñòè îòðàçëè÷íûõ m è L ïðèâåäåíû â òàáë. 1, 2. �åçóëüòàòû,âû÷èñëåííûå ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî áîðíîâñêîãî ïðèáëè-æåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè àëüòåðíàòèâíîãî âàðèàíòàñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà äëÿó÷àñòêîâ ãðàíèö 1, 3 , ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Äàâëåíèåâ òàáë. 2 ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ý��åêòèâíûõïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìè-àëüíîé èíòåðïîëÿöèè òðåòüåé ñòåïåíè. (Äëÿ óäîáñòâà÷òåíèÿ â òàáë. 1 è 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ïåðåíîðìèðî-âàííîãî äàâëåíèÿ, óìíîæåííûå íà îáùèé �àêòîð 105 .)Ïîñêîëüêó çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòèïîâåðõíîñòíîé �óíêöèè �ðèíà S(r)(x, �) äëÿ ¾îâàëà¿îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ðåøèòü òî÷íî, òî, ñðàâíèâàÿçíà÷åíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ òî÷íûõ�óíêöèé S(r)(x, �) , ñ ïðèâåäåííûìè âûøå ðåçóëüòàòàìè,ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî ìåòîä ý��åêòèâíûõ ïîâåðõíîñò-íûõ çàðÿäîâ äàåò âåðíûé îòâåò ñ òî÷íîñòüþ äî âñåõïðèâåäåííûõ çäåñü çíàêîâ. Ïðè àëüòåðíàòèâíîì âûáîðåñèíãóëÿðíîé ÷àñòè äëÿ ó÷àñòêîâ ãðàíèö ñ íåíóëåâîéêðèâèçíîé áîðíîâñêèé ðÿä äàåò 1�2 âåðíûõ çíàêàäëÿ ìàëûõ è ñðåäíèõ m óæå â ïåðâîì ïîðÿäêå. Ïðèâû÷èñëåíèè äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå ¾îâàëà¿ âî âòîðîìïîðÿäêå áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèèâàðèàíòà (5) ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè äëÿ âåðõíåé è íèæíåéïîëóîêðóæíîñòåé ñîãëàñèå ñ òî÷íûì îòâåòîì ïîëó-÷àåòñÿ äàæå õóæå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîãîïîðÿäêà àëüòåðíàòèâíîãî áîðíîâñêîãî ðÿäà. Íàïðèìåð,äëÿ m= 1.3 è L= 0 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò 29 � 10�5 , à äëÿm= 0.3 è L= 0.1 ïîëó÷àåì äàæå 24 � 10�5 . Ýòî ñâÿçàíîñ òåì, ÷òî ¾ñðåäíåå¿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàíèöàìè îáëà-

ñòè äëÿ ¾îâàëà¿ íåâåëèêî è áîðíîâñêèé ðÿä ïðè òàêîìâûáîðå ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè ñõîäèòñÿ äîâîëüíî ìåäëåííîäàæå ïðè ¾áëàãîïðèÿòíûõ¿ äëÿ ñõîäèìîñòè çíà÷åíèÿõïàðàìåòðîâ � áîëüøèõ m è ìàëûõ L . Êàê ìû óâèäèìíèæå, äëÿ ¾êâàäðàòà¿ ñèòóàöèÿ íåñêîëüêî èíàÿ.Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïåðåíîðìèðîâêå äàâëåíèÿ ñ ïî-ìîùüþ ìîäè�èöèðîâàííîé îáëàñòè D2L , îãðàíè÷åííîéçàìêíóòîé êðèâîé �2L = 8[i=1 i,ãäå i = f(x, y) : ai 6 x� i 6 bi , (x� i)2 + y2 = r2g äëÿi = 1, 5, i = f(x, y) : ai 6 x� i 6 bi , x2 + (y� i)2 = r2gäëÿ i = 3, 7, i = f(x, y) : ai 6 x 6 bi , y = i � xg ,i = 2, 6, i = f(x, y) : ai 6 x 6 bi , y = i + xg , i = 4, 8,a1 = a2 = a3 = a8 = �b4 = �b5 = �b6 = �b7 = rp2 ,b2 = b8 = �a4 = �a6 = L+ rp2 , b1 = b3 = �a5 = �a7 = r ,1 = 3 =�5 =�7 = L , 2 = 4 =�6 =�8 = L+p2 r .Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ äàâëåíèåì â òî÷êå � == (L+r, 0) íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè, êîòîðîå è â äàííîìñëó÷àå òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (4). Åñëè çà òî÷êóíîðìèðîâêè âûáðàòü äàâëåíèå â òî÷êå � íà ãðàíèöå¾êâàäðàòà¿, ïðè óñëîâèè ÷òî äëèíà ñòîðîíû ¾êâàäðàòà¿ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêèìû ïîëó÷èì êîíå÷íîå äàâëåíèå íà ãðàíèöå ¾êâàäðà-òà¿ D2L , êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì îòîæäåñòâèòüñ �èçè÷åñêèì, ïîñêîëüêó ïðè L!1 �èçè÷åñêîå äàâ-ëåíèå â òî÷êå � íà ãðàíèöå îáëàñòè D21 äîëæíîîáðàùàòüñÿ â íóëü.Ïî òîé æå ïðè÷èíå, ÷òî è â ñëó÷àå ñ ¾îâàëîì¿,äëÿ ¾êâàäðàòà¿ â êà÷åñòâå òî÷êè íîðìèðîâêè ìîæíîâûáðàòü äàâëåíèå íà ãðàíèöå îáëàñòè D25 . Äàííûå äëÿäàâëåíèÿ Êàçèìèðà íà ãðàíèöå ¾êâàäðàòà¿ D2L , ïåðåíîð-ìèðîâàííîãî ñ ïîìîùüþ D25 , ïîëó÷åííûå ðàçëè÷íûìèñïîñîáàìè, ïðèâåäåíû â òàáë. 3�5. (Äëÿ óäîáñòâà ÷òå-íèÿ çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ â òàáë. 3�5 óìíîæåíû íà îáùèé�àêòîð 104 .)Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êâàäðàòà ïîñòðîåíèå òî÷íîãî îò-âåòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåõíè÷åñêè ñëîæíóþ çàäà÷ó.Îäíàêî äàæå íå ðàñïîëàãàÿ òî÷íûì îòâåòîì, ìîæíîÒà á ë èö à 1Äàâëåíèå íà ãðàíèöå ¾îâàëà¿, âû÷èñëåííîå â ïåðâîì ïîðÿäêå àëüòåðíàòèâíîãîáîðíîâñêîãî ðÿäàm= 0.0 m= 0.3 m= 0.6 m= 1.0 m= 1.3 m= 1.6 m= 2.0 m= 2.3L= 0.0 80 68 57 35 21 11 4.4 2.1L= 0.01 77 66 55 34 19 10 4.2 1.9L= 0.03 73 62 51 31 18 9.7 3.8 1.7L= 0.1 60 51 41 24 14 7.1 2.6 1.2L= 1.0 4.9 2.4 1.7 0.70 0.25 0.07 0.009 0.001Ò à á ë èö à 2Äàâëåíèå íà ãðàíèöå ¾îâàëà¿, âû÷èñëåííîå ìåòîäîì ý��åêòèâíûõïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâm= 0.0 m= 0.3 m= 0.6 m= 1.0 m= 1.3 m= 1.6 m= 2.0 m= 2.3L= 0.0 86.873 80.571 64.647 39.522 24.165 13.595 5.7132 2.8169L= 0.01 83.972 77.839 62.363 38.002 23.162 12.984 5.4273 2.6647L= 0.03 78.454 72.649 58.032 35.133 21.277 11.841 4.8968 2.3840L= 0.1 61.825 57.044 45.090 26.675 15.795 8.5665 3.4114 1.6118L= 1.0 2.9304 2.5742 1.7653 0.7648 0.3343 0.1286 0.0308 0.009812 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



24 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 5 Òà á ë èö à 3Äàâëåíèå íà ãðàíèöå ¾êâàäðàòà¿, âû÷èñëåííîå âî âòîðîì ïîðÿäêåáîðíîâñêîãî ðÿäàm= 0.0 m= 0.3 m= 0.6 m= 1.0 m= 1.3 m= 1.6 m= 2.0 m= 2.3L= 0.0 42 41 36 25 18 12 6.4 3.9L= 0.01 40 39 34 24 17 11 5.9 3.6L= 0.03 37 36 31 21 15 9.3 4.9 3.0L= 0.1 28 27 23 15 9.3 5.6 2.8 1.6L= 1.0 3.8 2.7 1.2 0.28 0.081 0.022 0.0039 0.0011Ò à á ë èö à 4Äàâëåíèå íà ãðàíèöå ¾êâàäðàòà¿, âû÷èñëåííîå â ïåðâîì ïîðÿäêå àëüòåðíàòèâíîãîáîðíîâñêîãî ðÿäàm= 0.0 m= 0.3 m= 0.6 m= 1.0 m= 1.3 m= 1.6 m= 2.0 m= 2.3L= 0.0 38 34 27 17 11 7.3 3.9 2.4L= 0.01 37 32 26 16 11 6.8 3.6 2.2L= 0.03 34 29 23 15 9.4 5.8 3.0 1.8L= 0.1 26 22 17 9.8 6.0 3.5 1.7 0.94L= 1.0 2.1 1.3 0.69 0.16 0.044 0.010 0.0010 0.0001Ò à á ë èö à 5Äàâëåíèå íà ãðàíèöå ¾êâàäðàòà¿, âû÷èñëåííîå ìåòîäîì ý��åêòèâíûõïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâm= 0.0 m= 0.3 m= 0.6 m= 1.0 m= 1.3 m= 1.6 m= 2.0 m= 2.3L= 0.0 39.649 36.604 29.444 18.923 12.586 8.0348 4.2562 2.6063L= 0.01 37.745 34.785 27.852 17.741 11.707 7.4113 3.8809 2.3563L= 0.03 34.265 31.465 24.959 15.616 10.142 6.3126 3.2298 1.9272L= 0.1 24.853 22.530 17.284 10.142 6.2245 3.6476 1.7187 0.9643L= 1.0 1.6381 1.2213 0.5815 0.1502 0.0514 0.0205 0.0092 0.0062ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå ïîãðåøíîñòåé ïðè ïðè-ìåíåíèè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ â ¾êâàäðàòå¿ òàêîå æå, êàêâ ¾îâàëå¿, ïîñêîëüêó õàðàêòåð ïîãðåøíîñòè äëÿ ¾îâàëà¿è ¾êâàäðàòà¿ äîëæåí áûòü îäèí è òîò æå.Èòàê, ìû ïðîèçâåëè ïåðåíîðìèðîâêó äàâëåíèÿ â îá-ëàñòÿõ D1L è D2L ñ ïîìîùüþ ìîäè�èöèðîâàííûõ îáëà-ñòåé D11 è D21 ñîîòâåòñòâåííî, ïðèìåíÿÿ äâà ðàçíûõìåòîäà âû÷èñëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé�óíêöèè �ðèíà. �åçóëüòàòû, íàèëó÷øèì îáðàçîì ñîãëà-ñóþùèåñÿ ñ òî÷íûì îòâåòîì, ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìå-òîäà ý��åêòèâíûõ ïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ è ïðèâåäåíûâ òàáë. 2 è 5 äëÿ îáëàñòåé D1L è D2L ñîîòâåòñòâåííî.Çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå âî âòîðîì áîðíîâñêîì ïðèáëè-æåíèè è â ïåðâîì àëüòåðíàòèâíîì ïðèáëèæåíèè, ìåíååòî÷íû, îäíàêî äàííûé ìåòîä óæå â ýòîì ñëó÷àå äàåòâåðíûé ïîðÿäîê âåëè÷èíû äàâëåíèÿ, à äëÿ íåêîòîðîéîáëàñòè ïàðàìåòðîâ m è L ïîëó÷àþòñÿ íåñêîëüêî âåð-íûõ çíàêîâ. Äëÿ áîëåå òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäèìîïðèìåíÿòü ñòàðøèå ïîðÿäêè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæå-íèÿ, íî ïðè ýòîì òàêæå âîçðàñòàåò è âû÷èñëèòåëüíàÿñëîæíîñòü çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä ý��åêòèâíûõïîâåðõíîñòíûõ çàðÿäîâ îêàçûâàåòñÿ áîëåå ðåçóëüòàòèâ-íûì, õîòÿ çàäà÷à ïîèñêà ýòèõ çàðÿäîâ ðåøàåòñÿ òîëüêî÷èñëåííî.�àçóìååòñÿ, çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ äëÿ îáùåãî ïðå-äåëüíîãî ñëó÷àÿ L = 0 (¾êðóãà¿), ïåðåíîðìèðîâàííîãîñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìîäè�èöèðîâàííûõ îáëàñòåé, íåñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, â ñëó÷àåïåðåíîðìèðîâêè ñ ïîìîùüþ îáëàñòè, èìåþùåé ¾êîíå÷-íûé¿ îáúåì, ìû ïîëó÷èì �èçè÷åñêîå äàâëåíèå ñ òî÷-íîñòüþ äî êîíñòàíòû, çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðîâ, õàðàê-

òåðèçóþùèõ ðàçìåðû îáëàñòè. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü,÷òî ïîëó÷åííûå íàìè ðåçóëüòàòû â òàáë. 2, 5 íàõîäÿòñÿâ ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ åñòåñòâåííûì �èçè÷åñêèì òðå-áîâàíèåì ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ äàâëåíèÿ ñ ðî-ñòîì m ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè L . Âïðî÷åì, ýòîòðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ çàðàíåå î÷åâèäíûì, åñëè âîñïîëü-çîâàòüñÿ îòâåòîì äëÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòíîé�óíêöèè �ðèíà â âèäå áîðíîâñêîãî ðÿäà, çàìåòèâ ïðèýòîì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè â ãðàíè÷íîé òî÷-êå � îò ðàçíîñòè ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé äëÿ îáëàñòåé D1Lè D11 èëè îáëàñòåé D2L è D21 ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëàñ ðîñòîì � . Çàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá ïåðå-íîðìèðîâêè äàâëåíèÿ Êàçèìèðà íà ãðàíèöå îáëàñòè Dñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ìîäè�èöèðîâàííîé îáëàñòè D0 .Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî äàâëåíèÿ â òî÷-êå � íà ãðàíèöå � îáëàñòè D íåîáõîäèìî âû÷èñëèòüðåãóëÿðíûå ÷àñòè ïðîèçâîäíûõ �yjG(x, y)jy=� îò �óíê-öèè �ðèíà ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è. Â êà÷å-ñòâå òî÷êè íîðìèðîâêè ïðåäëàãàåòñÿ âûáðàòü äàâëåíèåíà ãðàíèöå �0 íåêîòîðîé ìîäè�èöèðîâàííîé îáëàñòèâ òî÷êå ñ êðèâèçíîé, ñîâïàäàþùåé ñ êðèâèçíîé â òî÷êå� 2 � . Åñëè ìîäè�èöèðîâàííóþ îáëàñòü ðàñøèðÿòü ïîâñåì ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëåíèÿì, íå ìåíÿÿ ïðèýòîì êðèâèçíû â òî÷êå � 2 �0 , òî ïåðåíîðìèðîâàííîåäàâëåíèå ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ �èçè÷åñêèì äàâëåíèåìâ òî÷êå � 2 � , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåíîðìèðîâàííîåäàâëåíèå áóäåò ñîâïàäàòü ñ �èçè÷åñêèì ñ òî÷íîñòüþ äîíåêîòîðîé êîíñòàíòû.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 25Âû÷èñëåíèå �óíêöèè �ðèíà äëÿ ïðîèçâîëüíîé îáëà-ñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòäåëüíóþ, äîñòàòî÷íî ñëîæ-íóþ çàäà÷ó. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûë ïðåäëîæåí ïðè-áëèæåííûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè �ðèíà è ååïðîèçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ ý��åêòèâíûõ ïîâåðõíîñòíûõçàðÿäîâ. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä áûë ïðîâåðåí íà çàäà÷åäëÿ äàâëåíèÿ Êàçèìèðà íà ãðàíèöå ¾îâàëà¿ è ¾êâàä-ðàòà¿, ïåðåíîðìèðîâàííûõ ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íûõL!1 ¾îâàëà¿ è ¾êâàäðàòà¿ ñîîòâåòñòâåííî. Ýòîò ìå-òîä äàåò ðåçóëüòàòû äëÿ �óíêöèè �ðèíà è åå ïðîèçâîä-íûõ, ñîâïàäàþùèå ñ âåðíûì îòâåòîì ñ òî÷íîñòüþ, ïðå-âûøàþùåé íåîáõîäèìóþ äëÿ ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèéïåðåíîðìèðîâàííîãî äàâëåíèÿ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òîýòîò ìåòîä ìîæíî ïðèìåíèòü è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèëûÊàçèìèðà ìåæäó äâóìÿ ðàçäåëåííûìè òåëàìè. Êàêóæå óïîìèíàëîñü, â ýòîì ñëó÷àå íîðìèðîâêó �óíêöèè�ðèíà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü íàñâîáîäíóþ �óíêöèþ �ðèíà, íå ïðèáåãàÿ ê èñïîëüçî-âàíèþ âñïîìîãàòåëüíûõ ìîäè�èöèðîâàííûõ îáëàñòåé,è âîïðîñ î íåîäíîçíà÷íîñòè ïðîöåäóðû ïåðåíîðìèðîâêèâ ýòîì ñëó÷àå íå âîçíèêàåò.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðî-
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