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Òîìîãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êëàññè÷åñêîéñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêåÂ.È. Ìàíüêî1,a , Á.È. Ñàäîâíèêîâ2,b , Â.Í. ×åðíåãà21Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Ï.Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê.�îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèé ïðîñï., ä. 53.2Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò, êà�åäðàêâàíòîâîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ïîëÿ. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: amanko�si.lebedev.ru, b b.i.sadovnikov�gmail.omÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 23.02.2010, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 28.03.2010Ïîñòðîåíî òîìîãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ�àäîíà. �àññìîòðåíî óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ îäíîé è ìíîãèõ ÷àñòèö. Ïîëó÷åíî ðåäóöèðîâàííîåóðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â òîìîãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè è èçó÷åíà öåïî÷êà Áîãîëþáîâà â ýòîìïðåäñòàâëåíèè. �àññìîòðåí ïðèìåð ðåëÿòèâèñòñêîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â òîìîãðà�è÷åñêîìïðåäñòàâëåíèè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðà�èÿ, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè, êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå,�àçîâîå ïðîñòðàíñòâî, ðåäóêöèÿ óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ.ÓÄÊ: 530.1. PACS: 03.65.-w.

ÂâåäåíèåÂ êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå÷àñòèö ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ �ëóêòóèðóþùè-ìè êîîðäèíàòîé q è èìïóëüñîì p îïèñûâàåòñÿ íåîò-ðèöàòåëüíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåéf (q, p, t) , çàâèñÿùåé îò âðåìåíè. Â ñëó÷àå ìíîãèõ ÷à-ñòèö ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé �óíê-öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f (q, p, t) , ãäå âåêòîðûq è p èìåþò N êîìïîíåíò. Ïðîöåññ ýâîëþöèè ñèñòåìûîïèñûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, ïðîñòåéøèìèç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ëóèâèëëÿ áåç ñòîëêíî-âèòåëüíîãî ÷ëåíà (ñì., íàïð., [1, 2℄). Ó÷åò ñòîëêíîâåíèéïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Áîëüöìàíà, êîòîðîå ìîæåò áûòüïîëó÷åíî ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ çàöåïëåííîé ñèñòåìûóðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ Í.Í. Áîãîëþáîâûì, íàçûâàå-ìûõ öåïî÷êîé Áîãîëþáîâà. Â êâàíòîâîé ñòàòèñòè÷åñêîéìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ îïåðàòîðîìïëîòíîñòè �� . Äëÿ ÷àñòèöû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäûîïåðàòîð ïëîòíîñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñ ïîìî-ùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå �óíêöèåéÂèãíåðà W (q, p, t) [3℄, ÿâëÿþùåéñÿ àíàëîãîì êëàñ-ñè÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f (q, p, t) . Óðàâíåíèåýâîëþöèè êâàíòîâîé ñèñòåìû (óðàâíåíèå Ìîéàëà [4℄)äî íåêîòîðîé ñòåïåíè ïîõîæå íà óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿè ïåðåõîäèò â íåãî â ïðåäåëå ïîñòîÿííîé Ïëàíêà,ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ. Îäíàêî �óíêöèÿ Âèãíåðà ìîæåòïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ïîýòîìó íå ÿâëÿ-åòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé, òàê êàê âåðîÿòíîñòüïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé.Â ðàáîòå [5℄ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå áûëî ââåäåíî íîâîåïðåäñòàâëåíèå, â êîòîðîì ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ�àäîíà [6℄ �óíêöèè Âèãíåðà êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå îïè-ñûâàåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, íàçû-âàåìîé òîìîãðàììîé ñîñòîÿíèÿ èëè òîìîãðà�è÷åñêîé�óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ðàáîòå [7℄ áûëî ïîêàçà-íî, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ òîìîãðàììà ìîæåò áûòü ââåäåíàè äëÿ êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ�àäîíà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f (q, p, t) íà �àçîâîéïëîñêîñòè. Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà îáðàòèìî. Òàêèì îá-

ðàçîì, èí�îðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöûíà ÿçûêå �óíêöèè f (q, p, t) ýêâèâàëåíòíà èí�îðìàöèè,çàêëþ÷åííîé â òîìîãðàììå. Ýòî æå óòâåðæäåíèå ñïðà-âåäëèâî è äëÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû, äëÿ êîòîðîé èí�îð-ìàöèÿ î ñîñòîÿíèè, çàêëþ÷åííàÿ â �óíêöèè Âèãíåðà,ýêâèâàëåíòíà èí�îðìàöèè, çàêëþ÷åííîé â òîìîãðàììåñîñòîÿíèÿ.Îäíîé èç öåëåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå êèíå-òè÷åñêèõ óðàâíåíèé êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìå-õàíèêè (óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, öåïî÷êà Áîãîëþáîâà)â òîìîãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè è îáñóæäåíèå âîç-ìîæíîñòåé òîìîãðà�è÷åñêîãî ïîäõîäà, ñ ïîìîùüþ ïðå-îáðàçîâàíèÿ �àäîíà öåïî÷êè Áîãîëþáîâà â êâàíòîâîéîáëàñòè.Ìû ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèå êèíåòè÷åñêèå óðàâíå-íèÿ (Ëèóâèëëÿ) äëÿ îäíîé è ìíîãèõ ÷àñòèö â òîìî-ãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè è ïîëó÷èì ðåäóöèðîâàííûåêèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, äëÿ ïîäñèñòåìû ÷àñòèö, ÷òîïîçâîëÿåò èçó÷èòü öåïî÷êó Áîãîëþáîâà, èñïîëüçóÿ ïðå-îáðàçîâàíèå �àäîíà. Òàêæå èçó÷èì ïðîñòåéøèé ïðèìåððåëÿòèâèñòñêîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â òîìîãðà�è-÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.1. Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿíà �àçîâîì ïðîñòðàíñòâåÏðåîáðàçîâàíèå �àäîíà [6℄ � ýòî èíòåãðàëüíîå ïðå-îáðàçîâàíèå �óíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ðîäñòâåííîåïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå. Ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà àêòèâ-íî èñïîëüçóåòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå; òàê, â [8, 9℄áûëà íàéäåíà ñâÿçü �óíêöèè Âèãíåðà [3℄ ñ èçìåðè-ìûì ìàðãèíàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé äëÿãîìîäèííîé íàáëþäàåìîé, ÿâëÿþùåéñÿ ïîâåðíóòîé íàçàäàííûé óãîë êîîðäèíàòîé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâåñèñòåìû. Ôóíêöèÿ Âèãíåðà îäíîìåðíîé ñèñòåìû áû-ëà âûðàæåíà ÷åðåç ýòó èçìåðèìóþ íîðìèðîâàííóþïîëîæèòåëüíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïîìîùüþïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíà [8, 9℄ (ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïîóãëó ïîâîðîòà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå), èñïîëüçóåìîãîâ îáû÷íîé ìåäèöèíñêîé òîìîãðà�èè. Â ýòîé ñâÿçè



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 27ñõåìà èçìåðåíèé êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ íåïðåðûâ-íîé íàáëþäàåìîé òèïà êîîðäèíàòû èëè èìïóëüñà áûëàíàçâàíà ñõåìîé îïòè÷åñêîé òîìîãðà�èè, è ýòà ñõåìàáûëà ïðèìåíåíà â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ðåêîíñòðóêöèèêâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ìîäû ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó-÷åíèÿ [10℄ è â ìîëåêóëÿðíîé ñïåêòðîñêîïèè [11℄.Ýêñïåðèìåíòû ïî âîñïðîèçâîäèìîìó èçìåðåíèþ ñæà-òîãî âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåòà, ãåíåðèðóåìîãî îï-òè÷åñêèì ïàðàìåòðè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì, áûëè ðàñ-ñìîòðåíû â [12℄. �åêîíñòðóêöèÿ îäíî�îòîííîãî �îêîâ-ñêîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ áûëà ðåàëè-çîâàíà ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðàáîòå [13℄. �åçîíàíñíàÿ�ëóîðåñöåíöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà äëÿ ðåêîíñòðóêöèèêâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ èîíà â ðàáîòå [14℄.Òîìîãðàììà êëàññè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû òàêæåñâÿçàíà ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ f (q, p, t) íà �àçîâîéïëîñêîñòè ïðåîáðàçîâàíèåì �àäîíà.�àññìîòðèì â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0ñîñòîÿíèå íåðåëÿòèâèñòñêîé êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû åäè-íè÷íîé ìàññû m= 1, êîòîðîå çàäàíî �óíêöèåé ðàñïðå-äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå f (q, p) .Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåîòðèöàòåëüíàè íîðìèðîâàíà: Z f (q, p)dq dp= 1. (1)Åñëè ìû ïðèìåíèì ê �óíêöèè f (q, p) èíòåãðàëüíîåïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà, òî ïîëó÷èì �óíêöèþ òðåõ äåé-ñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ w(X,�, �) , êîòîðàÿ íàçûâàåò-ñÿ òîìîãðàììîé. Òîìîãðàììà ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé�óíêöèåé è ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-íîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � êîîðäèíàòû ÷àñòèöû Xw(X,�, �) = Z f (q, p)Æ(X � �q� �p)dq dp. (2)Çäåñü Æ(X��q� �p) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, à äåé-ñòâèòåëüíûå ïàðàìåòðû �, � õàðàêòåðèçóþò ñèñòåìóîòñ÷åòà â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òîìîãðàììà, íàçûâà-åìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé, îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ñòàíäàðò-íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è ÿâëÿåòñÿíåîòðèöàòåëüíîé è íîðìèðîâàííîé:Z w(X,�, �)dx= 1 (3)äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ � è � . Ïðåîáðàçîâà-íèå �àäîíà (2) îáðàòèìî. Ïðèìåíèâ îáðàòíîå ïðåîáðà-çîâàíèÿ �àäîíà, ïîëó÷èìf (q, p) = Z w(X,�, �)ei(X��q��p)dX d�d�(2�)2 . (4)Åñëè ïåðåìåííûå � = 1, � = 0, òî äàííàÿ �óíêöèÿçàäàåò ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè êîîð-äèíàòû, òàê êàêw(X, 1, 0) = Z Æ(X � q)f (q, p)dq dp= Z f (X, p)dp= P(X),(5)ãäå P(X) ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè êîîðäèíàòû. Åñëè�= 0, � = 1, òî ïîëó÷àåì ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåâåðîÿòíîñòè äëÿ èìïóëüñà, òàê êàêw(X, 0, 1) = Z Æ(X � p)f (q, p)dqdp= Z f (X, p)dp= }(X),(6)ãäå }(X) ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ èìïóëüñà.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë òîìîãðàììû ìîæíî îõàðàêòåðè-çîâàòü, ðàññìîòðåâ äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå (íà ïëîñêîñòè êîîðäèíàòà�èìïóëüñ): èñ-õîäíóþ è ïîâåðíóòóþ ïî îòíîøåíèþ ê íåé íà óãîë � .Òîìîãðàììà (áåç ó÷åòà ý��åêòà èçìåíåíèÿ ìàñøòàáàïî îñÿì êîîðäèíàòà�èìïóëüñ) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñ-ïðåäåëåíèÿ òîëüêî ïî êîîðäèíàòå ÷àñòèöû, ðàññìàòðè-âàåìîé â ïîâåðíóòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Èíòåãðàëüíûåïðåîáðàçîâàíèÿ (2), (4) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñî-îòíîøåíèÿì ñîîòâåòñòâèÿ:pf (q, p) !�� ��X��1 ���w(X,�, �);��q f (q, p) ! � ��Xw(X,�, �);qf (q, p) !�� ��X��1 ���w(X,�, �);��pf (q, p) ! � ��Xw(X,�, �).
(7)

Ïî îïðåäåëåíèþ � ��X ��1 ��X = 1. (8)
Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà � ��X��1 íà �óíêöèþ '(X)ïîëó÷àåì �óíêöèþ �(X) , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-íåíèþ d�(X)dX = '(X). (9)Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê �óíêöèÿì '(X)è �(X) : '(X) = Z �'(k)eikXdk, (10)�(X) = Z ��(k)eikXdk, (11)
îïðåäåëèì äåéñòâèå îïåðàòîðà � ��X��1 íà �óíê-öèþ '(X) ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ( ��X )�1'(X) = Z 1ik ��(k)eikX dk, (12)÷òî �èêñèðóåò êîíñòàíòó ïðè âûáîðå ïåðâîîáðàç-íîé �(X) . Â �îðìóëàõ (7), íàïðèìåð, ïåðâîå ñîîòíî-øåíèå îçíà÷àåò, ÷òîpf (q, p) =� Zh� ��X��1 ���w(X,�, �)ie�(X��q��p)dX d�d�(2�)2 .(13)Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíî-ðîäíîñòè w(�X,��,��) = 1j�jw(X,�, �). (14)Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè äåëü-òà-�óíêöèè Äèðàêà Æ(�y) = 1j�jÆ(y).14 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



28 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 5Òåïåðü ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå íåñêîëüêèõ íåðåëÿ-òèâèñòñêèõ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö åäèíè÷íîé ìàññû(m= 1). Òîìîãðàììà îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäå-ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìûf (q, p) , ãäå q = (q1, q2, . . . , qN ) , p = (p1, p2, . . . , pN ) . Äëÿýòîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò ìíîãîìåðíîåïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà, ïðèìåíèâ êîòîðîå, ïîëó÷èìñèìïëåêòè÷åñêóþ òîìîãðàììów(X, � , � ) = Z f (q, p) NYk=1 Æ(Xk � �kqk � �kpk)dqdp. (15)Îáðàòíîå ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà èìååòâèäf (q, p) = 1(4�2)N Z w(X,�,�)�� NYk=1 ei(Xk��kqk��kpk)!dX d�d�. (16)Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà (15) íåîòðèöàòåëüíàè íîðìèðîâàíà, ò. å. w(X,�,�)> 0, (17)Z w(X,�,�)dX= 1. (18)Òîìîãðàììà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëå-íèÿ N ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (êîîðäèíàò) Xk , èçìåðÿåìûõâ ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà â �àçîâîì ïðîñòðàí-ñòâå ñèñòåìû, êàæäàÿ ÷àñòèöà êîòîðîé ðàññìàòðèâà-åòñÿ â ñâîåé ïîäñèñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðàÿ ïîäâåðãíóòàîïåðàöèè èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà qk ! skqk , pk ! s�1k pkè ïîâåðíóòà íà óãîë �k . Âàæíûì ñâîéñòâîì, ñëåäóþ-ùèì èç �èçè÷åñêîãî ñìûñëà òîìîãðàììû w(X, � , � )(ïðèâåäåííîãî âûøå), ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ðåäóêöèèZ w(X, � , � )dXN = �w(X0, � 0, � 0), (19)ãäå X0 = (X1,X2, . . . ,XN�1) , � 0 = (�1,�2, . . . ,�N�1)è � 0 = (�1, �2, . . . , �N�1) . Ñâîéñòâî ðåäóêöèè òîìîãðàì-ìû ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì ðåäóêöèè �óíêöèè ðàñïðåäå-ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåéZ f (q, p)dqN dpN =�f (q0, p0), (20)ãäå q0 = (q, . . . , qN�1) , p0 = (p, . . . , pN�1) . Ôóíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé �f (q0, p0) ÿâëÿåòñÿ �óíê-öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîäñèñòåìû, ñîñòî-ÿùåé èç N � 1 ÷àñòèö. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà�w(X0, � 0, � 0) ïîëó÷àåòñÿ èç �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âå-ðîÿòíîñòåé �f (q0, p0) ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíàZ f (q0, p0) N�1Yk=1 Æ(Xk � �kqk � �kpk)dqdp= �w(X0, � 0, � 0).(21)Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ñîñòîÿíèÿ ìíîãîìîäîâîéñèñòåìû îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîðîäíîñòèw(�1X1,�2X2, . . . ,�NXN ,�1�1,�2�2, . . . ,. . . ,�N�N ,�1�1,�2�2, . . . ,�N�N ) == NYk=1 1j�kj!w(X,�,�) (22)

è äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:Z w(X, � , � ) NYk=1 ei(Xk��kqk��kpk)!dX d� d� > 0 (23)ââèäó òîãî, ÷òî ýòîò èíòåãðàë îïðåäåëÿåò �óíêöèþðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñèñòåìû â �àçîâîì ïðî-ñòðàíñòâå.2. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿâ òîìîãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè è åãî ðåäóêöèÿ2.1. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé ñâîáîäíîé ÷àñòèöûÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëè-óâèëëÿ, êîòîðîå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ âî âðåìåíè �óíê-öèè ðàñïðåäåëåíèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå â òîìî-ãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. �àññìîòðèì êèíåòè÷åñêîåóðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû,êîòîðîå èìååò âèädf (q, p, t)dt = �f (q, p, t)�q 
q+ �f (q, p, t)�p 
p+ �f (q, p, t)�t = 0.(24)Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (ïðè îòñóòñòâèè ñèëû)
p= 0. (25)Åñëè ÷àñòèöà èìååò åäèíè÷íóþ ìàññó m= 1
q = p, (26)òî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ ñâîáîäíîé÷àñòèöû èìååò âèäp�f (q, p, t)�q + �f (q, p, t)�t = 0. (27)Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (7), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ýâî-ëþöèè äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû�w(X,�, �)�t � ��w(X,�, �)�� = 0. (28)2.2. Îáîáùåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿâ òîìîãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèèÓðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì êèíåòè-÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-ÿòíîñòåé f (q, p, t) â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèÿ÷àñòèöû â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Îíîèìååò âèä�f (q, p, t)�t + p�f (q, p, t)�q � �U(q)�q �f (q, p, t)�p = 0, (29)ãäå U(q) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Â ýòîì ñëó÷àåóðàâíåíèå Íüþòîíà çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
p=��U(q)�q . (30)�àìèëüòîíèàí ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäûèìååò âèäH(q1, q2, . . . , qN , p1, p2, . . . , pN ) = NXj=1 p2j2 +U(q1, q2, . . . , qN ).(31)



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 29Óðàâíåíèå Íüþòîíà, ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíèà-íó (31), çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
pj =��U (q1, . . . , qN )�qj . (32)Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ èìååò âèä�f (q1, q2, . . . , qN , p1, p2, . . . , pN , t)�t ++ NXj=1 pj �f (q1, q2, . . . , qN , p1, p2, . . . , pN , t)�qj �
� NXj=1 �f (q1, q2, . . . , qN , p1, p2, . . . , pN , t)�pj �
� �U(q1, q2, . . . , qN , p1, p2, . . . , pN )�qj = 0. (33)Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ ìîæåò áûòü çàïèñà-íî â òîìîãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîìû çàìåíèì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåéf (q1, q2, . . . , qN , p1, p2, . . . , pN , t)èõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè �àäîíà è íàïèøåì óðàâíåíèå äëÿòîìîãðà�è÷åñêèõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè (òîìîãðàìì).Äëÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ìû âîñïîëü-çóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè îòîáðàæåíèÿ (7) è ïîëó÷èìêèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â òîìîãðà�è÷åñêîìïðåäñòàâëåíèè�w(X,�, �, t)�t � ��w(X,�, �, t)�� �� �U�q �q!�� ��X��1 ���� ��w(X,�, �, t)�X = 0. (34)Äëÿ ñèñòåì ñ N ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîîòâåòñòâóþùèåïðàâèëà èìåþò âèäf (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN , t) ! ! w(X1, . . . ,XN ,�1, . . . ,�N , �1, . . . , �N , t);pjf (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN , t) ! !�� ��Xj ��1 ���jw(X1, . . . ,XN ,�1, . . . ,�N , �1, . . . , �N , t);��qj f (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN , t) ! ! �j ��Xjw(X1, . . . ,XN ,�1, . . . ,�N , �1, . . . , �N , t); (35)qjf (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN , t) ! !�� ��Xj ��1 ���jw(X1, . . . ,XN ,�1, . . . ,�N , �1, . . . , �N , t);��pj f (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN , t) ! ! �j ��Xjw(X1, . . . ,XN ,�1, . . . ,�N , �1, . . . , �N , t).Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà ê êèíåòè÷åñêîìóóðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ (33), ïîëó÷àåì

�w(X,�,�, t)�t � NXj=1 �j �w(X,�,�, t)��j �
� NXj=1 �U�qj�q1!�� ��X1��1 ���1 , q2!�� ��X2��1 ���2 , . . . ,. . . , qN !�� ��XN ��1 ���N ��j �w(X,�,�, t)�Xj = 0. (36)Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ òîìîãðàì-ìû è ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðòíîìó óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿäëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèâ �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå.Îáñóäèì òåïåðü ðåäóöèðîâàííîå óðàâíåíèå Ëèóâèë-ëÿ â òîìîãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Öåïî÷êà óðàâ-íåíèé Áîãîëþáîâà äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-ÿòíîñòåé îäíîé ÷àñòèöû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà �óíêöèþ ðàñïðå-äåëåíèÿ äëÿ ìíîãèõ ÷àñòèö. Ýòîò ïðèåì çàêëþ÷àåòñÿâ ñëåäóþùåì. Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ ìíîãèõ ÷àñòèöèíòåãðèðóåòñÿ ïî 2(N � 1) ïåðåìåííûì, à èìåííî ïîq2, q3, . . . , qN , p2, p3, . . . , pN . Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿîäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû ó÷èòûâàåò âêëàä âçàèìîäåé-ñòâèÿ îäíîé ÷àñòèöû ñ îñòàëüíûìè. Ïðèâåäåì ýòîòâûâîä íà ïðèìåðå ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö, óðàâíåíèåËèóâèëëÿ äëÿ êîòîðûõ èìååò âèä��t f (q1, q2, p1, p2, t) + p1 �f (q1, q2, p1, p2, t)�q1 ++ p2 �f (q1, q2, p1, p2, t)�q2 � �U(q1, q2)�q1 �f (q1, q2, p1, p2, t)�p1 �� �U (q1, q2)�q2 �f (q1, q2, p1, p2, t)�p2 = 0. (37)Èíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (37) ïî ïåðåìåííûì ñâÿçàí-íûì ñî âòîðîé ÷àñòèöåé q2, p2 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òîïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó÷àñòèöàìè, òîãäàU (q1, q2) =U(jq1� q2j) =U (jX1,2j), X1,2 = q1� q2, (38)ïîëó÷àåì óðàâíåíèå��t�f (q1, p1, t) + p1 ��q1�f (q1, p1, t) ++ Z p2 ��q2 f (q1, q2, p1, p2, t)dq2 dp2 �� Z U 0(jX1,2j)� ��q1 jq1� q2j� ��p1 f (q1, q2, p1, p2, t)dq2 dp2++Z U 0(jX1,2j)� ��q1 jq1�q2j� ��p2 f (q1, q2, p1, p2, t)dq2 dp2 = 0,(39)ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ�f (q1, p1, t) = Z f (q1, q2, p1, p2, t)dq2 dp2. (40)Óðàâíåíèå (39) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî àíàëîãè÷íûìîáðàçîì, êàê è óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ (33). Öåïî÷êàÁîãîëþáîâà â ñëó÷àå ìíîãèõ ÷àñòèö ìîæåò áûòü ïîëó-÷åíà ïðè ïîìîùè àíàëîãè÷íîé ïðîöåäóðû (36). Â ýòîì15 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



30 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 5ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïåðåìåííûìX2,X3, . . . ,XN . �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó ïî-ëó÷åíèÿ ðåäóöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ íà ïðèìåðå äâóõ÷àñòèö. Óðàâíåíèå äëÿ f (q1, p1, q2, p2, t)�f�t + p1 �f�q1 + p2 �f�q2 + F1 �f�p1 + F2 �f�p2 = 0, (41)ãäå Fj � Fj(q1, p1, q2, p2) , j = 1, 2, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèéZ f (q, p,A)F(q, p,B)dqdp== Z wf (X,�, �,A)wF(Y ,�, �,B)ei(X�Y ) dX dY d�d�; (42)wf (X,�, �,A) = Z f (q, p,A)Æ(X � �q� �p)dq dp2� ; (43)wF (Y ,�, �,B) = Z F(q, p,B)Æ(Y � �q� �p)dq dp2� (44)ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå�w1(X1,�1, �1, t)�t � �1 �w1(X1,�1, �1, t)��1 ++ 12� Z 
1�q1!��1� ��X1��1, p1!��1� ��X1��1,X2,�2, �2��1 ��X1w(X1,�1, �1,Y2,�2, �2, t)�� ei(X2�Y2) dX2 dY2 d�2 d�2 ++ 12� Z 
2�q1!��1� ��X1��1, p1!��1� ��X1��1,X2,�2, �2��2 ��Y2w(X1,�1, �1,Y2,�2, �2, t)�� ei(X2�Y2) dX2 dY2 d�2 d�2 = 0. (45)Çäåñüw(X1,�1, �1,Y2,�2, �2, t) = Z f (q1, p1, q2, p2, t)� (46)� Æ(X1 � �1q1 � �1p1)Æ(Y2 � �2q2 � �2p2)dq1 dq2 dp1 dp2,w1(X1,�1, �1, t) = Z w(X1,�1, �1,Y2,�2, �2, t)dY2, (47)à òàêæå
1(q1, p1,X2,�2, �2) == Z F1(q1, p1, q2, p2)Æ(X2 � �2q2 � �2p2)dq2 dp22� , (48)
2(q1, p1,X2,�2, �2) == Z F1(q1, p1, q2, p2)Æ(X2 � �2q2 � �2p2)dq2 dp22� . (49)Óðàâíåíèå (45) îáîùàåòñÿ íà ñëó÷àé ðåäóêöèè óðàâíå-íèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ ìíîãèõ ÷àñòèö.2.3. �åëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé�àññìîòðèì ðåëÿòèâèñòñêóþ ÷àñòèöó è ïðèìåíèìê îïèñàíèþ åå äâèæåíèÿ òîìîãðà�è÷åñêèé ïîäõîä ïîàíàëîãèè ñî ñëó÷àåì íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû. Èçìå-íåíèå îïèñàíèÿ â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ñâÿçàíî ñ �îð-ìóëîé (24), ñâÿçûâàþùåé ìîìåíò è ñêîðîñòü ÷àñòèöû.

Â ðåëÿòèâèñòñêîé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñâÿçü ìåæäóñêîðîñòüþ è èìïóëüñîì çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé �îðìóëîé
q= pp1+ p2 . (50)Ìû ïîëîæèëè äëÿ ïðîñòîòû ñêîðîñòü ñâåòà  = 1è ìàññó ÷àñòèöû m=1. �åëÿòèâèñòñêîå êèíåòè÷åñêîåóðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèf (q, p, t) èìååò âèä (24). Â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ÷àñòèöûñèëû ðàâíû íóëþ, à ñëåäîâàòåëüíî, 
p= 0 ââèäó óðàâ-íåíèÿ (25).Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñêîðîñòü 
q çàâèñèò òîëüêîîò èìïóëüñà ÷àñòèöû (50) è êèíåòè÷åñêîå óðàâíå-íèå (24) ïðèíèìàåò âèä�f (q, p, t)�t + pp1+ p2 �f (q, p, t)�q = 0. (51)
Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ èìïóëüñà (p2 � 1) ìîæíî èñ-ïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèåpp1+ p2 ' p. (52)Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå (52) è ïîäñòàâ-ëÿÿ åãî â êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (51) ïîëó÷àåì óðàâ-íåíèå, èìåþùåå âèä êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèë-ëÿ (29). Ó÷èòûâàÿ ïåðâóþ ðåëÿòèâèñòñêóþ ïîïðàâêóïîëó÷àåì óðàâíåíèå�f (q, p, t)�t + p�f (q, p, t)�q = p32 �f (q, p, t)�q . (53)×òîáû ïîëó÷èòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â òîìîãðà-�è÷åñêîé �îðìå, èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèÿ ñîîòâåò-ñòâèÿ (7). Ïðèìåíèâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì êèíå-òè÷åñêîå óðàâíåíèå â òîìîãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèèâ ñëó÷àå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû�w(X,�, �, t)�t �� �1+ � ��X��2� ����2��1/2��w(X,�, �, t)�� = 0. (54)Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì ïåðâîéðåëÿòèâèñòñêîé ïîïðàâêè óðàâíåíèå (54) èìååò âèä�w(X,�, �, t)�t � ��w(X,�, �, t)�� == �2 ��� ��X��3� ����3�w(X,�, �, t). (55)Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå �àäîíà ìûïîëó÷àåì ðåëÿòèâèñòñêîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿñâîáîäíîé ÷àñòèöû â òîìîãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.Íåêîòîðûå àñïåêòû òîìîãðà�è÷åñêîãî ïîäõîäà èñ-ïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ [15�22℄. Äëÿ ìíîãèõ ÷àñòèöðåëÿòèâèñòñêèõ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö îáîùåíèå óðàâíå-íèÿ (55) ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòûì ñóììèðîâàíèåì ïîñòåïåíÿì ñâîáîäû.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 31Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå äàí îáçîð ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ �àäîíàè ïîñòðîåíî òîìîãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîñòîÿ-íèé êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû ñ �ëóêòóàöèÿìè êîîðäè-íàòû è èìïóëüñà. Ïîëó÷åíî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèåËèóâèëëÿ â òîìîãðà�è÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ìíî-ãèõ ÷àñòèö è âûïîëíåíà ïðîöåäóðà ðåäóêöèè ýòîãîóðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íàÿ ïîñòðîåíèþ öåïî÷êè Áîãîëþ-áîâà. �ëàâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ �îðìóëû(36) è (45). �àññìîòðåí ïðîñòåéøèé ïðèìåð ðåëÿ-òèâèñòñêîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé÷àñòèöû â òîìîãðà�è÷åñêîé êàðòèíå äâèæåíèÿ. Ïî-ñòðîåííîå â ðàáîòå òîìîãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êè-íåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîéìåõàíèêå äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà êâàíòîâóþ îáëàñòü.Äåéñòâèòåëüíî, ðåäóöèðóÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèÿìèÌîéàëà äëÿ ìíîãèõ ÷àñòèö, ìîæíî ïîëó÷èòü êâàíòîâûéàíàëîã öåïî÷êè Áîëîëþáîâà, îñíîâàííîé íà òîìîãðà�è-÷åñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Äàííàÿïðîöåäóðà ýêâèâàëåíòíà ïîëó÷åíèþ óðàâíåíèÿ äëÿ ðå-äóöèðîâàííîãî îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ��(1) = Tr2 ��(1, 2)èç óðàâíåíèÿ �îí Íåéìàíà, ãäå ��(1, 2) ÿâëÿåòñÿ îïå-ðàòîðîì ïëîòíîñòè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïîä-ñèñòåì. Ïðîâîäÿ óñðåäíåíèå ïî ñòåïåíè ñâîáîäû âòî-ðîé ïîäñèñòåìû â ýòîì óðàâíåíèè, ìîæíî ïîëó÷èòüóðàâåíèå äëÿ ðåäóöèðîâàííîãî îïåðàòîðà ïëîòíîñòè.Åãî òîìîãðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå òàêæå ìîæåò áûòüïîëó÷åíî íå òîëüêî ñ èñïîëüçîâàíèåì óñðåäíåíèÿ, êàêýòî áûëî ñäåëàíî ñ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ è óðàâíåíèåìÌîéàëà, íî è ñ ïîìîùüþ âçÿòèÿ ñëåäà ïî ñòåïåíÿìñâîáîäû âòîðîé ïîäñèñòåìû íåïîñðåäñòâåííî â óðàâ-íåíèè �îí Íåéìàíà. �àçëè÷íûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿòîìîãðà�è÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ öåïî÷êè Áîãîëþáîâàâ êâàíòîâîé îáëàñòè áóäóò ïðåäñòàâëåííû â äðóãîéðàáîòå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíòû 10-02-00312-à, 09-02-00142-à). �àáî-òà âûïîëíåíà íà �èçè÷åñêîì �àêóëüòåòå Ì�Ó èìåíèÌ.Â. Ëîìîíîñîâà è â Èíñòèòóòå íàíîòåõíîëîãèé ìèê-ðîýëåêòðîíèêè �ÀÍ.
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