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Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ çàäà÷à â îáëàñòè ñ êèðàëüíûìçàïîëíåíèåìÀ.Í. Áîãîëþáîâa , Þ.Â. Ìóõàðòîâàb , �àî ÖçåñèíÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà ìàòåìàòèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a bogan7�yandex.ru, bmuhartova�yandex.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 03.03.2010, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 20.04.2010Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ çàäà÷è î âîçáóæäåíèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèéçàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäîâ è òîêîâ â îáëàñòè ñ íåîäíîðîäíûì êèðàëüíûì çàïîëíåíèåì. Ïðèýòîì îáëàñòü, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à, ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íîé, îãðàíè÷åííîé èäåàëüíîïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòüþ, òàê è áåñêîíå÷íîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé äîïîëíåíèå ê îãðàíè÷åííîìóèäåàëüíî ïðîâîäÿùåìó òåëó. Äëÿ âîçíèêàþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ñ�îðìóëèðîâàíà îáîá-ùåííàÿ ïîñòàíîâêà â íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà�àëåðêèíà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëàáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèðàëüíàÿ ñðåäà, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà, îáîáùåííîå ðåøåíèå.ÓÄÊ: 517.958; 621.372.8. PACS: 41.20.Cv.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ âîçðîñ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ýëåê-òðîìàãíèòíûõ çàäà÷ â áèàíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ, ê ÷èñ-ëó êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ êèðàëüíûå ñðåäû. Ýòî ñâÿçàíîñ òåì, ÷òî ñòàëî âîçìîæíûì ñîçäàâàòü èñêóññòâåííûåñðåäû, â êîòîðûõ êèðàëüíîñòü óæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîéïîïðàâêîé è ìîæåò îêàçûâàòü ñóùåñòâåííîå âîçäåé-ñòâèå íà ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí. Òàêèå ñðåäû ïîëó÷àþò ïóòåì âíåäðåíèÿ â äè-ýëåêòðèê ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÷àñòèö çåðêàëüíî-àññèìåò-ðè÷íîé �îðìû. Ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ â êèðàëüíûõñðåäàõ, êàê åñòåñòâåííûõ, òàê è èñêóñòâåííûõ, èìåþòâèä [1�9℄ D = "E+ i�B, H = i�E+ ��1B,ãäå " è � � ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû ñðåäû, ïåðåõîäÿ-ùèå â äèýëåêòðè÷åñêóþ è ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòè,åñëè êèðàëüíûé àäìèòàíñ � ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.Ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàðìîíè÷åñêè çàâèñÿùèõîò âðåìåíè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â îäíîðîäíîéêèðàëüíîé ñðåäå è âîëíîâîäàõ, èìåþùèõ êèðàëüíîåçàïîëíåíèå, à òàêæå ïîâåäåíèå ïîëÿ íà ãðàíèöå ðàç-äåëà îáû÷íûõ è êèðàëüíûõ ñðåä àêòèâíî èññëåäóþòñÿ[1, 3, 9, 10℄.Çàäà÷è î äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà èäå-àëüíûõ ïðîâîäíèêàõ ïðîèçâîëüíîé �îðìû, ïîìåùåííûõâ îáû÷íóþ (íåêèðàëüíóþ) ñðåäó, è íà ïðîçðà÷íûõòåëàõ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ îáû÷íûìè ìàòåðèàëüíûìèóðàâíåíèÿìè, õîðîøî èçó÷åíû, äëÿ íèõ ïðåäëîæåíûàëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé [11℄.Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì èññëå-äîâàòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó î âîçáóæäåíèè ýëåê-òðîìàãíèòíûõ âîëí â êèðàëüíûõ ñðåäàõ. Â íàñòîÿùåéñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùàÿ çàäà÷à î âîç-áóæäåíèè êîëåáàíèé çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì òîêàâ îãðàíè÷åííîé è íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòÿõ, èìåþùèõíåîäíîðîäíîå êèðàëüíîå çàïîëíåíèå.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü 
 � êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâîâ R 3 . Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíî îãðàíè-

÷åíî èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòüþ � . Âî âòîðîìñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �
 � äîïîëíåíèå ê 
 ,êîíå÷íî, îãðàíè÷åíî ïîâåðõíîñòüþ � è ïðåäñòàâëÿåòñîáîé èäåàëüíûé ïðîâîäíèê. Ïóñòü îáëàñòü 
 ñîñòîèòèç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäîáëàñòåé:
= q[i=0
i,ïðè÷åì âñå îíè, êðîìå, áûòü ìîæåò, ïîäîáëàñòè 
0 ,êîíå÷íû, è îáùàÿ äëÿ 
i è 
j ãðàíèöà �ij ðåãóëÿðíàè îãðàíè÷åííà (ðèñóíîê). Ïîäîáëàñòü 
0 íåîãðàíè-÷åííà â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé îáëàñòè 
 . Ïóñòü ïîä-îáëàñòè 
i èìåþò îäíîðîäíûå êèðàëüíûå çàïîëíåíèÿñ ïàðàìåòðàìè"= "i, �= �i, �= �i, �= �i â 
i;"i > 0, �i > 0, �i > 0, �i > 0; i = 0, 1, . . . , q,ïðè÷åì �0 = 0 è �0 = 0, åñëè ïîäîáëàñòü 
0 íåîãðàíè-÷åííà, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå ïðîâîäíèê �
 è îãðàíè÷åííûåêèðàëüíûå âñòàâêè 
1,
2, . . . ,
q ïîìåùåíû â îáû÷íóþíåïðîâîäÿùóþ ñðåäó, õàðàêòåðèçóþùóþñÿ äèýëåêòðè-÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ "0 è ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìî-ñòüþ �0 .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â 
 èìåþòñÿ ñòîðîííèå òîêèïëîòíîñòè j , ñîñðåäîòî÷åííûå â íåêîòîðîé êîíå÷íîé îá-ëàñòè. Ïîëó÷èì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ âåêòîðîâ

Êîíå÷íàÿ îáëàñòü 
 â ñëó÷àå q = 2 (à) è áåñêîíå÷íàÿîáëàñòü 
 â ñëó÷àå q = 2 (á). Çäåñü 
0 � áåñêîíå÷íàÿïîäîáëàñòü îáëàñòè 




ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 33E è H èíäóöèðîâàííîãî èìè ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî èñïîëü-çóåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ,ïîçâîëÿþùèå âûðàçèòü âåêòîðû D è B ÷åðåç âåêòîðûE è H . Âîñïîëüçóåìñÿ òàêæå òåì, ÷òî êðàåâîå óñëîâèåäëÿ òàíãåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé âåêòîðà E íà ãðàíè-öå ìåæäó êèðàëüíîé ñðåäîé è èäåàëüíûì ïðîâîäíèêîìñîõðàíÿåò òàêîé æå âèä, êàê è â ñëó÷àå ãðàíèöû ìåæäóîáû÷íîé ñðåäîé è ïðîâîäíèêîì. Â ðåçóëüòàòå ïðèõî-äèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å: íåîáõîäèìî íàéòè �óíêöèþu= fE,Hg , òàêóþ ÷òî("+ �2�)�E�t + i���H�t � rotH + �E =�j â 
� (0,T℄,(1)� i���E�t + ��H�t + rotE = 0 â 
� (0,T℄, (2)[E,n℄ = 0 íà �� [0,T℄, (3)Ejt=0 = E0, Hjt=0 =H0 â 
. (4)2. Ñëàáàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏîëó÷èì ñëàáóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (1)�(4). Ïóñòü� = f', g , ãäå ' è  � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèåòðåõêîìïîíåíòíûå �óíêöèè, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü ïðèt =T , òàêèå ÷òî îíè ñàìè è èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûåêâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìû â 
 . Óìíîæèì ïðàâóþ è ëå-âóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1) ñêàëÿðíî â (L2(
))3 íà �óíê-öèþ ' , ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) ñîîòâåò-ñòâåííî íà �óíêöèþ  , ñëîæèì ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâàè ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëüòàò ïî âðåìåíè îò 0 äî T :TZ0���("+ �2�)E+ i��H, �'�t �
 ���H � i��E, � �t �
 ++ (Au,�)K + (Mu,�)K�dt ==� TZ0 (j,')
 dt+ �("+ �2�)E0 + i��H0,'jt=0�
 ++ ��H0 � i��E0, jt=0�
. (5)Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ(f, g)
 = 3Xi=1 Z
 fi	gi dxäëÿ ëþáûõ âåêòîð-�óíêöèéf = ffig 2 (L2(
))3 è g = fgig 2 (L2(
))3 (i = 1, 2, 3),(Au,�)K =�(rotH,')
 + (rotE, )
,(Mu,�)K = (�E,')
.Ââåäåì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâîK = (L2(
))6 = (L2(
))3 � (L2(
))3.Åñëè � = f', g 2 K è �� = f'�, �g 2 K , ïîëîæèì(�,��)K = (','�)
 + ( , �)
.Âñå âûðàæåíèÿ â ðàâåíñòâå (5) áóäóò èìåòü ñìûñë ïðèëþáîé �óíêöèè� 2 L2(0,T ;D(A)), ���t 2 L2(0,T ;D(A))

è u 2 L1(0,T ;D(A)), ujt=0 = u0 = fE0,H0g 2 D(A),ãäå ìíîæåñòâî D(A) èìååò âèäD(A) = ��j� = f', g 2K, rot' 2 (L2(
))3,rot 2 (L2(
))3, [n,'℄ = 0 íà �	,à òàêæå ïðè óñëîâèè j 2 L2(0,T ;
) . Ïðè ýòîì äåé-ñòâóþùèå íà ìíîæåñòâå D(A) îïåðàòîðû A è Mÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è íåïðåðûâíûìè. Ñìûñë âûðà-æåíèÿ [n,'℄ íà � çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ñóùå-ñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî 
1 �
 , òàêîå ÷òî �� �
1è ' ! [n,'℄ � ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèåH(rot;
1)! (H�1/2(�))3 .Çàìåòèì, ÷òî â ðàâåíñòâå (5) ïîêà íå ó÷òåíû ãðà-íè÷íûå óñëîâèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Íî îíè ó÷òåíû ïðèçàäàíèè îáëàñòè D(A) � îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðà-òîðà A.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 1. Îáëàñòü D(A) ïëîòíà â K, è îïåðàòîðA çàìêíóò.Åå äîêàçàòåëüñòâî ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçà-òåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåé ëåììû äëÿ íà÷àëüíî-êðàå-âîé çàäà÷è â îáëàñòè, çàïîëíåííîé îáû÷íîé (íåêèðàëü-íîé) íåîäíîðîäíîé ñðåäîé, ïîëó÷åííîìó â [12℄.Çàìå÷àíèå. � = f', g 2 D(A) , åñëè è òîëüêî åñëèâûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:rot'i, rot i 2 (L2(
i))3, [n, i℄ = [n, j℄ íà �ij; (6)[n,'i℄ = [n,'j℄ íà �ij, [n,'1℄ = 0 íà �. (7)Ëåììà 2. Ïóñòü ãðàíèöà � îáëàñòè 
 ðåãóëÿð-íà è îãðàíè÷åííà. Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò �� 2 K,òàêîé ÷òî �îðìà (A�,��)K íåïðåðûâíà íà D(A) ,ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D(A) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî(A�,��)K =�(�,A��)K äëÿ ëþáîãî � 2 D(A) .Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì D(A�) êàê ìíîæåñòâîâñåõ òàêèõ �� 2K , ÷òî�! (A�,��)K (8)ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà D(A) �îðìîé. Â ÷àñòíîñòè,îíà äîëæíà áûòü íåïðåðûâíà íà (�D(
i))6 , ãäå(�(D(
i)))6 = f�j�i 2 (D(
i))6, i = 0, . . . , qg,D(O) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äè��åðåí-öèðóåìûõ �óíêöèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â O ,à �i = f'i, ig � ýòî ñóæåíèå � = f', g íà 
i ,i = 0, . . . , q . Íî åñëè � 2 (�D(
i))6 , òî íà êàæäîìèç 
i ìîæíî îïðåäåëèòü rot'i� è rot i� â ñìûñëåîáîáùåííûõ ïðîèçâîäíûõ:� i, rot'i��
i = �rot i,'i��
iè �'i, rot i��
i = �rot'i, i��
i .Íî òîãäà(A�,��) =�Xi � i, rot'i��
i +Xi �'i, rot i��
i ,îòêóäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè �îðìû (8) ñëåäóåò, ÷òîrot'i� 2 (L2(
i))3 è rot i� 2 (L2(
i))3. Òàêèì îáðàçîì,17 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5
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 ðåãóëÿðíà è îãðà-íè÷åííà, èìååò ìåñòî ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîá-ðàæåíèå H(rot,
1) ! H�1/2(�) , ãäå 
1 � êîíå÷íàÿïîäîáëàñòü 
 , ÷àñòü ãðàíèöû êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ � .Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îïðåäåëèòü [n,'i�℄ è [n, i�℄íà �ij è � .Äàëåå, åñëè ýëåìåíò � = f', g 2 D(A) òàêîé, ÷òî�i 2 (C1K(
)) , òî â ñèëó óñëîâèé (6), (7) èìååò ìåñòîðàâåíñòâî(A�,��)K =� Z
 rot � 	'� dx+ Z
 rot' � 	 � dx==� Z
 rot 	'� � dx+ Z
 rot 	 � �'dx++Xi,j I�ij ��[nj, j℄ � 	'j� + [nj, i℄ � 	'i�� d�ij +
+Xi,j I�ij �[nj,'j℄ � 	 j� � [nj,'i℄ � 	 i�� d�ij �

� I� 	'1� � [n, 1℄d� = (', rot �)
 � ( , rot'�)
 +
+Xi,j I�ij  j � �[nj, 	'j�℄� [nj, 	'i�℄� d�ij �

�Xi,j I�ij 'j � �[nj, 	 j�℄� [nj, 	 i�℄� d�ij + I�  1[n, 	'1�℄d�,
ãäå nj è n � åäèíè÷íûå âåêòîðû âíåøíèõ íîðìàëåéê ïîâåðõíîñòÿì �ij è � ñîîòâåòñòâåííî. Â ïîëó÷åííîìâûðàæåíèè îáúåìíûå èíòåãðàëû íåïðåðûâíû ïî � íàìíîæåñòâå D(A) , ñëåäîâàòåëüíî, òî æå ñàìîå äîëæíîáûòü ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ.Èíòåãðàë I�ij  j � �[nj, 	'j�℄� [nj, 	'i�℄� d�ij
íåïðåðûâåí íà D(A) , åñëè è òîëüêî åñëè [nj, 	'i�℄ == [nj, 	'j�℄ íà �ij . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì [nj, 	 i�℄ == [nj, 	 j�℄ íà �ij è [n, 	'1�℄ = 0 íà � . Ñëåäîâàòåëüíî,�� 2D(A) , è (A�,��)K =�(�,A��)K. �Èñïîëüçóÿ äîêàçàííóþ ëåììó, ìîæíî ñ�îðìóëèðî-âàòü îáîáùåííóþ ïîñòàíîâêó èñõîäíîé çàäà÷è ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì.Íåîáõîäèìî íàéòè �óíêöèþ u 2 L1(0,T ;D(A)) ,óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâóTZ0���("+ �2�)E+ i��H, �'�t �
 ���H � i��E, � �t �
 �� (u,A�)K + (Mu,�)K�dt ==� TZ0 (j,')
 dt+�("+ �2�)E0 + i��H0,'jt=0�
 ++��H0 � i��E0, jt=0�
 (9)

ïðè ëþáîé �óíêöèè � , òàêîé ÷òî� 2 L2(0,T ;D(A)), ���t 2 L2(0,T ;D(A)),è îáðàùàþùåéñÿ â íóëü ïðè t =T , ãäå u0 = fE0,H0g 22 D(A) è j 2 L2(0,T ;
) .3. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñëàáîãîðåøåíèÿÒåîðåìà 1. �åøåíèå çàäà÷è (9) ñóùåñòâóåò.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì îòîáðàæåíèå� = f', g! (�, rot', rot ).Îíî ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü D(A) ñ çàìêíóòûì ïîä-ïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòà (L2(
))12 , îòêóäà ñëåäóåò,÷òî D(A) ñåïàðàáåëüíî. Ïóñòü �1, . . . ,�m, . . . � áàçèñâ D(A) . Áóäåì èñêàòü ¾ïðèáëèæåííîå¿ ðåøåíèå umóðàâíåíèÿ (9): um(t) = mXk=1 �(m)k �k.Ïóñòü um(t) óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å��("+ �2�) ��t u1,m(t) + i�� ��t u2,m(t)�,'j�
 ++��� ��t u2,m(t)� i�� ��t u1,m(t)�, j�
 ++ (Aum(t),�j)K + (Mum(t),�j)K =�(j,'j)
,16 j 6m,um(0) = u0m, u0m 2 [�1, . . . ,�m℄,u0m ! u0 2 K. (10)Ôóíêöèÿ um îïðåäåëåíà åäèíñòâåííûì îáðàçîìíà [0,T℄ . Óìíîæèì óðàâíåíèå (10) íà �(m)j è ïðîñóì-ìèðóåì ïî j . Òàê êàê (A�,	)K =�(�,A	)K , òî(Aum(t),um(t))K = 0,è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ um ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî12 � ddt��("+�2�)u1,m(t),u1,m(t)�
+(�u2,m(t),u2,m(t))
	== i��� ��t u1,m(t),u2,m(t)�
 � i��� ��t u2,m(t),u1,m(t)�
 �� (Mum(t),um(t))K � (j,u1,m(t))
. (11)Ïðîèíòåãðèðóåì (11) ïî âðåìåíè. Ñóùåñòâóþò òàêèå÷èñëà C1 > 0 è C2 > 0, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ ñðåäû,÷òî12��("+ �2�)u1,m(t),u1,m(t)�
 + (�u2,m(t),u2,m(t))
	>>C1 � kum(t)k2K,12��("+ �2�)u1,m(0),u1,m(0)�
+(�u2,m(0),u2,m(0))
	6C2,òàê êàê íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ u0m îãðàíè÷åíû ïî íîðìåäëÿ âñåõ m .Îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå ìîæíî îöåíèòü, èñïîëüçóÿòåîðåìó î ñðåäíåì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî kum(t)k íå ïðå-âîñõîäÿò âûðàæåíèé tR0 kum(�)kd� . Â èòîãå ïðèõîäèìê íåðàâåíñòâó
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C1kum(t)k2 6C2+C3 tZ0 kum(�)k2 d�+

����� tZ0 (j(�),u1,m(�))
 d�
�����,ãäå C3 > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî, çàâèñÿùåå îò T è ïà-ðàìåòðîâ ñðåäû. Â ýòîì íåðàâåíñòâå îñòàåòñÿ îöåíèòüïîñëåäíåå ñëàãàåìîå:����� tZ0 (j(�),u1,m(�))
 d�

�����6 12 tZ0�kum(�)k2 + kj(�)k2	d� 6
6C4 + 12 tZ0 kum(�)k2 d�.Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå um(t) çàäà÷è (10) óäîâëåòâî-ðÿåò íåðàâåíñòâókum(t)k2K 6C5 +C6 tZ0 kum(�)k2K d�,ãäå C5 = (C2 + C4)/C1 è C6 = (C3 + 1/2)/C1 . Èñïîëüçóÿëåììó �ðîíóîëëà, íàõîäèìkum(t)kK 6C,ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò m . Ýòî îçíà÷àåò,÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fum(t)g ìîæíî âûáðàòüïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü fu�(t)g , êîòîðàÿ áóäåò ñëàáîñõîäèòüñÿ â L1(0,T ;K) ê íåêîòîðîìó u . Íå îãðàíè-÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëàáî ñõîäèòñÿ âñÿïîñëåäîâàòåëüíîñòü fum(t)g . Ïóñòü	 = m0Xj=1 �j(t)�j, (12)ãäå �j(t) 2 C1([0,T℄) , �j(T) = 0. Ôèêñèðóåì íåêîòî-ðîå m , óìíîæèì (10) íà �j(t) , j 6 m0 6m , ïðîñóììè-ðóåì ïî j è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî÷àñòÿì ïî t îò 0 äî T :

� TZ0���("+ �2�)u1,m(t) + i��u2,m(t)�, d	1dt �
 ++ ���u2,m(t)� i��u1,m(t)�, d	2dt �
�dt++ TZ0�(Mum(t),	)K � (um(t),A	)K	dt =
=� TZ0 (j,	1)
 dt+ ��("+ �2�)u1,m + i��u2,m�,	1�
jt=0 ++ ���u2,m � i��u1,m�,	2�
jt=0.Â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäåëóïî m . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñóùåñòâîâàíèå âåê-òîð-�óíêöèè u , ïðèíàäëåæàùåé L1(0,T ;K) è óäîâëå-òâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (9) ïðè ëþáîé �óíêöèè � =	âèäà (12). Íî åñëè � óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì, óêàçàí-íûì â ñëàáîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (9), òî ìîæíî íàéòèïîñëåäîâàòåëüíîñòü 	k âèäà (12), òàêóþ ÷òî	k !� â L2(0,T ;D(A)) è �	k�t ! ���t â L2(0,T ;K).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî (9) âûïîëíÿåòñÿ ïðè ëþ-áîé �óíêöèè � ñ óêàçàííûìè â ïîñòàíîâêå çàäà÷èñâîéñòâàìè. �Òåîðåìà 2. �åøåíèå çàäà÷è (9) åäèíñòâåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåí-íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (9) ïîëîæèì j = 0 è u0 = 0.Ôóíêöèþ u ïðîäîëæèì íóëåì â ïîëóïëîñêîñòü t < 0è îáîçíà÷èì ïðîëîæåíèå êàê �u . Â óðàâíåíèè (9)ìîæíî âçÿòü � = �	 , ãäå � � ñóæåíèå íà [0,T℄�óíêöèè � 2 D(�1,T) , à 	 � ïðîèçâîëüíàÿ �óíê-öèÿ èç L2(0,T ;D(A)) , òàêàÿ ÷òî �	�t 2 L2(0,T ;D(A)) .Òîãäà â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé D0(�1,T) ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî��"+ �2�)��u1�t + i����u2�t � ,'1�
 ++�����u2�t � i����u1�t � ,'2�
� (�u,A�)K+(M�u,�)K = 0.Åñëè òåïåðü ïðîäîëæèòü �u íóëåì äëÿ t >T , òî â ñìûñ-ëå ðàñïðåäåëåíèé D0(Rt) ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî��"+ �2�)��u1�t + i����u2�t � ,'1�
 ++�����u2�t � i����u1�t � ,'2�
 � (�u,A�)K + (M�u,�)K == Æ(t�T). (13)Ïóñòü �(t) 2 D(Rt) èìååò íîñèòåëü â [0, �℄ . �àññìîòðèìñâåðòêó ðàâåíñòâà (13) ñ �óíêöèåé �(t)+1Z�1 ��("+ �2�)��u1(t)�t + i����u2(t)�t � �(� � t),'1�
 dt+
+ +1Z�1 �����u2(t)�t � i����u1(t)�t ��(� � t),'2�
 dt�

� +1Z�1 (�u(t)�(� � t),A�)K dt+
+ +1Z�1 (M�u(t)�(� � t),�)K dt = �(� �T ),èëè�Z0� ��� �("+ �2�)�u1(� � t0)�(t0) ++ i���u2(� � t0)�(t0)�,'1�
dt0 ++ �Z0 � ��� ���u2(� � t0)�(t0)� i���u1(� � t0)�(t0)� ,'2�
 dt0�

� �Z0 ��u(� � t0)�(t0),A��K dt0+ �Z0 �M�u(� � t0)�(t0),��K dt0 == �(� �T ) (14)18 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



36 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 5Ïðè � 6 T ïðàâàÿ ÷àñòü (14) ðàâíà íóëþ, à ýòîîçíà÷àåò, ÷òî �îðìà�(t0, �)! ��u(� � t0)�(t0),A�(t0, �)�Kíåïðåðûâíà íà D(A) . Ñëåäîâàòåëüíî, �u(� � t0)�(t0) 22 D(A) è ìîæíî ïîëîæèòü� = �u(� � t0) � �(t0).Ïðè ýòîì�Z0 12 ���n�("+ �2�)�u1(� � t0)�(t0), �u1(� � t0)�(t0)�
 ++ ���u2(� � t0)�(t0), �u2(� � t0)�(t0)�
odt0 ++ i �Z0 � ��� (���u2(� � t0)�(t0)), �u1(� � t0)�(t0)�
 dt0 �
� i �Z0� ��� (���u1(� � t0)�(t0)), �u2(� � t0)�(t0)�
 dt0+

+ �Z0 �M�u(� � t0)�(t0), �u(� � t0)�(t0)�K dt0 = 0.
Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî � â ïðåäåëàõîò �� äî íåêîòîðîãî t 6T . Òàê êàê �óíêöèÿ �u îòëè÷íàîò íóëÿ òîëüêî ïðè ïîëîæèòåëüíîì àðãóìåíòå, òî â ðå-çóëüòàòå ïîëó÷èì�Z0 12n�("+ �2�)�u1(t� t0)�(t0), �u1(t� t0)�(t0)�
 ++ ���u2(t� t0)�(t0), �u2(t� t0)�(t0)�
odt0 ++ i tZ��

�Z0� ��� (���u2(� � t0)�(t0)), �u1(� � t0)�(t0)�
 dt0 d� �
� i tZ��

�Z0� ��� (���u1(� � t0)�(t0)), �u2(� � t0)�(t0)�
 dt0 d� +
+ �Z0

tZ���M�u(� � t0)�(t0), �u(� � t0)�(t0)�K d� dt0 = 0. (15)
Îöåíèì ìîäóëè èíòåãðàëîâ:
I1(t0) = tZ��� ��� (���u2(� � t0)�(t0)), �u1(� � t0)�(t0)�
 d�,
I2(t0) = tZ��� ��� (���u1(� � t0)�(t0)), �u2(� � t0)�(t0)�
 d�.Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ñðåäíåì àíàëîãè÷íî òîìó, êàêýòî áûëî ñäåëàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿîáîáùåíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîëó÷èì îöåíêójI1(t0)j6 �C1(�, t, �,�) tZ�� k�u(t0 + �)�(t0)k2K d�.

Òàêîãî æå âèäà îöåíêà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíàè äëÿ I2(t0) . Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâà (15), îöåíîêäëÿ I1(t0) è I2(t0) , à òàêæå îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà Mñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà �C > 0, êîòîðàÿíå çàâèñèò îò �óíêöèé �u è � , ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðà-âåíñòâî�Z0 k�u(t� t0)�(t0)k2dt0 6 �C tZ��
( �Z0 k�u(� � t0)�(t0)k2 dt0)d�.

Ïóñòü
Z(t) = tZ��

( �Z0 k�u(� � t0)�(t0)k2 dt0)d�.
Òîãäà Z0(t) = �Z0 k�u(t� t0)�(t0)k2dt0 6 �CZ(t),îòêóäà 06 Z(t)6 Z(��) � e�C(t+�) = 0, t 6T .Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ 8 t0 2 Rt è 8 � 6T ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî �u(��t0) ��(t0)� 0 8 � . Ñëåäîâàòåëüíî, �u� 0,à çíà÷èò, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ �u , è u� 0. �Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à î âîçáóæäåíèèñòîðîííèìè èñòî÷íèêàìè ýëåêòðîìàãíèòíûõ êîëåáàíèéâ îáëàñòè ñ íåîäíîðîäíûì êèðàëüíûì çàïîëíåíèåì,îãðàíè÷åííîé èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòüþ ëèáîÿâëÿþùåéñÿ äîïîëíåíèåì ê îãðàíè÷åííîìó èäåàëüíîìóïðîâîäíèêó, èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèåèç L1(0,T ;D(A)) . Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿðåøåíèÿ ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä �àëåðêèíà, êîòîðûé ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàí â äàëüíåéøåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðè-áëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþò-ñÿ îáîáùåíèåì íà ñëó÷àé êèðàëüíîé ñðåäû êëàññè÷å-ñêèõ ðåçóëüòàòîâ î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòèðåøåíèÿ çàäà÷ äè�ðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íàíåîäíîðîäíîñòÿõ â ñðåäå, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ îáû÷íû-ìè ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Áîãîëþáîâ À.Í., Ìîñóíîâà Í.À., Ïåòðîâ Ä.À. // Ìàòåì.ìîäåëèðîâàíèå. 2007. 19, � 5. Ñ.3.2. Êàöåëåíáàóì Á.Ç., Êîðøóíîâà Å.Í., Ñèâîâ À.Í., Øàò-ðîâ À.Ä. // Phys. Usp. 1997. 40. Ñ. 1201.3. Pelet P. // IEEE Trans. Antennas and Propagation. 1990.38, N 1. P. 90.4. Òðåòüÿêîâ Ñ.À. // �àäèîòåõíèêà è ýëåêòðîíèêà. 1994.39, � 10. Ñ. 1457.5. Âèíîãðàäîâ À.Ï., Àéâàçÿí À.Â. // �àäèîòåõíèêà è ýëåê-òðîíèêà. 2002. 47, � 2. Ñ. 192.6. Bahr A.J., Clausing K.R. // IEEE Trans. Antennas andPropagation. 1994. 42, N 12. P. 1592.7. Jaggard D.L., Mikelson A.R., Papas C.H. // Appl. Phys.1979. 18. P. 211.8. Brewitt-Taylor C.R., Lederer P.G., Smith F.C., Haq S. //IEEE Trans. Antennas and Propagation. 1999. 47, N 4.P. 692.
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