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�ÀÄÈÎÔÈÇÈÊÀ, ÝËÅÊÒ�ÎÍÈÊÀ, ÀÊÓÑÒÈÊÀÑïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè óñëîâíîãî ìàðêîâñêîãîèìïóëüñíîãî ïðîöåññàÞ.Â. Óøàêîâa , À. À. ÄóáêîâbÍèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ðàäèî�èçè÷åñêèé�àêóëüòåò, êà�åäðà ìàòåìàòèêè. �îññèÿ, 603950, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïðîñï. �àãàðèíà, ä. 23.E-mail: anomah�list.ru, b dubkov�rf.unn.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 16.02.2010, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 28.04.2010Íà ïðèìåðå ìîäåëè íåéðîííîé ñèñòåìû, ãåíåðèðóþùåé óñëîâíóþ ìàðêîâñêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüäåëüòà-èìïóëüñîâ, ïîêàçàíà ïðîöåäóðà âûâîäà âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòèìîùíîñòè òàêîãî ñèãíàëà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåìàðêîâñêèé ïðîöåññ, ñêðûòûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, óñëîâíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ,íåéðîí, ñïàéê, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìîùíîñòè.ÓÄÊ: 537.86, 621.371.399, 519.21. PACS: 05.40.�a, 02.50.Ey, 02.50.Ga.

ÂâåäåíèåÌíîãèå �èçè÷åñêèå è áèîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû ìîãóòáûòü îïèñàíû êàê òî÷å÷íûå, ò. å. â âèäå ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ òî÷åê íà îñè âðåìåíè. Òèïè÷íû-ìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ èìïóëüñíûå ñèãíàëû íåðâíûõêëåòîê (íåéðîíîâ), �óíêöèîíèðóþùèõ â ñóùåñòâåííîçàøóìëåííîé ñðåäå íåðâíîé ñèñòåìû [1℄, à òàêæå ñêà÷-êîîáðàçíîå ïîâåäåíèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ëàçåðàâ íåêîòîðûõ ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíûõ ðåæèìàõ ðàáî-òû [2℄. Àêòóàëüíîñòü ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà òàêèõ ïðî-öåññîâ íå âûçûâàåò ñîìíåíèé. Îäíàêî àíàëèòè÷åñêèéïîäõîä â ýòîé îáëàñòè âûçûâàåò ñåðüåçíûå çàòðóäíåíèÿâ òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷å÷íûé ïðîöåññ íå ÿâëÿåòñÿ ïðî-öåññîì âîññòàíîâëåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàò-ðèâàåòñÿ íåìàðêîâñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâäåéñòâèÿ (ñïàéêîâ) ìîäåëè íåéðîíà, êîòîðàÿ, ñîãëàñíîðåçóëüòàòàì ñòàòüè [3℄, ìîæåò áûòü îïèñàíà ñêðûòîéìàðêîâñêîé öåïüþ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì ìàðêîâñêèìïðîöåññîì [4℄. Ïðåäëîæåíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèåäëÿ îöåíêè ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ìîùíîñòè (ÑÏÌ)òàêîãî ðîäà ïðîöåññîâ.Â ïåðâîì ðàçäåëå ñòàòüè äàíî îïèñàíèå èññëåäóåìîéìîäåëè è íåîáõîäèìûõ äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3℄. Âî âòîðîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿõîðîøî èçâåñòíàÿ ïðîöåäóðà âûâîäà îáùåãî âûðàæåíèÿäëÿ ÑÏÌ òî÷å÷íûõ ïðîöåññîâ, äàëüíåéøåå ðàçâèòèåêîòîðîé â òðåòüåì ðàçäåëå ïðèâîäèò ê âûâîäó �îðìóëûÑÏÌ ïðîöåññà ñî ñêðûòîé ìàðêîâñêîé öåïüþ è ðåçóëü-òàòàì åå èñïîëüçîâàíèÿ â èçó÷àåìîé ñèñòåìå.1. Ìîäåëü�àññìîòðèì êðàòêî ðåçóëüòàòû ðàáîòû [3℄. Èçó÷à-åìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ íåéðîííîãî àíñàìáëÿñëóõîâîãî àíàëèçàòîðà ìëåêîïèòàþùèõ. Îíà ñîñòîèòèç òðåõ âîçáóäèìûõ ýëåìåíòîâ, äâà èç êîòîðûõ ìîäå-ëèðóþò ïåðè�åðèéíûå ñåíñîðíûå íåéðîíû (áóäåì íà-çûâàòü èõ ñåíñîðàìè), íàõîäÿùèåñÿ ïîä âîçäåéñòâèåìãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ A1,2 
os
1,2t , à òðåòèé ýëåìåíòìîäåëèðóåò èíòåðíåéðîí (ÈÍ), ïðèíèìàþùèé ñïàéêè

îò ñåíñîðîâ è ãåíåðèðóþùèé àíàëîãè÷íûå ñïàéêè, êîòî-ðûå ïåðåäàþòñÿ äðóãèì íåéðîíàì. Ñóùåñòâåííóþ ðîëüâ �óíêöèîíèðîâàíèè íåðâíûõ êëåòîê èãðàåò øóìîâîåâîçäåéñòâèå îãðîìíîãî êîëè÷åñòâà ¾ñîñåäåé¿ (� 104 íàíåéðîí), ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðèñóò-ñòâóþò àääèòèâíûå èñòî÷íèêè øóìà. Îñíîâíûì èçó-÷àåìûì â ðàáîòå îáúåêòîì ÿâëÿåòñÿ ñïàéêîâàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ÈÍ. Â ñèëó íàëè÷èÿ øóìà â ñèñòåìåè îäèíàêîâîé �îðìû ñïàéêîâ ýòîò ñèãíàë ðàññìàòðè-âàåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ìåæñïàé-êîâûõ èíòåðâàëîâ (ÌÑÈ). Îíà ÿâëÿåòñÿ íåìàðêîâ-ñêîé, ïîñêîëüêó íà âõîä ÈÍ ïîñòóïàþò ñïàéêè ñåíñî-ðîâ ñ íåýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿÌÑÈ (�ÌÑÈ). Ñèñòåìà ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíà íàðèñ. 1. Â êà÷åñòâå åå áàçîâîãî ýëåìåíòà èñïîëüçî-âàëàñü áåçðàçìåðíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåéðîíà¾ïîðîãîâûé èíòåãðàòîð ñ óòå÷êîé¿, êîòîðàÿ çàïèñû-âàåòñÿ â âèäå ñòîõàñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëàíæåâåíà:
v = ��v + Iext(t) + �(t) , ãäå v(t) � ìåìáðàííûé ïîòåí-öèàë íåéðîíà, � � ðåëàêñàöèîííûé ïàðàìåòð, Iext(t) �âíåøíèé òîê, �(t) � áåëûé ãàóññîâ øóì. Íåîáõîäèìîäîáàâèòü, ÷òî äëÿ ýòîé ìîäåëè íåéðîíà ñóùåñòâóåò

�èñ. 1. Èññëåäóåìàÿ ìîäåëü èç òðåõ íåéðîíîâ



�ÀÄÈÎÔÈÇÈÊÀ, ÝËÅÊÒ�ÎÍÈÊÀ, ÀÊÓÑÒÈÊÀ 39ãðàíè÷íîå óñëîâèå: ïðè äîñòèæåíèè ìåìáðàííûì ïîòåí-öèàëîì çàäàííîãî ïîðîãà vth ïîäðàçóìåâàåòñÿ ãåíåðà-öèÿ ñïàéêà, è v(t) ñáðàñûâàåòñÿ â íåêîòîðîå �èêñèðî-âàííîå çíà÷åíèå. Ñïàéêè ìîäåëèðóþòñÿ äåëüòà-�óíêöè-ÿìè Äèðàêà.Â ñòàòüå [3℄ ïîêàçàíî, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà÷àñòîòû ãàðìîíè÷åñêèõ ñèãíàëîâ, äåéñòâóþùèõ íà ñåí-ñîðû, íàõîäÿòñÿ â îòíîøåíèè íåñîêðàòèìîé äðîáè:
2/
1 =m/n , ÈÍ ìîæíî ñ÷èòàòü ñèñòåìîé ñ M ñîñòîÿ-íèÿìè: M =m+ n� 1. Â ìîìåíò ãåíåðàöèè ñïàéêà ÈÍïåðåêëþ÷àåòñÿ èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, è âðåìÿäëÿ íåãî íà÷èíàåò îòñ÷èòûâàòüñÿ çàíîâî (¾ïàìÿòü¿î ïðåæíåì äâèæåíèè ¾ñòèðàåòñÿ¿). Çíàÿ ïëîòíîñòè �Ì-ÑÈ ñåíñîðîâ, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíèïåðâîãî äîñòèæåíèÿ (�ÂÏÄ) ïîðîãà ãåíåðàöèè ìåì-áðàííûì ïîòåíöèàëîì ÈÍ â êàæäîì âîçìîæíîì ñîñòî-ÿíèè. Ëþáîå èç ýòèõ �ÂÏÄ óñòðîåíî òàêèì îáðàçîì,÷òî êàæäûé åãî ïèê, à òî÷íåå âðåìåííîé ïðîìåæóòîê,â öåíòðå êîòîðîãî ðàñïîëîæåí ìàêñèìóì ïèêà, ñîîò-âåòñòâóåò ïåðåõîäó â äðóãîå ñîñòîÿíèå è îäíîçíà÷íîåãî îïðåäåëÿåò. Â ðåçóëüòàòå ìîæíî èçîáðàçèòü �ÂÏÄñîñòîÿíèé ÈÍ, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2, ãäå ñ ïîìîùüþîáîçíà÷åíèÿ (i! k) îòìå÷åíû âðåìåííûå ïðîìåæóòêè,ïðè ïîïàäàíèè â êîòîðûå ìåæñïàéêîâîãî èíòåðâàëà ÈÍïåðåêëþ÷àåòñÿ èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå k . Òàêèìîáðàçîì, äëÿ âåðîÿòíîñòè òàêîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ �ik

çàïèñûâàåì �ik = Z(i!k) �(i)(t)dtè çàìå÷àåì, ÷òî îíà çàâèñèò òîëüêî îò �ÂÏÄ �(i)(t)â òåêóùåì ñîñòîÿíèè, ò. å. äàííûé, âîîáùå ãîâîðÿ,íåìàðêîâñêèé ïðîöåññ ìîæåò áûòü îïèñàí ñ ïîìî-ùüþ ñêðûòîé ìàðêîâñêîé öåïè ñ ìàòðèöåé ïåðåõî-äîâ f�ikg . Íàáëþäàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÌÑÈ íà-çûâàåòñÿ â òàêîì ñëó÷àå óñëîâíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåñ-ñîì (ñì. [4, 5℄).Âïîëíå ïîíÿòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòíîå �ÌÑÈ èíòåð-íåéðîíà �out(�) (� áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ çíà÷åíèÿñëó÷àéíîãî ÌÑÈ) ïîëó÷àåòñÿ óñðåäíåíèåì �ÂÏÄ ïîñîñòîÿíèÿì, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî íàéòè ñòàöèîíàð-íûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé pi , ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíå-íèé [6℄ 8>>>>><>>>>>:
M�1Xi=0 pi�ik = pk, k= 1, 2, . . . ,M� 1,M�1Xi=0 pi = 1.

Â èòîãå íàõîäèì �out(�) = M�1Pi=0 pi�(i)(�) , êîòîðîå óäîáíîñðàâíèòü ñ �ÌÑÈ ÈÍ, ïîëó÷åííûì ÷èñëåííî, è íàéòèâïîëíå ïðèåìëåìîå ñõîäñòâî (ðèñ. 2, ä), ïîäòâåðæäà-

�èñ. 2. �ÂÏÄ ñîñòîÿíèé (à, á, â, ã) è ðåçóëüòèðóþùåå �ÌÑÈ (ä) èíòåðíåéðîíà ïðè 
1 = 0.4 , 
2 = (3/2)
1 .Òîíêîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíî ñîîòâåòñòâèå ïèêîâ �ÌÑÈ è �ÂÏÄ. Öè�ðû â îêðóæíîñòÿõ ïîêàçûâàþò,â êàêîå ñîñòîÿíèå ïåðåõîäèò ÈÍ, åñëè â òåêóùåì ñîñòîÿíèè ãåíåðèðóåò ÌÑÈ, ïîïàäàþùèé â îáëàñòüïîìå÷åííîãî ïèêà. Öè�ðû ñî ñòðåëêîé â ñêîáêàõ (i! k) òàêæå îáîçíà÷àþò íåêîòîðûå ïðîìåæóòêè, â êîòîðûåäîëæåí ïîïàñòü ÌÑÈ äëÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ ÈÍ èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå k . Íà ãðà�èêå ä òîíêàÿ ñïëîøíàÿêðèâàÿ èçîáðàæàåò òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò, à æèðíàÿ ïóíêòèðíàÿ � ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ20 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



40 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 5þùåå îïðåäåëåííóþ ñòåïåíü ñïðàâåäëèâîñòè ïðåäûäó-ùèõ ðàññóæäåíèé.2. Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ÑÏÌ�àññìîòðèì íåñëîæíóþ ïðîöåäóðó âûâîäà âûðàæå-íèÿ äëÿ ÑÏÌ èìïóëüñíîãî ïðîöåññà íà êîíêðåòíîìïðèìåðå èññëåäóåìîãî ñèãíàëà, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòüþ äåëüòà-�óíêöèé:s(t) = 1Xr=1 Æ(t� tr),ãäå tr � ìîìåíò ãåíåðàöèè r -ãî ñïàéêà ÈÍ.Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ñèãíàëàC(j!) = TR0 s(t)e�j!t dt , è òîãäà ÑÏÌ ìîæåò áûòü íàéäåíàêàê ïðåäåë [7℄ S(!) = limT!1 hjC(j!)j2iT . (1)�àññìîòðèì îäíó ðåàëèçàöèþ äîñòàòî÷íî áîëüøîéäëèòåëüíîñòè T , ñîäåðæàùóþ áîëüøîå ÷èñëî ñïàé-êîâ N . Äëÿ èçó÷àåìîãî ïðîöåññà ñïðàâåäëèâî ïîëàãàòüäëèíó ñðåäíåãî ÌÑÈ h�i = T/N [8℄. Òîãäà âûðàæåíèå(1) áåç òðóäà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:S(!) = 1h�i(1+ limN!1 2N Re" NXr=2 r�1Xq=1hej!(tr�tq)i#). (2)Â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ÌÑÈ (ïðîöåññ âîññòàíîâëå-íèÿ), ÷òî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, äëÿ ÌÑÈ ñåíñîðîâ,ñðåäíåå îò êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòû â âûðàæåíèè (2)ðàñïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ñðåäíèõ äëÿ îòäåëüíûõèíòåðâàëîâ, è óñðåäíåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èç-âåñòíîãî �ÌÑÈ �(�) ñåíñîðà. Äâîéíîå ñóììèðîâàíèåïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå äëÿ ñóììûãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, è ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé [7℄ ïîëó÷àåòñÿ �îðìóëàS��h�i(!) = 2h�i 1� j�(!)j2j1� �(!)j2 , (3)ãäå �(!) = R �(�)ej!� d� � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÌÑÈ ñåíñîðà, à S��h�i(!) � ÑÏÌ�ëóêòóàöèé ñèãíàëà. Çíàê èíòåãðàëà áåç ïðåäåëîâçäåñü è äàëåå îçíà÷àåò èíòåãðèðîâàíèå îò 0 äî 1 .3. Óñëîâíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññÂ ïåðâîì ðàçäåëå áûëà ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ðàñ-ñìîòðåíèÿ ïðîöåññà ãåíåðàöèè ÌÑÈ èíòåðíåéðîíà êàêóñëîâíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà. Â êàæäîì èç ñêðûòûõñîñòîÿíèé èçâåñòíî âðåìÿ ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ïîðîãàãåíåðàöèè. Ïðè ýòîì ãåíåðàöèÿ òîãî èëè èíîãî èí-òåðâàëà � îçíà÷àåò ïåðåêëþ÷åíèå â ñîîòâåòñòâóþùååñîñòîÿíèå. Â îáùåì ñëó÷àå óñðåäíåíèå â âûðàæåíèè (2)ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:hej!(tr�tq)i= Z . . . Z ej!(�r+�r+1+...+�q�1) �� �(�r , �r+1, . . . , �q�1)d�r . . .d�q�1, (4)ãäå �i = ti+1 � ti � ñëó÷àéíûé ÌÑÈ, à �(�r , �r+1, . . .. . . , �q�1) � ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè âûïà-äåíèÿ ïîäðÿä ìåæñïàéêîâûõ èíòåðâàëîâ �r , �r+1 è ò. ä.

�àññìîòðèì äëÿ íàãëÿäíîñòè ÷àñòíûé ñëó÷àéhej!(t4�t1)i= hej!(�1+�2+�3)i= Z ej!�1�(�1)d�1 �� Z ej!�2�(�2/�1)d�2 Z ej!�3�(�3/�1, �2)d�3. (5)Â ñèëó ñòàöèîíàðíîñòè ïðîöåññà óñðåäíåíèå íåäîëæíî çàâèñåòü îò òîãî, â êàêîì ìåñòå íà îñè âðåìåíèáåðåòñÿ ïåðâûé ÌÑÈ â ñòåïåíè êîìïëåêñíîé ýêñïîíåí-òû, ò. å. ñðåäíåå çàâèñèò òîëüêî îò êîëè÷åñòâà ÌÑÈóñðåäíåíèÿ: hej!(t4�t1)i= f3(!) , èëè â îáùåì ñëó÷àåhej!(tr�tq)i= fr�q(!). (6)Òàêèì îáðàçîì, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãåíåðàöèÿ ñëó÷àé-íîãî çíà÷åíèÿ �1 ïðîèñõîäèò â íåêîòîðîì íåèçâåñòíîìñîñòîÿíèè i . À òàê êàê âñå ñîñòîÿíèÿ è ñàìè èìåþòîïðåäåëåííûå âåðîÿòíîñòè âûïàäåíèÿ pi â ñêðûòîéöåïè Ìàðêîâà, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñîîòâåòñòâóþùååóñðåäíåíèå. Ïîýòîìó�(�1) = M�1Xi=0 pi�(i)(�1) = �out(�1). (7)Åñëè ñëó÷àéíîå çíà÷åíèå �1 âûïàäàåò, êîãäà ÈÍíàõîäèòñÿ â i -ì ñîñòîÿíèè, òî äëèíà èíòåðâàëà �1îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå k , â êîòîðîå ïåðåêëþ÷àåòñÿ ÈÍ,ñîãëàñíî �(i)(�1) . Ïîñëå ïåðåêëþ÷åíèÿ â k-å ñîñòîÿíèåñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà âòîðîãî ÌÑÈ �2 îïðåäåëÿåòñÿïëîòíîñòüþ �(k)(�2) . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðâîé óñëîâ-íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â (5) èìååì
�(�2/�1) =8>><>>:

�(0)(�2), ïðè �1 �(i! 0),�(1)(�2), ïðè �1 �(i! 1),. . . ,�(M�1)(�2), ïðè �1�(i!M� 1) (8)
(äëÿ ïðèìåðà ñì. ðèñ. 2).Âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ íåêîòîðîãî �(i)(�) ïðîìåæóòêèçíà÷åíèé � , ïåðåêëþ÷àþùèå ÈÍ â íåêîòîðîå ñîñòîÿ-íèå k , öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ. Îäíàêî â èíòåðåñóþ-ùèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ÷èñëî íåíóëåâûõ ïèêîâ âñÿêîãî�(i)(�) ìåíüøå èëè ðàâíî ÷èñëó ñîñòîÿíèé M . Ïîýòîìóïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ïèêîâ è ñî-ñòîÿíèé. Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå (5) ñ ó÷åòîì (6)�(8)ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:
f3(!) = M�1Xi,k=0 pi Z(i!k) ej!�1�(i)(�1)d�1 �� Z ej!�2�(k)(�2)d�2 Z ej!�3�(�3/�1, �2)d�3. (9)Óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè �(�3/�1, �2) ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, èç ÷åãî ñëåäóåòíåçàâèñèìîñòü ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ â âûðàæå-íèè (9) è ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì çàïèñàòü ñëåäóþùåå:
f3(!) = M�1Xi,k,l=0 pi Z(i!k) ej!t�(i)(t)dt�
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Î÷åâèäíî, ÷òî óñðåäíåíèå êîìïëåêñíîé ýêñïîíåíòûñ á�îëüøèì ÷èñëîì ÌÑÈ â ïîêàçàòåëå âûïîëíÿåòñÿïðîñòî äîáàâëåíèåì íåîáõîäèìîãî ÷èñëà îïåðàöèé ñóì-ìèðîâàíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ.Ïî àíàëîãèè ñ îïðåäåëåíèåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîé�óíêöèè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ�i(!) = Z �(i)(t)ej!t, �ik(!) = Z(i!k) �(i)(t)ej!t dt.Î÷åâèäíî, �i(!) = M�1Pk=0 �ik(!) . Â èòîãå âûðàæåíèå (10)äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ÌÑÈ n êîðîòêî çàïèñûâàåòñÿâ âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé �îðìåfn(!) = p�n�1(!) �(!), (11)ãäå p � âåêòîð-ñòðîêà ñ ýëåìåíòàìè p0, p1, . . . , pM�1 ,�(!) � ìàòðèöà M�M ñ ýëåìåíòàìè �ik(!) , êîòîðàÿâîçâîäèòñÿ â ñòåïåíü n� 1, à �(!) � âåêòîð-ñòîë-áåö ñ ýëåìåíòàìè �0(!), �1(!), . . . , �M�1(!) . È âûðàæå-íèå (2) ñ ó÷åòîì (6) ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

S(!) = 1h�i(1 + 2 limN!1Re"N�1Xn=1�1 � nN �fn(!)#). (12)Ïðè ! 6= 0 ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç íîðì ìàòðèöû�(!) , à èìåííî k�(!)k =maxi Pj j�ij(!)j , î÷åâèäíî, íåïðåâûøàåò åäèíèöû. Ýòîãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî [9℄ äëÿñõîäèìîñòè ìàòðè÷íîãî ðÿäà â âûðàæåíèè (12) ïðèN !1 . Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó ñóììèðîâàíèÿ óáûâàþùåéãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó÷àåì êîíå÷íîå âûðà-æåíèå ÑÏÌ ñïàéêîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÈÍS(!) = 1h�i�1+ 2pRe[E��(!)℄�1�(!)	, (13)ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà è [E��(!)℄�1 � ìàòðè-öà, îáðàòíàÿ ê (E��(!)) .Íà ðèñ. 3�5 ñïëîøíûìè êðèâûìè èçîáðàæåíû ÑÏÌñïàéêîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÈÍ äëÿ ðàçëè÷íûõ îò-íîøåíèé ÷àñòîò 
1/
2 . Íà òåõ æå ãðà�èêàõ ïóíê-òèðíûìè êðèâûìè ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûåïî �îðìóëå (3), ò. å. â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �ÌÑÈÈÍ �out(�) èìååò ìåñòî äëÿ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâîðàñïðåäåëåííûõ ÌÑÈ è �(!) = R �out(t)ej!t dt . Õîðîøîâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì êðèâàÿ îòðàæàåòóñðåäíåííóþ çàâèñèìîñòü S(!) è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ(ðèñ. 3 è 4) ¾óïóñêàåò¿ ìíîãèå äåòàëè ÑÏÌ â ïðàê-

�èñ. 3. ÑÏÌ ñïàéêîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÈÍ. 
1 = 0.4 , 
2 = (3/2)
1

�èñ. 4. ÑÏÌ ñïàéêîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÈÍ. 
1 = 0.4 , 
2 = (5/4)
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�èñ. 5. ÑÏÌ ñïàéêîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÈÍ. 
1 = 0.4, 
2 = (16/15)
1òè÷åñêè âàæíîé íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè. Îäíàêî äëÿñëó÷àÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 5, ñïëîøíàÿ è òî÷å÷íàÿêðèâûå î÷åíü ñõîæè: â ýòîì ïîñòðîåíèè ÷àñòîòû 
1è 
2 ìàëî îòëè÷àþòñÿ, è ïèêè ÑÏÌ ¾ðàññòàâëåíû¿ íà÷àñòîòàõ, êðàòíûõ ñðåäíåé ÷àñòîòå âõîäíûõ ãàðìîíè÷å-ñêèõ ñèãíàëîâ (
1 +
2)/2.Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ïðîöåäóðà âûâîäà âûðàæå-íèÿ äëÿ îöåíêè ÑÏÌ óñëîâíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññàäëÿ âïîëíå êîíêðåòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Îäíàêîòàêàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â äîñòàòî÷-íî øèðîêîì êðóãå ïðèëîæåíèé, ïîñêîëüêó áåç òðóäàè ïðèíöèïèàëüíûõ ñëîæíîñòåé äîïîëíÿåòñÿ á�îëüøèì÷èñëîì âõîäíûõ è ïðîìåæóòî÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîäîá-íûå ìîäåëè íàõîäÿò ïðèìåíåíèå ïðè èçó÷åíèè ñåíñîð-íûõ íåéðîííûõ ñèñòåì [10℄, à ñêðûòàÿ ìàðêîâñêàÿ ìî-äåëü âîîáùå àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿðå÷è, ãðà�è÷åñêèõ ñèìâîëîâ è äðóãèõ çàäà÷ öè�ðîâîéîáðàáîòêè ñèãíàëîâ [11℄. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòûïðîâåäåííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëèçà ìîãóò áûòüâåñüìà ïîëåçíû, ïî êðàéíåé ìåðå â óêàçàííûõ îáëàñòÿõèññëåäîâàíèé.
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