
14 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 6
Ïîñòðîåíèå òî÷íûõ ðåøåíèé ìîäåëüíîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ âðàùàþùåéñÿæèäêîñòè â îáëàñòÿõ ñ óãëîâûìè òî÷êàìèÑ.Ä. ÒðîèöêàÿÈíñòèòóò ñîäåðæàíèÿ è ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè îáðàçîâàíèÿ (Ó�ÀÎ ÈÑÌÎ).�îññèÿ, 119098, Ìîñêâà, óë. Ïîãîäèíñêàÿ, ä. 8.E-mail: troitsks�gmail.omÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 23.04.2010, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 03.07.2010Ïîëó÷åí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé äâóìåðíîé ìîäåëüíîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ âðàùà-þùåéñÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ, ñîäåðæàùèõ óãëîâûå òî÷êè. Äîêàçàíî, ÷òîýòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé êîìïîíåíòå ñïåêòðà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà,ñâÿçàííîãî ñ çàäà÷åé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âðàùàþùàÿñÿ æèäêîñòü, íå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, àáñîëþòíî íåïðåðûâíûéñïåêòð.ÓÄÊ: 517.9. PACS: 47.32.Ef.

ÂâåäåíèåÈçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ çàäà÷ó, àêòóàëüíîñòü êîòîðîéâ íàñòîÿùåå âðåìÿ íå òîëüêî íå óìåíüøèëàñü, íîâîçðîñëà, áóäó÷è îáóñëîâëåííîé òåì, ÷òî ïðèíöèï âðà-ùåíèÿ æèäêîé ñðåäû èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõñîâðåìåííûõ òåõíè÷åñêèõ è íàó÷íûõ ïðîáëåì. Òàê,òåîðèÿ âðàùàþùèõñÿ æèäêîñòåé àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿâ ãåî�èçè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÿâëå-íèé îáðàçîâàíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âèõðåâûõ ñòðóêòóðè òå÷åíèé â îêåàíå. Â õèìè÷åñêîé, ïèùåâîé, ãîðíî-ðóäíîé è äðóãèõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè âðàùåíèåæèäêîñòåé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îñóùåñòâëåíèÿ ïðîöåññîâñåïàðàöèè è èññëåäîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñìåñåé ìåòî-äîì öåíòðè�óãèðîâàíèÿ. Îñîáûé èíòåðåñ â ïîñëåäíååâðåìÿ âûçûâàþò èññëåäîâàíèÿ ÷åðíûõ äûð, â êîòîðûõèõ ïîâåäåíèå ìîäåëèðóåòñÿ ïîâåäåíèåì âðàùàþùåéñÿæèäêîñòè ñ óëüòðàíèçêîé âÿçêîñòüþ. Òàêèõ ïðèìåðîâìîæíî ïðèâåñòè ìíîãî, íî, âìåñòå ñ òåì, ìíîãèå òåî-ðåòè÷åñêèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ïîâåäåíèåì âðàùà-þùåéñÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, åùå î÷åíüäàëåêè îò îêîí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ.Äâèæåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè, ïîëíîñòüþ çàïîëíÿ-þùåé íåêîòîðûé ðàâíîìåðíî âðàùàþùèéñÿ çàêðûòûéñîñóä Q , îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé:�U�t +2k�U =�rp, r �U = 0, U � nj�Q = 0, (1)ãäå k � âåêòîð îñè âðàùåíèÿ, U � îòêëîíåíèåïîëÿ ñêîðîñòåé æèäêîñòè îò ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ,p � äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå. Èçó÷åíèå êà÷åñòâåííûõñâîéñòâ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, êàê èçâåñòíî, ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ çàäà÷ó (â íàñòîÿùåå âðåìÿïîëíîñòüþ îíà ðåøåíà ëèøü äëÿ ñîñóäîâ, èìåþùèõ�îðìó ïðÿìûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ è ýëëèïñîèäîââðàùåíèÿ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ),è ïîýòîìó íàðÿäó ñ äàííîé ñèñòåìîé ðàññìàòðèâàåòñÿñëåäóþùàÿ ìîäåëüíàÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à:�u�t = v� �p�x , �v�t =�u, �w�t =��p�z ,(x, z) 2 D, D �R2, (2)

�u�x + �w�z = 0, (x, z) 2 D, (3)ujt=0 = u0, vjt=0 = v0, wjt=0 =w0, (x, z) 2D, (4)un1 +wn3j�D = 0, (5)â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîìïîíåíòû ñêîðîñòèU = (u, v,w) è äàâëåíèå p çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíèè äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x è z , îáëàñòü,çàíèìàåìàÿ æèäêîñòüþ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäðQ = f(x, y, z) j (x, z) 2 D , y 2 Rg , k = (0, 0, 12 ) (÷òî íåîãðàíè÷èâàåò îáùíîñòè), n= (n1,n3) � âåêòîð íîðìàëèê �D â ïëîñêîñòè Oxz . Ïðè ýòîì äëÿ óñòðàíåíèÿïðîèçâîëà â îïðåäåëåíèè �óíêöèè äàâëåíèÿ p îáû÷íîñ÷èòàþò, ÷òî p ïðè âñåõ t óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâóZZD pdx dz= 0. (6)Îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè èññëå-äîâàíèè çàäà÷è (2)�(5), ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïîâåäåíèèåå ðåøåíèé ïðè t!1 , êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, ñèëüíîçàâèñèò îò âèäà îáëàñòè D .Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìå(2)�(5) �óíêöèÿ òîêà  , îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèÿìè� �x =w, � �z =�u, (7)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è (ñì, íàïðè-ìåð, [1℄):�2�t2 ��2 �x2 + �2 �z2 �+ �2 �z2 = 0,(x, z; t) 2 D � (0,1), (8) j�D�(0,1) = 0, (9) jt=0 =  0,  tjt=0 =  1, ( 0j�D = 0, 1j�D = 0). (10)Îáîçíà÷èì ÷åðåç ÆW 12(D) ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþùååñÿïîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà C10 (D) áåñêîíå÷íî äè��åðåí-öèðóåìûõ �óíêöèé ñ íîñèòåëÿìè, ñîäåðæàùèìèñÿ â D ,â íîðìå, ïîðîæäàåìîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì(f , g)1 = ZZD �rf ,rg�dx dz. (11)



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 15Äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è (8)�(10) åñòåñòâåííî ââåñòè â ðàñ-ñìîòðåíèå ñëåäóþùèé îïåðàòîð A, äåéñòâóþùèé â ïðî-ñòðàíñòâå ÆW 12(D) : íà ãëàäêèõ �óíêöèÿõ h 2C10 (D) îíîïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è�(Ah) = �2h�z2 , Ah 2 ÆW 12(D), (12)à çàòåì ðàñøèðÿåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî îãðàíè÷åííî-ãî îïåðàòîðà â ÆW 12(D) , ñàìîñîïðÿæåííîãî îòíîñèòåëüíîñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (11). Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð A,çàäà÷ó (8)�(10) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå àáñòðàêòíîéçàäà÷è Êîøè	00 =�A	, 	(0) =	0, 	0(0) =	1, (13)ãäå t! 	(x, y, t) � �óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ÆW 12(D) ,à 	0, 	1 2 ÆW 12(D) (ñì, íàïðèìåð, [2℄). Òàêèì îáðàçîì,ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíàÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿïîâåäåíèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè â îáëàñòè D òåñíîñâÿçàíà ñ èññëåäîâàíèåì ñïåêòðà îïåðàòîðà A.Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîé îáëàñòè D ñïåêòðîìîïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ âåñü îòðåçîê [0, 1℄, îäíàêîåãî êà÷åñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ñèëüíî çàâèñèò îò âèäàîáëàñòè. Èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ ðåøåíèé çàäà÷è (13)â çàâèñèìîñòè îò êîí�èãóðàöèè îáëàñòè ïîñâÿùåíûðàáîòû ìíîãèõ àâòîðîâ, îáøèðíàÿ áèáëèîãðà�èÿ ïîýòîìó è ñìåæíûì âîïðîñàì èìååòñÿ â [3�6℄. Òåì íåìåíåå è â ýòîì ìîäåëüíîì äâóìåðíîì ñëó÷àå ïîëíîñòüþýòà çàäà÷à èññëåäîâàíà ëèøü äëÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâè ýëëèïñîâ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè Oz : äëÿýòèõ îáëàñòåé ñïåêòð îïåðàòîðà A ÷èñòî òî÷å÷íûé,à âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(5) ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ïåðè-îäè÷åñêèìè �óíêöèÿìè âðåìåíè. Äîêàçàòåëüñòâî æåñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ îáëàñòåé, äëÿ êîòîðûõ ýòà çà-äà÷à èìååò íå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, à òåìáîëåå ïîñòðîåíèå êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ îáëà-ñòåé è èññëåäîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé óæåïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè, ïîñêîëüêó ïðè-âîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è Äèðèõëåäëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèéçàäà÷è (8)�(10): ïîäðîáíî îí ðàññìîòðåí äëÿ íåêîòîðî-ãî ïðîñòðàíñòâà íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ â ñëó÷àå, êîãäà Dÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì:D := n(x, z) j 0 < x < 1� , 0 < z < �xo (0 < � < +1).(14)Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèÿ íåêîòîðîãîêëàññà ðåøåíèé çàäà÷è (2)�(5) â ÿâíîì âèäå. Äîêàçàíî,÷òî ýòè ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò àáñîëþòíî íåïðåðûâ-íîé êîìïîíåíòå ñïåêòðà îïåðàòîðà A. Ïðè ýòîì, êàêñòàíîâèòñÿ ÿñíî èç ðàññóæäåíèé, äàííûé ìåòîä ëåãêîïåðåíîñèòñÿ íà äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ îáëàñòåéñ óãëîâûìè òî÷êàìè (ñì. çàìå÷àíèå â êîíöå ðàáîòû).1. Ñïåêòð îïåðàòîðà A, äè��åðåíöèàëüíûåðåøåíèÿËåãêî âèäåòü, ÷òî � 2 (0, 1) òîãäà è òîëüêî òîãäàÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, êîãäàãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå�2 �x2 � 1a2 �2 �z2 = 0, a2 = �1� � , (15)

èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî íåòðèâèàëüíîå îáîáùåííîåðåøåíèå  2 ÆW 12(D) . Èç ðàáîò àâòîðà [7, 8℄ ñëåäóåò,÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè D òàêèõ ðåøåíèéíåò, è ñïåêòð îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî íåïðåðûâ-íûì: �(A) = �(A) . Ïîýòîìó åñëè E� � ñïåêòðàëüíàÿ�óíêöèÿ îïåðàòîðà A, à h � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíòïðîñòðàíñòâà ÆW 12(D) , òî �óíêöèÿ (E�h, h)1 íåïðåðûâíàíà [0, 1℄.Â îáëàñòè D ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíå-íèå (15). Åãî õàðàêòåðèñòèêè âèäà x = az+ 0 áóäåìíàçûâàòü õàðàêòåðèñòèêàìè ïåðâîãî ñåìåéñòâà, à õà-ðàêòåðèñòèêè âèäà x = �az+ 00 � âòîðîãî. Çà�èêñè-ðóåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå � 2 (0, (1 +�2)�1) . Îïðå-äåëèì ñëåäóþùèå áåñêîíå÷íûå ëîìàíûå, çàäàâ çàêîíîòðàæåíèÿ ëó÷åé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé îòãðàíèöû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëó÷, âûïóùåííûé èç òî÷êèB(1/�, 1) â íàïðàâëåíèè ïåðâîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðè-ñòèê âíóòðü îáëàñòè D , âñòðå÷àÿ ãðàíèöó �D , îòðàæà-åòñÿ îò íåå è ñëåäóåò äàëåå âíóòðü D óæå â íàïðàâ-ëåíèè õàðàêòåðèñòèê âòîðîãî ñåìåéñòâà, çàòåì ñíîâà,äîñòèãàÿ ãðàíèöû �D , îòðàæàåòñÿ îò íåå è ñëåäóåòâäîëü õàðàêòåðèñòèê ïåðâîãî ñåìåéñòâà, è òàê äàëåå.Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ëó÷, âûïóùåííûé èç òî÷êèA(1, 0) â íàïðàâëåíèè ïåðâîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðè-ñòèê âíóòðü îáëàñòè D , âåäåò ñåáÿ àíàëîãè÷íî ïðèîòðàæåíèè îò �D . Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìûõçíà÷åíèÿõ � 2 (0, (1 +�2)�1) îáà ëó÷à ïðè ýòîì ëîêà-ëèçóþòñÿ â óãëó ñ âåðøèíîé O . Ëîìàíûå, ïðåäñòàâëÿ-þùèå ñîáîé òðàåêòîðèÿìè ýòèõ ëó÷åé, ðàçáèâàþò D íàáåñêîíå÷íîå ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ T i� è ïàðàëëåëîãðàì-ìîâ Pi� . Îáîçíà÷èì âåðøèíû ýòèõ ëîìàíûõ, ëåæàùèåíà îòðåçêå [OB℄ , ÷åðåç Bi� , âåðøèíû, ëåæàùèå íàîòðåçêå [OA℄ , � ÷åðåç Ai� , à âíóòðåííèå òî÷êè èõïåðåñå÷åíèé � ÷åðåç C i� , i = 1, 2, . . . , íóìåðóÿ èõ ïîïîðÿäêó â íàïðàâëåíèè îò îòðåçêà [AB℄ ê òî÷êå O(0, 0)(ðèñ. 1).

�èñ. 1. �àçáèåíèå îáëàñòè DÏóñòü �1 2 L2(0, 1) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Ïîýòîé �óíêöèè â òðåóãîëüíèêå ABC1� ïîñòðîèì òàêîåîáîáùåííîå ðåøåíèå  0(x, z,�) 2W 12(ABC1�) óðàâíå-íèÿ (15), ÷òî  0jAB = 0, � 0�x ���AB = �1.Èç ðàáîòû [11℄ ñëåäóåò, ÷òî òàêîå ðåøåíèå  0 ñóùå-ñòâóåò è åäèíñòâåííî. Äàëåå, èñïîëüçóÿ �óíêöèþ  0 ,8 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



16 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 6â òðåóãîëüíèêå BC1�B1� ïîñòðîèì òàêîå îáîáùåííîåðåøåíèå  1(x, z,�) 2W 12(BC1�B1�) óðàâíåíèÿ (15), ÷òî 1jBC1� =  0jBC1� ,  1jBB1� = 0.Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü  1 ñëåäóåò èç ðàáî-òû [8℄. Çàòåì, èñïîëüçóÿ �óíêöèè  0 è  1 , â òðå-óãîëüíèêå AB1�A2� ïîñòðîèì òàêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå 2(x, z,�) 2W 12(AB1�A2�) óðàâíåíèÿ (15), ÷òî 2jAC1� =  0jAC1� ,  2jC1�B1� =  1jC1�B1� ,  2jAA2� = 0.È òàê äàëåå. Ïóñòü
 (x, z; �1;�) :=8>><>>:

 0(x, z,�) ïðè (x, z) 24ABC1�, 1(x, z,�) ïðè (x, z) 24BC1�B1�, 2(x, z,�) ïðè (x, z) 24AB1�A2�,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(16)Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé �1 2 L2(0, 1) è äëÿâñåõ � 2 (0, (1 +�2)�1) ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì�óíêöèÿ  (x, z; �1;�) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâà-ìè:à) �óíêöèÿ  (x, z; �1;�) ïðèíàäëåæèò L2(D) è ÿâëÿ-åòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (15);á) äëÿ ëþáîãî 0 < " < 1 �óíêöèÿ  (x, z; �1;�) ïðè-íàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó W 12(D \ fx > "g) ;â) äëÿ ëþáîé ãëàäêîé êðèâîé r(t) := fx(t), z(t),�(t)g ,t 2 [t0, t1℄ , ëåæàùåé â îáëàñòè D � (0, (1 +�2)�1),�óíêöèÿ  (x(t), z(t); �1;�(t)) àáñîëþòíî íåïðåðûâíàíà [t0, t1℄ ;ã) äëÿ ïî÷òè âñåõ x 2 (0, 1/�) îïðåäåëå-íû  0x(x,�x; �1;�) ,  0z(x,�x; �1;�) ,  0x(x, 0; �1;�) , 0z(x, 0; �1;�) è äëÿ ëþáîãî 0 < " < 1/� ñóùåñòâóåòïîñòîÿííàÿ C" , íå çàâèñÿùàÿ îò �1 , òàêàÿ, ÷òîk 0x(x,�x; �1;�)kL2(",1/�) 6C"k�1kL2 ,k 0z(x,�x; �1;�)kL2(",1/�) 6C"k�1kL2 ,k 0x(x, 0; �1;�)kL2(",1/�) 6C"k�1kL2 ,k 0z(x, 0; �1;�)kL2(",1/�) 6C"k�1kL2 .Ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ  (x, z; �1;�) ,êàê ëåãêî âèäåòü, ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì íåòðèâèàëü-íûì ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ (15), íî îíà íå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-ñòâó ÆW 12(D) (èìååò ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êå O(0, 0)),à ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòî-ðà A è íå ïîðîæäàåò ðåøåíèÿ èçó÷àåìîé íà÷àëüíî-êðà-åâîé çàäà÷è (2)�(5). Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëèåå ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ñïåêòðàëüíîìó ïàðàìåòðó � ,òî ïîëó÷åííàÿ �óíêöèÿ óæå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-ñòâó ÆW 12(D) .À èìåííî ïóñòü 0 < �� < ��� < (1+�2)�1 è ïóñòü�óíêöèÿ �(�) 2 C1[��,���℄ . Òîãäà äëÿ ëþáûõ �1, �2 ,òàêèõ, ÷òî �� 6 �1 < �2 6 ��� , �óíêöèÿ�(x, z; �1;�) := �2Z�1 �(�) (x, z; �1;�)d� (17)
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ÆW 12(D) , è ñïðàâåäëèâà ñëå-äóþùàÿ îöåíêà:k�(x, z; �1;�)k1 6M(�2 � �1)k�1kL2 , (18)ãäå M íå çàâèñèò îò �1, �2, �1 .

Ïîñëåäíèé �àêò óäèâèòåëåí, è èìåííî îí ÿâëÿåòñÿêëþ÷åâûì ìîìåíòîì â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïîñêîëüêóýòà íîâàÿ �óíêöèÿ è ïîçâîëÿåò âïîñëåäñòâèè ñòðîèòüòî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)�(5). Ïåðåéäåì ê îñíîâíûììîìåíòàì åãî äîêàçàòåëüñòâà.Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî �(x, z; �1;�) 2 ÆW 12(D)â ñèëó ñâîéñòâà á, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òîk�0xkL2(D2) <1, k�0zkL2(D2) <1,ãäå D2 := D \ fa2z > x + a2 � 1�g , a2 = q �21��2 . Äëÿ(x, z) 2 D2 ïðè âñåõ � 2 [�1,�2℄ ïî �îðìóëå �èìàíàèìååì (ñì. [7℄)
 (x, z; �1;�) = p�2p1� � Q(x,z;�)ZP(x,z;�) '(x0,�)dx0, (19)

ãäå '(x,�) := �� 0x + 1� ��  0z� ���z=�x, (20)à P(x, z;�) è Q(x, z;�) � àáñöèññû ïðàâîãî è ëåâîãîóãëîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíîéâ òî÷êå (x, z) , ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèþ �= � è îïè-ðàþùåãîñÿ íà OB . Íåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òîP(x, z;�) = �x� z2� l + �x+ z2� ,Q(x, z;�) = �x+ z2� + �x� z2�l , (21)
ãäå l = l(�) := p1� �+�p�p1� ���p� (22)� ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íà èíòåðâàëå(0, (1 +�2)�1) �óíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç èí-òåðâàëà (1,+1) , ïîýòîìól(�) > 1 äëÿ âñÿêîãî � 2 [�1,�2℄. (23)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ (x, z) 2 D2 èìååì

�(x, z; �1;�) = �2Z�1 �(�)p�2p1� �(Q(x,z;�)ZP(x,z;�) '(ex,�)dex
)d�,

ïîýòîìók�0xk2L2(D2) == ZZD2
������2Z�1 �(�)p�2p1� � fQ0x'(Q,�)� P0x'(P,�)gd������2dx dz6
6 2 ZZD2

������2Z�1 �(�)p�2p1� �P0x'(P,�)d������2dx dz+
+2 ZZD2

������2Z�1 �(�)p�2p1� �Q0x'(Q,�)d������2dx dz. (24)
Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ äëÿëþáîé �óíêöèè �1 2 L2(0, 1) è ëþáîé �(�) 2C1[��,���℄



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 17îñíîâàíî íà òîì �àêòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ êóñî÷-íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé, çàäàííûõ íà èíòåðâàëå (0, 1),òàêèõ, ÷òî êîíöû èíòåðâàëîâ ïîñòîÿíñòâà ÿâëÿþòñÿðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, âñþäó ïëîòíî â L2(0, 1), ïî-ýòîìó åñëè â êà÷åñòâå �1(x) âçÿòü �óíêöèþ
�1,n(x) =8><>: . . . . . . . . . . . . . . .i, i�1n < x < in ,. . . . . . . . . . . . . . . (25)

ãäå i 2 C � íåêîòîðûå ÷èñëà, i = 1, 2, . . . ,n , òî �óíê-öèþ ' ìîæíî ïðåäúÿâèòü â ÿâíîì âèäå. Ýòî ïîçâîëÿåòóñòàíîâèòü, ÷òîZZD2
������2Z�1 �(�)�P�x (x, z;�)'(P(x, z;�),�)d�

�����2dx dz66C1(l2 � l1)2k�1(x)k2L2 .ãäå C1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿâòîðîãî èíòåãðàëà â (24) èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íàÿîöåíêà, ïîýòîìókV 0xk2L2(D2) 6C2(�2 � �1)2k�1(x)k2L2 , (26)ãäå C2 íå çàâèñèò îò �1, �1, �2 , îòêóäà ñëåäó-åò, ÷òî �óíêöèÿ �(x, z; �1;�) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-ñòâó ÆW 12(D) .Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà æå çàÿâëåííîé îöåíêè äëÿ ååíîðìû â ÆW 12(D) îöåíèì òåïåðü âåëè÷èíó k�0xk2L2(DnD2) .Ïóñòü M(x, z) 2 fD n D2g , ò. å. M(x, z) 2 4AA�2B(ðèñ. 2).

�èñ. 2. Ìíîãîóãîëüíèê T(x, z,�)×åðåç ýòó òî÷êó ïðîâåäåì õàðàêòåðèñòèêó óðàâíå-íèÿ (15) ïåðâîãî ñåìåéñòâà äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îòðåç-êîì OA è ïîëó÷åííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáîçíà÷èì÷åðåç L(x� az; 0) . Çàòåì ÷åðåç òî÷êó M(x, z) ïðîâåäåìõàðàêòåðèñòèêó âòîðîãî ñåìåéñòâà äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îò-ðåçêîì OB è ïîëó÷åííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáîçíà÷èì÷åðåç K � x+az1+a� ;� x+az1+a�� . Çàìåòèì, ÷òî èç ñâîéñòâ á, â, ã�óíêöèè  (x, z; �1;�) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìíîãîóãîëüíèêàT (x, z,�) ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ M, K, B, A, L âû-ïîëíåíîZ�T(x,z;�) � �x dz+ 1a2 � �z dx =
= ZZT (x,z;�)��2 �x2 � 1a2 �2 �z2 �dx dz= 0.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî jM =  (x, z; �1;�) = (27)=�a2 1/�Zx�az'0(t,�)dt+ a2 BZA �1(t)dt+ a2(x+az)/(1+a�)Z1/� '(t,�)dt,
ãäå '0(t,�) := 1a2 � �z ���z=0 . Ïîýòîìó äëÿ ïî÷òè âñåõ(x, z) 2 �D n D2	
�0x = �2Z�1  (x, z; �1;�)0x d�= (28)

= �2Z�1 a2
�'0(x� az,�) + 11+ a�'� x+ az1+ a� ,���d�.

Òîãäà
k�0xk2L2(DnD2) = ZZDnD2

(�2Z�1 a2
�'0(x� az,�) +

+ 11+ a�'� x+ az1+ a� ,���d�)2 dx dz6
6 (�2 � �1) ZZDnD2

�2Z�1 a24
����'0(x� az,�) +
+ 11+ a�'� x+ az1+ a� ,������2d�dx dz66M0(�2 � �1) �2Z�1

( ZZDnD2 j'0(x� az,�)j2 +
+ ����'� x+ az1+ a� ,������2 dx dz)d�6

6M1(�2 � �1) �2Z�1�k'0k2L2(A1(�2)A) + k'k2L2(B2(�2)B)	d�66M2(�2 � �1)2k�1k2L2 , (29)ãäå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû Mi , i = 0, 1, 2, íå çàâèñÿòîò �1 , �2 è �1 . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (26), ïîëó÷àåìk�0xk2L2(D) 6M3(�2 � �1)2k�1k2L2 ,ãäå ïîñòîÿííàÿ M3 íå çàâèñèò îò �1 , �2 è �1 . Î÷å-âèäíî, ÷òî äëÿ k�0zk2L2(DnD2) èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íàÿîöåíêà.Èòàê, îöåíêà (18) äîêàçàíà. Ïîñìîòðèì òåïåðü, ÷òîýòî äàåò äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ñïåêòðà îïå-ðàòîðà A.9 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



18 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 6Îïðåäåëèì �óíêöèþ
	(x, z; �1;�;�) :=

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

0 ïðè �6 ��,�Z�� �(�) (x, z; �1;�)d�ïðè �� < �6 ���,���Z�� �(�) (x, z; �1;�)d�ïðè ��� < �,
(30)

ãäå 0 � íóëåâîé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà ÆW 12(D) .Èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòüè äàæå àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ïî � �óíêöèèk	(x, z; �1;�;�)k1 .Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè ëþáûõ �1, �2 22 (0, (1 +�2)�1) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
A(	(�2)�	(�1)) = �2Z�1 �d	(�). (31)

Òàê êàê 	(x, z; �1;�;�2) � 	(x, y; �1;�;�1) == �2R�1 �(�) (x, z; �1;�)d� , à d	(x, z; �1;�;�) = �(�) ��  (x, z; �1;�)d� , òî íàøà çàäà÷à � äîêàçàòü ðàâåíñòâî
A �2Z�1 �(�) (x, z; �1;�)d�=

�2Z�1 ��(�) (x, z; �1;�)d�,èëè, ÷òî ðàâíîñèëüíî, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê îáåèì åãî÷àñòÿì îïåðàòîðà Ëàïëàñà äîêàçàòü ðàâåíñòâî�2�z2 �2Z�1 �(�) (x, z; �1;�)d�=�
�2Z�1 ��(�) (x, z; �1;�)d�â ïðîñòðàíñòâå W�12 (D) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïðîèç-âîëüíîé g 2C10 (D) íàäî äîêàçàòü, ÷òîZZD

( �2�z2 �2Z�1 �(�) (x, z; �1;�)d� � g��� �2Z�1 ��(�)u(x, y; �1;�)d� � g
)dx dz= 0.

Ïîñêîëüêó ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèÿ �(�) (x, z; �1;�) 22W 12(D \ fx > "g) , " > 0, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøå-íèåì óðàâíåíèÿ (15), òî äëÿ ëþáîé g 2C10 (D) èìååìZZD � �2g�z2 dx dz= � ZZD � �g dx dz.
ÏîýòîìóZZD
( �2�z2 �2Z�1 �(�) (x, z; �1;�)d� � g�

�� �2Z�1 ��(�) (x, z; �1;�)d� � g
)dx dz=

= ZZD
(�2Z�1 �(�) (x, z; �1;�)d� � �2g�z2 �

� �2Z�1 ��(�) (x, z; �1;�)d� ��g
)dx dz=

= ZZD
�2Z�1
��(�) (x, z; �1;�) � �2g�z2 �� ��(�) (x, z; �1;�) ��g�d�dx dz=

= �2Z�1
ZZD ��(�) (x, z; �1;�) � �2g�z2 �� �(�) (x, z; �1;�) ��g�dx dzd�= 0.

Äîêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîðh 2 ÆW 12(D) , ÷òî 	(�) = E�h , ãäå E� � ñïåêòðàëüíàÿ�óíêöèÿ îïåðàòîðà A, ò. å. 	(�) ÿâëÿåòñÿ äè��å-ðåíöèàëüíûì ðåøåíèåì ñïåêòðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿîïåðàòîðà A (ñì. [10℄).Äàëåå, ïóñòü �2(x) 2 L2(0, 1/�) � ïðîèçâîëüíàÿ�óíêöèÿ. Àíàëîãè÷íî òîìó êàê äëÿ � 2 (0, (1 +�2)�1)áûëà ïîñòðîåíà �óíêöèÿ  (x, z; �1;�) , ïîñòðîèì �óíê-öèþ �(x, z; �2;�) äëÿ � 2 ((1 +�2)�1, 1) : �óíê-öèÿ � ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (15),ïðèíàäëåæàùèì W 12(D \ fz < 1� "g) äëÿ ëþáîãî0 < " < 1 è óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì �j�D = 0è �zj[OA℄ = �2 . �àññìîòðèì �óíêöèþ
�(x, z;�) :=( (x, z; �1;�) ïðè 0 < � < (1+�2)�1,�(x, z; �2;�) ïðè (1 +�2)�1 < � < 1.(32)Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè �(�) �ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ èç C1(0, 1), òàêàÿ ÷òî ååíîñèòåëü supp� ëåæèò â îáúåäèíåíèè èíòåðâàëîâ(0, (1 +�2)�1) è ((1 +�2)�1, 1), òî �óíêöèÿ
	(x, z;�) := �Z0 �(�)�(x, z;�)d�, � 2 [0, 1℄, (33)

ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå ÆW 12 ÿâëÿåòñÿ äè��å-ðåíöèàëüíûì ðåøåíèåì ñïåêòðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿîïåðàòîðà A.Áîëåå òîãî, åñëè òåïåðü ÷åðåç H0 îáîçíà÷èòü çà-ìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè âñåõ äè��åðåíöèàëüíûõðåøåíèé ñïåêòðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Aâèäà (33), òî èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òîíà H0 ñïåêòð îïåðàòîðà A àáñîëþòíî íåïðåðûâåí:�(AjH0) = �a(AjH0) .



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 192. �åøåíèÿ çàäà÷è (2)�(5)Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííûõ âûøå äè��åðåíöèàëüíûõðåøåíèé 	(x, z;�) âèäà (33) ìîæíî òåïåðü âûïèñàòüòî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷ (8)�(10) è (2)�(5). À èìåííîïóñòü e 0(x, z) := 1Z0 �0(�)�0(x, z;�)d�,
e 1(x, z) := 1Z0 �1(�)�1(x, z;�)d�, (34)

ãäå �0, �1 ïîñòðîåíû îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì ïî�óíêöèÿì �(0)1 , �(0)2 , �(1)1 , �(1)2 ñîîòâåòñòâåííî, à íîñèòåëèsupp�i ëåæàò â îáúåäèíåíèè èíòåðâàëîâ (0, (1+�2)�1)è ((1+�2)�1, 1) . Òîãäà �óíêöèÿ
e (x, z; t) := 1Z0 os�p� t��0(�)�0(x, z;�)d�+

+ 1Z0 sin
�p� t�p� �1(�)�1(x, z;�)d�, (35)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (8)�(10), ïðè÷åìke (x, z; t)kL2(D) ! 0 ïðè t!1 .Çäåñü â ïîÿñíåíèè íóæäàåòñÿ ëèøü ïîñëåäíåå óòâåð-æäåíèå: ïîñêîëüêó íà H0 ñïåêòð îïåðàòîðà A àáñîëþò-íî íåïðåðûâåí, òî äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà g ïðîñòðàí-ñòâà ÆW 12(D) �óíêöèÿ (e , g)1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðèt!1 , îòêóäà óæå ñëåäóåò óáûâàíèå L2 -íîðìû ýòîãîðåøåíèÿ. È íàêîíåö, òåïåðü ìû ìîæåì ïðåäúÿâèòüêëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé èñõîäíîé ìîäåëüíîé çàäà÷è(2)�(5), îïèñûâàþùåé êîëåáàíèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêî-ñòè. Ïóñòü
u0(x, z) =� 1Z0 �0(�)��0�z (x, z;�)d�,
w0(x, z) = 1Z0 �0(�) ��0�x (x, z;�)d�,v0(x, z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ�v0�z =�� 1Z0 �1(�)�1(x, z;�)d�, (36)

òîãäà âåêòîð-�óíêöèÿ U := (u, v,w) , ãäå
u=��e �z , v = tZ0 �e �z (x, z; s)ds+ v0(x, z), w = �e �x ,(37)ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2)�(5).

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî �óíêöèÿ v0(x, z) îïðåäå-ëÿåòñÿ èç (36) ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî v�(x) . Ïðèýòîì �óíêöèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p(x, z, t)ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî p�(x) = R v�(x)dx ìîæåòáûòü íàéäåíà èç ñèñòåìû�p�x = tZ0 �e �z (x, z; s)ds+ ��t �e �z + v0(x, z), �p�z =� ��t �e �x .(38)Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèéçàäà÷è, ìû ïîëó÷èëè ÿâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ êîìïî-íåíò ñêîðîñòè âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè â èññëåäóåìîììîäåëüíîì ñëó÷àå.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîäïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2)�(5) ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàñ-ñà îáëàñòåé ñ óãëîâûìè òî÷êàìè. Ïóñòü, ê ïðèìåðó,D ÿâëÿåòñÿ ¾êðèâîëèíåéíûì òðåóãîëüíèêîì¿, ñòîðîíûOA è OB êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ãëàäêèìèêðèâûìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå O ïîä íåíóëåâûìóãëîì. Åñëè ïðè âñåõ � 2 (�0,�00) ëó÷è õàðàêòåðè-ñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé, çàêîí îòðàæåíèÿ îò ãðàíè-öû êîòîðûõ îïèñàí â ðàçä. 1, ëîêàëèçóþòñÿ â óãëóñ âåðøèíîé O , òî íà ýòîì èíòåðâàëå (�0,�00) ìîæíîïîñòðîèòü äè��åðåíöèàëüíûå ðåøåíèÿ ñïåêòðàëüíîãîóðàâíåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà A àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòîáûëî ñäåëàíî â ðàçä. 1, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøåíèÿíåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (8)�(10).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîä-äåðæêå "Ïðîãðàììû ïîääåðæêè íàó÷íîãî ïîòåíöèàëàâûñøåé øêîëû"(ãðàíò �ÍÏ 2.1.1.5031).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ralston J.V. // J. of Math. Anal. and Appl. 1973. 44, N 2.P. 366.2. Çåëåíÿê Ò.È. Èçáðàííûå âîïðîñû êà÷åñòâåííîé òåîðèèóðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Íîâîñèáèðñê, 1970.3. Àëåêñàíäðÿí �.À., Áåðåçàíñêèé Þ.Í., Èëüèí Â.À., Êî-ñòþ÷åíêî À.�. // Òðóäû ñèìïîçèóìà, ïîñâÿùåííîãî60-ëåòèþ àêàä. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà. Ì., 1970. Ñ. 3.4. �ðèíñïýí Õ. Òåîðèÿ âðàùàþùèõñÿ æèäêîñòåé. Ë., 1975.5. Ìàëîâ Â.Ï. // Ñèá. ìàòåì. æóðí. 1968. 9, � 6. Ñ. 1351.6. Ôîêèí Ì.Â. �àìèëüòîíîâû ñèñòåìû è ìàëûå êîëåáàíèÿâðàùàþùåéñÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè // Ïðåïðèíò �ÀÍ. Ñèá.îòäåëåíèå. Èí-òà ìàòåìàòèêè. 1995. � 20.7. Òðîèöêàÿ Ñ.Ä. // Èçâ. �ÀÍ. Ñåð. ìàòåì. 1994. 58, � 4.Ñ. 97.8. Òðîèöêàÿ Ñ.Ä. // Ìàòåì. çàìåòêè. 1999. 63, � 2. Ñ. 128.9. Greenspan H.P. // Stud. Appl. Math. 1969. 48. P. 19.10. Ñìèðíîâ Â.È. Êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè. Ì., 1959.11. Òðîèöêàÿ Ñ.Ä. // Èçâ. �ÀÍ. Ñåð. ìàòåì. 1998. 62, � 2.Ñ. 193.12. Òðîèöêàÿ Ñ.Ä. // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ôèç. Àñòðîí. 2010.� 6. C. 21.13. Aldridge K.D., Toomre A. // J. Fluid Meh. 1969. 37, N 2.P. 307.14. Morize C., Moisy F. // Phys. Fluids. 2006. 18. P. 065107.
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