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Ñâîéñòâà ðåøåíèé ìîäåëüíîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòèâ îáëàñòÿõ ñ óãëîâûìè òî÷êàìèÑ.Ä. ÒðîèöêàÿÈíñòèòóò ñîäåðæàíèÿ è ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè îáðàçîâàíèÿ (Ó�ÀÎ ÈÑÌÎ).�îññèÿ, 119098, Ìîñêâà, óë. Ïîãîäèíñêàÿ, ä. 8.E-mail: troitsks�gmail.omÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 21.05.2010, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 15.06.2010Èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ïðè t ! 1 ðåøåíèé äâóìåðíîé ìîäåëüíîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ âðà-ùàþùåéñÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ, ñîäåðæàùèõ óãëîâûå òî÷êè. Äîêàçàíî, ÷òîñóùåñòâóþò òàêèå ðåøåíèÿ, âñÿ ýíåðãèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ ñî âðåìåíåì îêàçûâàåòñÿïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîñðåäîòî÷åííîé â ñêîëü óãîäíî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ óãëîâûõ òî÷åê.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âðàùàþùàÿñÿ æèäêîñòü, íå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè.ÓÄÊ: 517.9. PACS: 47.32.Ef.

ÂâåäåíèåÈçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé âàæíóþ çàäà÷ó, àêòóàëüíîñòü êîòîðîéâ íàñòîÿùåå âðåìÿ íå òîëüêî íå óìåíüøèëàñü, íî è âîç-ðîñëà, ÷òî îáóñëîâëåíî öåëûì ðÿäîì îáñòîÿòåëüñòâ.Âî-ïåðâûõ, â ¾êëàññè÷åñêèõ¿ îáëàñòÿõ ïðèìåíåíèÿ,òàêèõ, êàê ãåî�èçè÷åñêàÿ ãèäðîäèíàìèêà, ñóùåñòâåí-íî ðàçâèëèñü ñðåäñòâà è ñèñòåìû ñáîðà è îáðàáîòêèäàííûõ, ÷òî ïðîäâèíóëî çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ îáðàçî-âàíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âèõðåâûõ ïîòîêîâ è òå÷åíèéãîðàçäî áëèæå ê çàäà÷àì îïåðàòèâíîãî ïðîãíîçèðîâà-íèÿ. Âî-âòîðûõ, ðàçâèòèå �èçè÷åñêîé íàóêè ïðèâåëîê èíòåíñèâíûì òåîðåòè÷åñêèì è ýêñïåðèìåíòàëüíûìèññëåäîâàíèÿì â òàêèõ îáëàñòÿõ, êàê àñòðî�èçèêà, �è-çèêà âûñîêèõ ýíåðãèé, îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòèè êâàíòîâàÿ êîñìîëîãèÿ, ãäå ìîäåëü âðàùàþùåéñÿ æèä-êîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ãëàâíûõ. Íàêîíåö, çàäà÷è, ðàñ-ñìàòðèâàåìûå â òåõíèêå, ñâÿçàííûå, íàïðèìåð, ñ öåí-òðè�óãèðîâàíèåì, ïî-ïðåæíåìó îñòàþòñÿ àêòóàëüíûìè.Âìåñòå ñ òåì ìíîãèå òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû, ñâÿçàííûåñ ïîâåäåíèåì âðàùàþùåéñÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè, åùå î÷åíü äàëåêè îò îêîí÷àòåëüíîãî ðå-øåíèÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ïðè t!1íåêîòîðîãî êëàññà ðåøåíèé ñëåäóþùåé äâóìåðíîé ìî-äåëüíîé çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ èäåàëüíîé æèäêîñòè,âðàùàþùåéñÿ âîêðóã îñè Oz :�u�t = v� �p�x , �v�t =�u, �w�t =��p�z ,(x, z) 2 D, D �R2, (1)�u�x + �w�z = 0, (x, z) 2D, (2)ujt=0 = u0, vjt=0 = v0, wjt=0 = w0, (x, z) 2 D, (3)un1 +wn3j�D = 0. (4)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ æèäêîñòüþ,ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð Q = f(x, y, z)j(x, z) 2 D ,y 2Rg , ãäå îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì:D := n(x, z) j 0 < x < 1� , 0 < z < �xo (0 < � < +1),(5)

îòêëîíåíèå ïîëÿ ñêîðîñòåé æèäêîñòè îò ðàâíîìåðíîãîâðàùåíèÿ U = (u, v,w) è äèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå pçàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè t è äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõïåðåìåííûõ x è z , n = (n1,n3) � âåêòîð íîðìàëèê �D â ïëîñêîñòè Oxz , à �óíêöèÿ p ïðè âñåõ tóäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó RRD pdx dz= 0.Èññëåäóåìûé êëàññ ðåøåíèé â ÿâíîì âèäå ïîñòðîåíâ ðàáîòå [1℄ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé�óíêöèè òîêà  , ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîé ñèñòåìå.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðîìâûáîðå âåêòîðà íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ îòêëîíåíèÿêîìïîíåíò ñêîðîñòè u, v, w æèäêîñòè îò ðàâíîìåðíîãîâðàùåíèÿ ïðè t!1 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ â êàæäîéâíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè, çàíèìàåìîé æèäêîñòüþ, ïðèýòîì äîëÿ ýíåðãèè òîé ÷àñòè æèäêîñòè, êîòîðàÿ íà-õîäèòñÿ âíå ñêîëü óãîäíî ìàëûõ îêðåñòíîñòåé ðåáåðöèëèíäðà Q , ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì îñòðûõ óãëîâòðåóãîëüíèêà D , ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè t .Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ,ââåäåííûå â [1℄.1. Î ñâîéñòâàõ ãëàäêèõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(4)Â îáëàñòè D ðàññìîòðèì ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâ-íåíèå �2 �x2 � 1a2 �2 �z2 = 0, a2 = �1� � . (6)Åãî õàðàêòåðèñòèêè âèäà x = az + 0 áóäåì íàçûâàòüõàðàêòåðèñòèêàìè ïåðâîãî ñåìåéñòâà, à õàðàêòåðèñòèêèâèäà x =�az+ 00 � âòîðîãî. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëü-íîå çíà÷åíèå � 2 (0, (1 +�2)�1) . Îïðåäåëèì ñëåäóþùèåáåñêîíå÷íûå ëîìàíûå, çàäàâ çàêîí îòðàæåíèÿ ëó÷åéõàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé îò ãðàíèöû. Ïðåä-ïîëîæèì, ÷òî ëó÷, âûïóùåííûé èç òî÷êè B(1/�, 1)â íàïðàâëåíèè ïåðâîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê âíóòðüîáëàñòè D , âñòðå÷àÿ ãðàíèöó �D , îòðàæàåòñÿ îò íååè ñëåäóåò äàëåå âíóòðü D óæå â íàïðàâëåíèè õà-ðàêòåðèñòèê âòîðîãî ñåìåéñòâà. Çàòåì ñíîâà, äîñòèãàÿãðàíèöû �D , îòðàæàåòñÿ îò íåå è ñëåäóåò âäîëü õà-ðàêòåðèñòèê ïåðâîãî ñåìåéñòâà, è òàê äàëåå. Ïðåäïî-ëîæèì òàêæå, ÷òî ëó÷, âûõîäÿùèé èç òî÷êè A(1, 0)â íàïðàâëåíèè ïåðâîãî ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê âíóòðüîáëàñòè D , âåäåò ñåáÿ àíàëîãè÷íî ïðè îòðàæåíèè11 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



22 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 6îò �D . Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ� 2 (0, (1 +�2)�1) îáà ëó÷à ïðè ýòîì ëîêàëèçóþòñÿâ óãëó ñ âåðøèíîé O . Ëîìàíûå, ÿâëÿþùèåñÿ òðàåêòî-ðèÿìè ýòèõ ëó÷åé, ðàçáèâàþò D íà áåñêîíå÷íîå ÷èñëîòðåóãîëüíèêîâ T i� è ïàðàëëåëîãðàììîâ Pi� . Îáîçíà÷èìâåðøèíû ýòèõ ëîìàíûõ, ëåæàùèå íà îòðåçêå [OB℄ ,÷åðåç Bi� , âåðøèíû, ëåæàùèå íà îòðåçêå [OA℄ , � ÷å-ðåç Ai� , à âíóòðåííèå òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèé � ÷åðåç C i� ,i = 1, 2, . . . , íóìåðóÿ èõ ïî ïîðÿäêó â íàïðàâëåíèè îòîòðåçêà [AB℄ ê òî÷êå O(0, 0).Ïóñòü �1 2 L2(0, 1) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Ïîýòîé �óíêöèè â òðåóãîëüíèêå ABC1� ïîñòðîèì òàêîåîáîáùåííîå ðåøåíèå  0(x, z,�) 2W 12(ABC1�) óðàâíå-íèÿ (6), ÷òî  0jAB = 0, � 0�x ���AB = �1.Èç ðàáîòû [6℄ ñëåäóåò, ÷òî òàêîå ðåøåíèå  0 ñóùå-ñòâóåò è åäèíñòâåííî. Äàëåå, èñïîëüçóÿ �óíêöèþ  0 ,â òðåóãîëüíèêå BC1�B1� ïîñòðîèì òàêîå îáîáùåííîåðåøåíèå  1(x, z,�) 2W 12(BC1�B1�) óðàâíåíèÿ (6), ÷òî 1jBC1� =  0jBC1� ,  1jBB1� = 0. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-ñòâåííîñòü  1 ñëåäóåò èç ðàáîòû [3℄. Çàòåì, èñïîëüçóÿ�óíêöèè  0 è  1 , â òðåóãîëüíèêå AB1�A2� ïîñòðî-èì òàêîå îáîáùåííîå ðåøåíèå  2(x, z,�) 2W 12(AB1�A2�)óðàâíåíèÿ (6), ÷òî 2jAC1� =  0jAC1� ,  2jC1�B1� =  1jC1�B1� ,  2jAA2� = 0.È òàê äàëåå. Ïóñòü
 (x, z; �1;�) :=

8>>><>>>:
 0(x, z,�) ïðè (x, z) 24ABC1�, 1(x, z,�) ïðè (x, z) 24BC1�B1�, 2(x, z,�) ïðè (x, z) 24AB1�A2�,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)

Ïóñòü �2(x) 2 L2(0, 1/�) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ.Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê äëÿ � 2 (0, (1 +�2)�1) áûëàïîñòðîåíà �óíêöèÿ  (x, z; �1;�) , ïîñòðîèì �óíêöèþ�(x, z; �2;�) äëÿ � 2 ((1 +�2)�1, 1) : �óíêöèÿ � ÿâëÿ-åòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6), ïðèíàäëå-æàùèì W 12(D\fz< 1� "g) äëÿ ëþáîãî 0 < " < 1 è óäî-âëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì �j�D = 0 è �zj[OA℄ = �2 .�àññìîòðèì �óíêöèþ�(x, z;�) :=( (x, z; �1;�) ïðè 0 < �< (1+�2)�1,�(x, z; �2;�) ïðè (1+�2)�1 < � < 1. (8)Ïóñòü u0(x, z) =� 1Z0 �(�)���z(x, z;�)d�,v0(x, z) = 0,w0(x, z) = 1Z0 �(�)���x (x, z;�)d�,ãäå íîñèòåëü supp� ëåæèò â îáúåäèíåíèè èíòåðâàëîâ(0, (1 +�2)�1) è ((1 +�2)�1, 1), òîãäà, êàê äîêàçàíîâ [1℄, âåêòîð-�óíêöèÿ U := (u, v,w) ñ êîìïîíåíòàìèu =��e �z , v = tZ0 �e �z (x, z; s)ds, w = �e �x , (9)

ãäå
e (x, z; t) := 1Z0 os�p� t��(�)�(x, z;�)d� (10)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1)�(4).Ïóñòü �1 2 C10 [0, 1℄, �2 2 C10 [0, 1/�℄ , �(�) 22 C10 [0, 1℄, íîñèòåëü supp� ëåæèò â îáúåäèíåíèèèíòåðâàëîâ (0, (1 +�2)�1) è ((1 +�2)�1, 1) . Òîãäà äëÿëþáîãî n = 1, 2, . . . ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ Kn ,íå çàâèñÿùàÿ îò t , ÷òî ïðè âñåõ t 2 (0,1) ñïðàâåäëèâàîöåíêà e (x, z; t)L2(D) 6 Kntn , (11)ãäå e (x, z; t) îïðåäåëåíà â (10).Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ýòîò �àêò ÿâëÿåòñÿêëþ÷åâûì. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà äî-ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà �2 � 0, supp� �� [��,���℄� (0, (1 +�2)�1) , ò. å.
e (x, y; t) = 1Z0 os�p� t��(�)�(x, z;�)d�== (1+�2)�1Z0 os�p� t��(�)�(x, z;�)d�, (12)
ãäå �(x, z;�) =  (x, z; �1;�) . Ôóíêöèÿ �(x, z;�) ÿâëÿ-åòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîé ïî x, z, � âåçäåâíóòðè ïðèçìû D � (0, (1 +�2)�1) è ìîæåò áûòü íåïðå-ðûâíî ïðîäîëæåíà ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè íàâñþ ïîâåðõíîñòü ýòîé ïðèçìû çà èñêëþ÷åíèåì ïðÿìîéx = 0, z= 0.Ïóñòü D�� := D\fa��z > x+a��� 1�g , a�� =q ���1���� .Äëÿ (x, z) 2 D�� ïðè âñåõ � 2 [��,���℄ ïî �îðìóëå�èìàíà èìååì (ñì. [2℄)

 (x, z; �1;�) = p�2p1� � Q(x,z;�)ZP(x,z;�) '(x0,�)dx0, (13)
ãäå '(x,�) := �� 0x + 1� ��  0z� ���z=�x, (14)P(x, z;�) è Q(x, z;�) � àáñöèññû ïðàâîãî è ëåâîãîóãëîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíîéâ òî÷êå (x, z) , ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèþ �= � è îïè-ðàþùåãîñÿ íà OB :P(x, z;�) = �x� z2� l + �x+ z2� ,Q(x, z;�) = �x+ z2� + �x� z2�l , (15)
ãäå l = l(�) := p1� �+�p�p1� ���p� (16)



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 23� ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íà èíòåðâàëå(0, (1 +�2)�1) �óíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç èí-òåðâàëà (1,+1) , ïîýòîìól(�) > 1 äëÿ âñÿêîãî � 2 [��,���℄. (17)Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî â íàøèõ óñëîâèÿõ �óíêöèÿ'(x, l) áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìà ïî x, l âåçäåâíóòðè ïîëóïîëîñû (0, 1/�)� (1,1). Ïóñòü l1 := l(��) ,l2 := l(���) . Òîãäà, î÷åâèäíî, 1 < l1 6 l2 < +1 . Èçðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1℄ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãîn= 0, 1, 2, . . . èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêè:�����ne'�ln ����6C(n)kn lk, 1�lk+1 < x 6 1�lk , l� 6 l 6 l��,(18)ãäå k = 1, 2, . . . , à ïîñòîÿííàÿ C(n) íå çàâèñèò îò kè (x, l) .Èñïîëüçóÿ ýòè îöåíêè, äîêàæåì îöåíêó (11) ïðèn= 1. Èìååìe (x, z; t) = 1Z0 os�p� t��(�)�(x, z;�)d�== 1Z0 os(�t) � 2��(�2)�(x, z; �2)d� ==�1t 1Z0 sin(�t)�2��(�2)�0� �(x, z; �2)d� =� 1t 1Z0 sin(�t) � 2��(�2)� 0�(x, z; �2)d�. (19)
Äîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü L2�íîðìû ïåðâîãî èç èíòå-ãðàëîâ:ZZD
( 1Z0 sin(�t)�2��(�2)�0� �(x, z; �2)d�

)2dx dz6
6 ZZD

1Z0 �����2��(�2)�0� �(x, z; �2)����2 d� dx dz== 1Z0 ZZD �����2��(�2)�0� �(x, z; �2)����2 dx dzd� 6 K1,ãäå K1 íå çàâèñèò îò t . Äàëåå, äëÿ âòîðîãî èíòåãðàëàâ (19) èìååìZZD
����� 1Z0 sin(�t) � 2��(�2)� 0�(x, z; �2)d�

�����2dx dz=
= ZZD

��������Z�� sin �p� t��(�)� 0�(x, z;�) � 2p�d������2dx dz6
6 (��� � ��) ZZD

���Z�� ���(�)� 0�(x, z;�) � 2p���2 d�dx dz=

6 (��� � ��) ZZD��
���Z�� ���(�)� 0�(x, z;�) � 2p���2 d�dx dz++ (��� � ��) ZZDnD��

���Z�� ���(�)� 0�(x, z;�) � 2p���2 d�dx dz.Ñóùåñòâîâàíèå âòîðîãî ñëàãàåìîãî î÷åâèäíî, ïîýòî-ìó çàéìåìñÿ ïåðâûì, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíè-åì (13) �óíêöèè  (x, z; �1;�) â îáëàñòè D�� :ZZD��
���Z�� ���(�)� 0�(x, z;�) � 2p���2 d�dx dz66 4 ZZD��

���Z��
������(�) � 2p� p�2p1� �!0� �

� Q(x,z;�)ZP(x,z;�) '(x0,�)dx0
�����2d�dx dz+

+4 ZZD��
���Z��
������(�) �p1��Q0�(x, z;�)'(Q(x, z;�),�)�����2d�dxdz+

+4 ZZD��
���Z��
������(�) �p1��P0�(x, z;�)'(P(x, z;�),�)�����2d�dx dz+

+4 ZZD��
���Z��
������(�) �p1� � Q(x,z;�)ZP(x,z;�) '0��ex,��dex

�����2d�dx dz.(20)Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà. Äëÿýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà+1Xk=k0 ZZRk
���Z��
�����Q(x,z;�)ZP(x,z;�) '0�(ex,�)dex

�����2d�dx dz, (21)
ãäå èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî òðàïåöèÿì Rk := n(x, z) j1lk+11 < x < 1lk1 , 0 < z < �xo , à k0 äîñòàòî÷íî áîëüøîå.Ïåðåõîäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ l = l(�)(ñì. (16)), èìååì���Z��
�����Q(x,z;�)ZP(x,z;�) '0�(ex,�)dex

�����2d�6 K2 l2Zl1
����� eQ(x,z;l)ZeP(x,z;l) e'0l(ex, l)dex

�����2dl 6
6 K2 l2Zl1 ��eP(x, z; l)� eQ(x, z; l)��

eQ(x,z;l)ZeP(x,z;l)��e'0l(ex, l)��2dex dl,ãäå K2 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿ-ùàÿ òîëüêî îò �� è ��� . ÏóñòüPk := max(x, z) 2 Rk,l 2 [l1, l2℄ eP(x, z; l), Qk := min(x, z) 2 Rk,l 2 [l1, l2℄ eQ(x, z; l).12 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



24 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 6Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òîPk = l2 +12lk1 , Qk = l2 +12lk+11 l2 , (22)ïîýòîìó äëÿ (x, z) 2 Rkl2Zl1 ��eP(x, z; l)� eQ(x, z; l)��
eQ(x,z;l)ZeP(x,z;l)��e'0l(ex, l)��2dex dl 66 K3lk1 PkZQk

(l2Zl1 ��'0l(ex, l)��2dl
)dex, (23)

ãäå K3 � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿ-ùàÿ òîëüêî îò �� è ��� . Êðîìå òîãî, èç (22) ñëåäóåòòàêæå, ÷òî ñóùåñòâóþò íå çàâèñÿùèå îò k íàòóðàëüíûå÷èñëà m0 è r0 òàêèå, ÷òî l�(k+m0)1 6 Qk < Pk 6 l�(k�r0)1äëÿ âñåõ k . Ïîýòîìó, åñëè îáîçíà÷èòü ïîäûíòåãðàëüíîåâûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (23) ÷åðåç F ,òî â ñèëó åãî íåîòðèöàòåëüíîñòè èìååìPkZQk Fdex 6
l�(k+m0�1)1 Z
l�(k+m0)1 Fdex+ l�(k+m0�2)1 Z

l�(k+m0�1)1 Fdex+ . . . + l�(k�r0)1 Z
l�(k�r0+1)1 Fdex.

Òîãäà+1Xk=k0 ZZRk
���Z��
�����Q(x,z;�)ZP(x,z;�) '0�(ex,�)dex

�����2d�dx dz6
6 (m0 + r0 +1)K3 +1Xk=k0 Sklk1

l�k1Z
l�(k+1)1

(l2Zl1 ��e'0l(ex, l)��2dl
)dex, (24)

ãäå Sk � ïëîùàäü Rk .Ïóñòü ex 2 [l�(k+1)1 , l�k1 ℄ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç lex,i çíà-÷åíèÿ l , ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîéx = ex ñ êðèâûìè x = 1lk�i+1 , i = 0, 1, 2, . . . , òàê ÷òîex = 1(lex,0)k+1 = 1(lex,1)k = 1(lex,2)k�1 = . . . = 1(lex,i+1)k�i = . . . ,à ÷åðåç N(ex, k) � ÷èñëî òàêèõ ïåðåñå÷åíèé, ïðèíàä-ëåæàùèõ îòðåçêó [l1, l2℄ . Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿäîñòàòî÷íî áîëüøèõ k âûïîëíÿåòñÿ N(ex, k) < bk , ãäå0 < b < 1 íå çàâèñèò îò k è ex . Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî,lex,0 6 l1 6 lex,1 . Èìååìl�k1Z
l�(k+1)1 dex l2Zl1 ��e'0l(ex, l)��2dl 6

l�k1Z
l�(k+1)1

(N(ex,k)+1Xi=0 lex,i+1Zlex,i ��e'0l(ex, l)��2dl
)dex.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü îöåíêîé (18) ïðè (n= 1). Òîãäàl�k1Z
l�(k+1)1

(N(ex,k)+1Xi=0 lex,i+1Zlex,i ��e'0l(ex, l)��2dl
)dex 6

6 l�k1Z
l�(k+1)1

(N(ex,k)+1Xi=0 lex,i+1Zlex,i C2(1)(k� i)2l2(k�i) dl)dex 6
6 k2C2(1) l�k1Z

l�(k+1)1
(N(ex,k)+1Xi=0 (lex,i+1)2(k�i)(lex,i+1 � lex,i))dex 6

6 k2C2(1) l�k1Z
l�(k+1)1 �(N(ex, k) + 2)(lex,0)2(k+1)	dex 6

6 k2C2(1) l�k1Z
l�(k+1)1 �(bk+2)l2(k+1)1 	dex 6 K4 k3lk1 ,

ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ K4 íå çàâèñèò îò k ,îòêóäà ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà (24).ßñíî, ÷òî ýòè æå ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò ñõîäè-ìîñòü è ïåðâîãî èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè íåðà-âåíñòâà (20), ïîñêîëüêó �óíêöèÿ '(x,�) ðàñòåò íåáûñòðåå '0�(x,�) .�àññìîòðèì òåïåðü âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷à-ñòè (20). Ïîñêîëüêó P0�(x, z;�) = �x�z2� l0� , òî, î÷åâèäíî,ZZD��
���Z��
������(�) �p1��P0�(x, z;�)'(P(x, z;�),�)�����2d�dx dz6
6 K5 ZZD�� jxj

���Z�� j'(P(x, z;�),�)j2 d�dx dz66 K6 ZZD�� jxj
l2Zl1 ��e'(eP(x, z; l), l)��2dl dx dz,ãäå K5 è K6 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå,çàâèñÿùèå òîëüêî îò �0 , �� è ��� . Äëÿ âñÿêîé �èêñè-ðîâàííîé òî÷êè (x, z) 2 Rk îáîçíà÷èì çíà÷åíèÿ l , ñîîò-âåòñòâóþùèå òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé x = eP(x, z; l)ñ êðèâûìè xk0,j(l) â ïëîñêîñòè Olx ÷åðåç lk,k0 ,j . ÏóñòüN(x, z; k) � ÷èñëî òàêèõ ïåðåñå÷åíèé lk,k0 ,j , ïðèíàäëå-æàùèõ îòðåçêó [l1, l2℄ , è ïóñòü ïðè ýòîì k0 ïðèíèìàåòçíà÷åíèÿ fk0m , k0m +1, . . . , k0Mg . Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòûðàáîòû [1℄, ïîêàæåì, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä+1Xk=k0 ZZRk jxj

l2Zl1 ��e'(eP(x, z; l), l)��2dl dx dz, (25)
ãäå k0 äîñòàòî÷íî áîëüøîå. Äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, z) 2 Rkèìååìl2Zl1 ��e'(eP(x, z; l), l)��2 dl =

lk,k0M ,nZl1 ��e'(eP(x, z; l), l)��2dl +
+lk,k0M�1,nZlk,k0M ,n ��e'(eP(x, z; l), l)��2dl+. . .+

l2Zlk,k0m ,n ��e'(eP(x, z; l), l)��2dl 6
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6C(0)( lk,k0M ,nZlk,k0M+1,n l2k0Mdl +

lk,k0M�1,nZlk,k0M ,n l2k0M�2dl + . . . +
+ lk,k0m�1,nZlk,k0m ,n l2k0m�2 dl)6 C(0)(l2 � l1)�(lk,k0M ,n)2k0M +
+ (lk,k0M�1,n)2k0M�2 + . . . + (lk,k0m�1,n)2k0m�2�==C(0)(l2 � l1)�P(x, z; lk,k0M ,n)�2 +P(x, z; lk,k0M�1,n)�2 ++ . . . +P(x, z; lk,k0m�1,n)�2�66C(0)(l2 � l1)(N(x, z; k)+ 1) 4�2(�x+ z)2 6 K7kx2 ,ãäå K7 íå çàâèñèò îò k , ïîýòîìó ðÿä (25) äåéñòâèòåëüíîñõîäèòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, ïðè n= 1 îöåíêà (11) äîêàçàíà. Äëÿòîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé îöåíêè ïðèn= 2, çàìåòèì, ÷òîe (x, z; t) =�1t 1Z0 sin(�t)(2��(�2))0��(x, z; �2)d��� 1t 1Z0 sin(�t) � 2��(�2)� 0�(x, z; �2)d� ==� 1t2 1Z0 os(�t)(2��(�2))00���(x, z; �2)d�++2 1Z0 os(�t)(2��(�2))0�� 0�(x, z; �2)d�++ 1Z0 os(�t) � 2��(�2)� 00��(x, z; �2)d�

!.Ñóùåñòâîâàíèå ïåðâûõ äâóõ èíòåãðàëîâ â ïîñëåäíåìâûðàæåíèè äîêàçàíî âûøå, à äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõî-äèìîñòè òðåòüåãî èíòåãðàëà, ó÷èòûâàÿ ïðåäñòàâëåíèå (x, z; �1;�) â âèäå (13), î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä+1Xk=k0 ZZRk
���Z��
�����Q(x,z;�)ZP(x,z;�) '00��(ex,�)dex

�����2d�dx dz. (26)
Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà ïîëíîñòüþ ïî-âòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ðÿäà (21) ñ òîéëèøü ðàçíèöåé, ÷òî èñïîëüçóåò îöåíêó (18) äëÿ n= 2.Ñëó÷àè n= 3, 4, . . . ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.2. �àñïðåäåëåíèå ýíåðãèè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿÍåñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è(1)�(4) âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:E(t,D) := ZD�juj2 + jvj2+ jwj2�dx dz= onst .Èçâåñòíî, ÷òî åñëè îáëàñòü D ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåìR2 n
 ê íåêîòîðîé âûïóêëîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 ,

òî ýíåðãèÿ íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿïðè t!1 òàê, ÷òî ÷òî åå äîëÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿíà ëþáîì êîìïàêòå A 2 R2 n 
 , ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,ò. å. ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå ýíåðãèè. Â íàøåì ñëó÷àåêàðòèíà òàêîâà: åñëè �1 2 C10 [0, 1℄, �2 2 C10 [0, 1/�℄ ,�(�) 2C10 [0, 1℄ è íîñèòåëü supp� ëåæèò â îáúåäèíåíèèèíòåðâàëîâ (0, (1 +�2)�1) è ((1+�2)�1, 1), òî äëÿëþáûõ " > 0 è Æ > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå T =T(", Æ) , ÷òîäëÿ ðåøåíèÿ U = (u, v;w) çàäà÷è (1)�(4) ïðè âñåõ t >TE(t,D") := ZZD" �juj2 + jvj2 + jwj2�dx dz< Æ, (27)
ãäå D" := D \ fx > "g \ fz < 1 � "g . Äåéñòâèòåëüíî,ïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû �2 � 0, supp� � [��, ���℄ �(0, (1 +�2)�1) , äëÿ �óíêöèè òîêà e èìååì
e (x, z; t) = 1Z0 os�p� t��(�)�(x, z;�)d�==�1t 1Z0 sin�p� t��2p��(�)�0� �(x, z;�)d��� 1t 1Z0 sin�p� t��(�)� 0�(x, z;�) � 2p�d�(ñì. (19)). Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â íàøèõ óñëîâè-ÿõ �(x, z;�) ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìîéïî x, z, � âåçäå âíóòðè ïðèçìû D � (0, (1 +�2)�1)è ìîæåò áûòü íåïðåðûâíî ïðîäîëæåíà ñî âñåìèñâîèìè ïðîèçâîäíûìè íà âñþ ïîâåðõíîñòü ïðèçìû(D \ fx > "g)� (0, (1 +�2)�1) , " > 0. Èìååì
u= 1t 1Z0 sin�p� t��2p��(�)�0� � 0z(x, z;�)d�++ 1t 1Z0 sin�p� t��(�)� 00z�(x, z;�) � 2p�d�,ïîýòîìóZZD\fx>"g juj2 dx dz6 2t2 ZZD\fx>"g�� ����� 1Z0 sin�p� t��2p��(�)�0� � 0z(x, z;�)d�

�����2dx dz+
+ 2t2 ZZD\fx>"g

����� 1Z0 sin�p� t��(�)� 00z�(x, z;�)�2p�d�
�����2dx dz6

6 2t2 ZZD\fx>"g
1Z0 �����2p��(�)�0� � 0z(x, z;�)����2 d�dx dz++ 2t2 ZZD\fx>"g

1Z0 ����(�)� 00z�(x, z;�) � 2p����2 d�dx dz6 K"t2 ! 0(t!1),13 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



26 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 6ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà K" íå çàâèñèò îò t .Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â (27) îöåíèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà çà-âåðøåíî.Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå íà÷àëüíûõâîçìóùåíèé U0 = (u0, v0,w0) ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)�(4)òàêîâû, ÷òî âñÿ ýíåðãèÿ èõ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ òå-÷åíèåì âðåìåíè îêàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîñðåäî-òî÷åííîé â ñêîëü óãîäíî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ âåðøèí Oè B îáëàñòè D . Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ÷òî åñëè �2 � 0èëè supp� 2 (0, (1 +�2)�1) , òî ýíåðãèÿ àêêóìóëèðóåòñÿëèøü â îêðåñòíîñòè òî÷êè O ; ñîîòâåòñòâåííî, åñëè�1 � 0 èëè supp� 2 ((1 +�2)�1, 1), òî ýíåðãèÿ àêêóìó-ëèðóåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè B .Â [1℄ óêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿòî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)�(4) ìîæåò áûòü èñïîëüçî-âàí äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà îáëà-ñòåé ñ óãëîâûìè òî÷êàìè: íàïðèìåð, êîãäà D ÿâëÿåòñÿ¾êðèâîëèíåéíûì òðåóãîëüíèêîì¿, ñòîðîíû OA è OBêîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ãëàäêèìè êðèâûìè,ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå O ïîä íåíóëåâûì óãëîì,è òàêèìè, ÷òî ïðè âñåõ � èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà(�0,�00) ëó÷è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé, çàêîíîòðàæåíèÿ îò ãðàíèöû êîòîðûõ îïèñàí â ðàçä. 1,ëîêàëèçóþòñÿ â óãëó ñ âåðøèíîé O . ßñíî, ÷òî ïî-âåäåíèå ýòèõ ðåøåíèé ïðè t!1 áóäåò àíàëîãè÷íûìîïèñàííîìó âûøå.Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå äâóìåðíîé ìîäåëüíîé çà-äà÷è â áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðî-ãíîç îòíîñèòåëüíî ïîâåäåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè êàêâíóòðè êîíóñà, òàê è âíóòðè, íàïðèìåð, òîðà, ñèììåò-ðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ è òàêîãî, ÷òî åãîîñåâîå ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ òðåóãîëüíèêîì D , à èìåííîìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì âûáîðå íà÷àëü-íûõ âîçìóùåíèé êîëåáàíèÿ æèäêîñòè áóäóò òàêèìè,÷òî ïî÷òè âñÿ ýíåðãèÿ ýòèõ âîçìóùåíèé ñ òå÷åíèåìâðåìåíè îêàæåòñÿ â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòèêàêîãî-ëèáî ðåáðà èëè êîíè÷åñêîé òî÷êè.È â çàêëþ÷åíèå êðàòêî îáñóäèì ýêñïåðèìåíòàëüíûåèññëåäîâàíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî âîïðîñ î ïîâåäåíèè âðàùà-þùåéñÿ æèäêîñòè â êîíòåéíåðàõ ðàçíûõ êîí�èãóðàöèéäàâíî èíòåðåñîâàë èññëåäîâàòåëåé, â ñâÿçè ñ ÷åì è áûëèïîñòàâëåíû ñëåäóþùèå ýêñïåðèìåíòû. Ïðÿìîé êðóãî-âîé êîíóñ, ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûé æèäêîñòüþ, áûëóñòàíîâëåí íà ñòîëå, êîòîðûé âðàùàëñÿ âîêðóã âåðòè-êàëüíîé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ 
 = 
(1 + " os!t)k(ñì. [7℄). Ýòî áûëà óñòàíîâêà, àíàëîãè÷íàÿ òîé, ÷òîáûëà èñïîëüçîâàíà ðàíåå [8℄, ÷òîáû èññëåäîâàòü èíåð-öèîííûå ìîäû â ñ�åðå. Íî åñëè â ñëó÷àå ñ�åðûïðè ìåäëåííîì èçìåíåíèè ! æèäêîñòü ïðîõîäèëàîïðåäåëåííûå ñîñòîÿíèÿ ðåçîíàíñà, ñîîòâåòñòâóþùèåñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì îñåñèììåòðè÷íûõ èíåðöèîííûõâîëí, òî â êîíóñå êàðòèíà áûëà ïðèíöèïèàëüíî èíîé,è çäåñü áûëî ïîëó÷åíî ëèøü êà÷åñòâåííîå îïèñàíèåïîâåäåíèÿ æèäêîñòè.Íà ðèñóíêå ïîêàçàí óñòîé÷èâûé âíóòðåííèé ïîòîê,êàê îí áûë âèäåí áëàãîäàðÿ îñâåùåíèþ àëþìèíèåâûõõëîïüåâ, ââåäåííûõ â æèäêîñòü. Îêàçàëîñü, ÷òî àìïëè-òóäà êîëåáàíèÿ æèäêîñòè âäîëü îñè óâåëè÷èâàåòñÿ îòçíà÷åíèÿ, áëèçêîãî ê íóëþ â îáëàñòè 1, äî çíà÷åíèÿ,áëèçêîãî ê çíà÷åíèþ àìïëèòóäû íàëîæåííûõ êîëå-

Äâèæåíèå æèäêîñòè â êîíè÷åñêîì êîíòåéíåðåáàíèé â îáëàñòè 2. Îäíàêî â íåïîñðåäñòâåííîé áëè-çîñòè îò âåðøèíû (â îáëàñòè 3) àìïëèòóäà êîëåáàíèéñíîâà ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ìàëîé. Ïðè ýòîì âèä ïîòîêàîñòàåòñÿ îäèíàêîâûì äëÿ òåõ çíà÷åíèé ! , ïðè êîòî-ðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå èì õàðàêòåðèñòèêè, ëîêàëèçóþò-ñÿ â âåðøèíå êîíóñà.Òåîðåòè÷åñêîãî îáúÿñíåíèÿ òàêîãî ïîâåäåíèÿ æèä-êîñòè â òî âðåìÿ íå áûëî ïîëó÷åíî. Ïðîâåäåííîåâ íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíèå ðåøåíèé äâóìåðíîéìîäåëüíîé çàäà÷è êàê ðàç îáúÿñíÿåò òàêîå ïîâåäå-íèå æèäêîñòè: ðåçîíàíñíûõ ÿâëåíèé â ýòîé ñèòóàöèèíå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó ñïåêòð ñîîòâåòñòâóþùåãîîïåðàòîðà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, à àìïëèòóäà äâè-æåíèÿ æèäêîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿê âåðøèíå, ïîòîìó ÷òî ýíåðãèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíèîêàçûâàåòñÿ ñêîíöåíòðèðîâàííîé â îêðåñòíîñòè âåðøè-íû � åñëè çíà÷åíèÿ ! òàêîâû, ÷òî õàðàêòåðèñòèêèðàññìîòðåííîãî íàìè ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïðèîòðàæåíèè îò ãðàíèöû ëîêàëèçóþòñÿ èìåííî â óãëó,ñîîòâåòñòâóþùåì ýòîé âåðøèíå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,ïî-âèäèìîìó, â èññëåäîâàíèÿõ êîëåáàíèé ðåàëüíîé âðà-ùàþùåéñÿ æèäêîñòè â êîíòåéíåðå, îáëàäàþùåì òàêèìèîñîáåííîñòÿìè ãðàíèöû, íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü âÿçêî-ñòüþ, à çíà÷èò, ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ íåîáõîäèìîðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå íåëèíåéíûå ñèñòåìû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîä-äåðæêå Ïðîãðàììû ïîääåðæêè íàó÷íîãî ïîòåíöèàëàâûñøåé øêîëû (ãðàíò �ÍÏ.2.1.1.5031).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Òðîèöêàÿ Ñ.Ä. // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ôèç. Àñòðîí. 2010.� 6. C. 14.2. Òðîèöêàÿ Ñ.Ä. // Èçâ. �ÀÍ. Ñåð. ìàò. 1994. 58, � 4.Ñ. 97.3. Òðîèöêàÿ Ñ.Ä. // Ìàòåì. çàìåòêè. 1999. 63, � 2. Ñ. 128.4. �ðèíñïýí Õ. Òåîðèÿ âðàùàþùèõñÿ æèäêîñòåé. Ë., 1975.5. Ìàëîâ Â.Ï. // Ñèá. ìàòåì. æóðíàë. 1968. 9, � 6. Ñ. 1351.6. Òðîèöêàÿ Ñ.Ä. // Èçâ. �ÀÍ. Ñåð. ìàò. 1998. 62, � 2.Ñ. 193.7. Greenspan H.P. // Stud. Appl. Math. 1969. 48. P. 19.8. Aldridge K.D., Toomre A. // J. Fluid Mehanis. 1969. 37,N 2. P. 307.9. Morize C., Moisy F. // Phys. Fluids. 2006. 18. P. 065107.
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