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Ìîäåðíèçàöèÿ ïðèáëèæåíèÿ Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà äëÿ ðåøåíèÿíåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ êîíâåêöèè â çàìêíóòîé ïîëîñòèÍ.À. Âèííè÷åíêîa , À. Â. ÓâàðîâbÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà ìîëåêóëÿðíîé �èçèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: anikvinn�yandex.ru, b uvarov�phys.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 17.02.2010, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 25.05.2010Íà ïðèìåðå çàäà÷è îá îñòûâàíèè íàãðåòîãî ãàçà â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè ñ õîëîäíûìèñòåíêàìè ðàññìîòðåíà ïðèìåíèìîñòü óïðîùåííûõ ìîäåëåé ó÷åòà ñæèìàåìîñòè æèäêîñòè äëÿ ðàñ÷åòàíåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ êîíâåêöèè â çàìêíóòûõ îáëàñòÿõ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðèáëèæåíèÿÎáåðáåêà�Áóññèíåñêà è äðóãèõ óïðîùåííûõ ìîäåëåé ïðèâîäèò ê îøèáî÷íûì çíà÷åíèÿì äàâëåíèÿ,ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû â ñëó÷àå, åñëè èçìåíåíèåì ñðåäíåãî äàâëåíèÿ íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü.Ïðåäëîæåíà ìîäè�èêàöèÿ ðàñ÷åòíîãî ìåòîäà, ïîçâîëÿþùàÿ îïèñàòü èçìåíåíèå äàâëåíèÿ â õîäåâûðàâíèâàíèÿ òåìïåðàòóðû, áåç ïîòåðè âû÷èñëèòåëüíîé ý��åêòèâíîñòè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðå-çóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ìîäè�èöèðîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà è ïîëíîéñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåñòàöèîíàðíàÿ êîíâåêöèÿ, ïðèáëèæåíèå Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà.ÓÄÊ: 533.6.011.6:536.24. PACS: 47.55.pb, 44.25.+f.

ÂâåäåíèåÏðèáëèæåíèå Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà (ÎÁ) [1℄ îêàçà-ëîñü î÷åíü ïðîäóêòèâíûì äëÿ àíàëèçà êîíâåêòèâíîéóñòîé÷èâîñòè. Íåñìîòðÿ íà îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâà-åìûå õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè ñèñòåìû è ãðàäèåí-òàìè ïàðàìåòðîâ [2, 3℄, ýòî ïðèáëèæåíèå ïîçâîëÿåòñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ãèäðîäè-íàìèêè è ïðîâåñòè â ðÿäå ñëó÷àåâ äàæå àíàëèòè÷å-ñêèé àíàëèç. �àçâèòèå âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ òîëüêîóêðåïèëî ðîëü äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïîñêîëüêó èç-çàáîëüøîé ðàçíèöû âðåìåí ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõâîëí è õàðàêòåðíûõ âðåìåí, ñâÿçàííûõ ñ êîíâåêòèâíûìäâèæåíèåì ñðåäû, ðåøåíèå ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíå-íèé ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëüíûìè çàòðàòàìè âðåìåíè.Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîíâåêòèâíîãî òå-÷åíèÿ ñî ñêîðîñòüþ V0 � 10�2 ì/ñ òðåáóåòñÿ âåñòèðàñ÷åò, ïî êðàéíåé ìåðå â òå÷åíèå âðåìåíè L/V0 , ãäåL � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñèñòåìû. Ïðè îãðàíè÷åíèè,íàêëàäûâàåìîì íà øàã ïî âðåìåíè äëÿ ÿâíîé ñõåìûdt 6 dr � L/s , ãäå s � ñêîðîñòü çâóêà, à dr �áåçðàçìåðíûé øàã ñåòêè, ýòî ñîñòàâëÿåò s/(V0 � dr)øàãîâ ïî âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òèïè÷íîé ñåòêè,ñîäåðæàùåé îêîëî 200 óçëîâ ïî êàæäîé êîîðäèíàòå,ïîäîáíàÿ îöåíêà äàåò 7 � 106 øàãîâ ïî âðåìåíè. Ïðèìå-íåíèå ïðèáëèæåíèÿ ÎÁ è äðóãèõ óïðîùåííûõ ìîäåëåéó÷åòà ñæèìàåìîñòè ñðåäû ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü áî-ëåå ý��åêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû è óâåëè÷èòüøàã ïî âðåìåíè ïðèìåðíî â 500 ðàç, ñîîòâåòñòâåííîñîêðàòèâ âðåìÿ ðàñ÷åòà. Êîíå÷íî, ïðè çíà÷èòåëüíîìóâåëè÷åíèè ÷èñåë �ýëåÿ äàæå â ñòàíäàðòíûõ çàäà÷àõïðîõîæäåíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà ÷åðåç îáúåì ïðèáëèæå-íèå ÎÁ ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìî (ñì., íàïðèìåð, [4℄,ãäå ñðàâíåíèå ñ òî÷íûì äâóìåðíûì ðåøåíèåì â çàäà÷åñ íàãðåâîì è îòâîäîì òåïëà ÷åðåç áîêîâûå ñòåíêè ïî-êàçàëî, ÷òî äëÿ ÷èñåë �ýëåÿ Ra> 3 � 108 îòêëîíåíèÿ îòïðèáëèæåíèÿ ÎÁ ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè), íî äëÿíå î÷åíü áîëüøèõ ÷èñåë �ýëåÿ ýòîò ìåòîä ïðîäîëæàåò

îñòàâàòüñÿ î÷åíü âàæíûì è ïðàêòè÷åñêè î÷åíü øèðîêîèñïîëüçóåìûì ïðèáëèæåíèåì.Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóåò êëàññ çàäà÷, ãäå ïðè-áëèæåíèå ÎÁ îêàçûâàåòñÿ �îðìàëüíî íåïðèìåíèìûìäàæå ïðè Ra� 3 � 108 . Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðèðàñ÷åòå íåñòàöèîíàðíîé êîíâåêöèè â çàìêíóòûõ ñè-ñòåìàõ, íàïðèìåð â äåòåêòîðå óòå÷åê â òðóáàõ [5℄.Îïðåäåëåíèå óòå÷êè îñíîâàíî íà èçìåðåíèè ðàçíîñòèäàâëåíèé â äâóõ îäèíàêîâûõ êàìåðàõ � èçìåðèòåëüíîéè êîíòðîëüíîé, â êîòîðûå ãàç ïîñòóïàåò èç îñíîâ-íîé òðóáû. Ïîñêîëüêó â õîäå ïðîöåññà íàáîðà ãàçàâ êàìåðó ãàç çàìåòíî íàãðåâàåòñÿ, òî íåïîñðåäñòâåí-íî ïîñëå çàêðûòèÿ âïóñêíîãî êëàïàíà ïðîèñõîäèò åãîîõëàæäåíèå çà ñ÷åò òåïëîîáìåíà ñî ñòåíêàìè êàìåðûè âîçíèêàåò êîíâåêòèâíîå òå÷åíèå. Ïîêà òåìïåðàòóðàãàçà íå âûðîâíÿëàñü, åãî äàâëåíèå òàêæå ïðîäîëæàåòìåíÿòüñÿ. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîåâðåìÿ, êîòîðîå äîëæíî ïðîéòè ñ ìîìåíòà íàáîðà ãàçàâ êàìåðû äî ìîìåíòà èçìåðåíèÿ ðàçíîñòè äàâëåíèé,÷òîáû èçìåðåíèå áûëî äîñòàòî÷íî òî÷íûì è îòðàæàëîðàçíîñòü êîëè÷åñòâà ãàçà â êàìåðàõ, à íå ðàçíîñòüòåìïåðàòóð. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî âðåìåíè â ðàáî-òå [5℄ èñïîëüçóåòñÿ óïðîùåííûé ïîäõîä ñ ââåäåíèåìý��åêòèâíîãî êîý��èöèåíòà òåïëîïåðåäà÷è, êîòîðûéîïðåäåëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ñîâðåìåííûå âû÷èñ-ëèòåëüíûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ðåøèòü ýòó çàäà÷ó òî÷-íî, ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè. Äàëåå,íà ïðèìåðå ýòîé çàäà÷è, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîéñòîðîíû, âàæíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ òåõíè÷åñêèõ ïðèëî-æåíèé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé îêîíâåêöèè â çàìêíóòîé ïîëîñòè, áóäåò ïîêàçàíî, ÷òîïðèáëèæåíèå ÎÁ íå îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ,ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû îò âðåìåíè â ñëó÷àå, åñ-ëè èçìåíåíèåì ñðåäíåãî (ïî ïðîñòðàíñòâó) äàâëåíèÿíåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåòâ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ ïðè îáúåìíîì íàãðåâå çàìêíóòîãîîáúåìà äàâëåíèå âíóòðè ñèñòåìû ðàñòåò. Â íàñòîÿùåéðàáîòå ïðåäëîæåí ïðîñòîé ñïîñîá ìîäåðíèçàöèè ñèñòå-



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 29ìû ÎÁ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü âñå ïðåèìóùåñòâàìåòîäà è â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòüðàñ÷åòà.Ïðèáëèæåíèå ÎÁ è óïðîùåííàÿ ìîäåëü ñæèìàåìîéæèäêîñòè�àññìîòðèì ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äè-íàìèêè ñ ó÷åòîì âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè���t +div(�v) = 0,�dvdt =�grad p+ ��v+ �3 grad div v+ �g,p�dTdt � dpdt = ��T + �2 � �vi�xk + �vk�xi � 23Æik �vl�xl�2 + �gv,�= p�RT , (1)ãäå � , v , p , T � ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, äàâëåíèåè òåìïåðàòóðà ãàçà, � è � � êîý��èöèåíòû âÿçêîñòèè òåïëîïðîâîäíîñòè, � è p � ìîëÿðíàÿ ìàññà ãàçàè òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, R � ãàçîâàÿïîñòîÿííàÿ, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, Æik �ñèìâîë Êðîíåêåðà, d/dt = �/�t+ (vr) .Â ïðèáëèæåíèè ÎÁ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî èçìåíåíèåì äàâ-ëåíèÿ è ñâÿçàííûìè ñ íèì èçìåíåíèÿìè ïëîòíîñòèìîæíî ïðåíåáðå÷ü âî âñåõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (1)çà èñêëþ÷åíèåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Êðîìå òîãî,ïîñêîëüêó ñêîðîñòü êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé ìàëà ïîñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà, ïðåíåáðåãàþò òðåòüèì÷ëåíîì â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è âòîðûì �â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ýíåðãèè. �àáîòîé ñèëû òÿæå-ñòè �gv ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè gL/(p�)� 1, ãäå L �õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñèñòåìû, à � � õàðàêòåðíàÿ ðàç-íîñòü òåìïåðàòóð. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿãàçîâîé äèíàìèêè â ïðèáëèæåíèè ÎÁ:div v= 0,�dvdt =�grad p+ ��v+ �g,p�dTdt = ��T ,�= p0�RT ,
(2)

ãäå p0 � çíà÷åíèå äàâëåíèÿ â íåâîçìóùåííîé ñðåäå.Èìåííî ýòî ïðèáëèæåíèå îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ äëÿðàñ÷åòîâ êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé, òàê êàê îíî íå ó÷è-òûâàåò ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ âîëí, íîäîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàåò åãî ðåçóëüòàò � óíîñìàññû èç íàãðåâàåìûõ îáëàñòåé � ïðè óñëîâèè, ÷òîäàâëåíèå îñòàåòñÿ ïðèìåðíî ïîñòîÿííûì è îäèíàêîâûì(ñ òî÷íîñòüþ äî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïåðåïàäà äàâëåíèÿ�v2� p0 ) âî âñåé îáëàñòè. Âåëè÷èíà øàãà ïî âðåìåíèïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé (2) îïðåäåëÿåòñÿ íå ñêîðîñòüþðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ âîëí s , êàê â ñëó÷àå ñèñòå-ìû (1), à ñêîðîñòüþ êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ v0� s , ÷òîïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âðåìÿ ðàñ÷åòà.Â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîé êîíâåêöèè â çàìêíóòîéïîëîñòè ïðîñòðàíñòâåííûå ãðàäèåíòû äàâëåíèÿ ìàëû,îäíàêî èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðå-íåáðå÷ü íåëüçÿ, ïîýòîìó ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ïðèáëè-æåíèÿ ÎÁ ïðèâîäèò ê îøèáî÷íûì ðåçóëüòàòàì. Äåé-

ñòâèòåëüíî, èñïîëüçîâàíèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â âè-äå � = p0�/(RT) , íàïðèìåð â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷åîá îñòûâàíèè ãàçà â ïîëîñòè ñ õîëîäíûìè ñòåíêàìè,ïðèâîäèò ê íå�èçè÷åñêîìó óâåëè÷åíèþ ìàññû ãàçà,ñîäåðæàùåãîñÿ â ïîëîñòè. Ïðèáëèæåíèå ÎÁ ïðåäïîëà-ãàåò ¾â ñðåäíåì¿ èçîáàðíûé ïðîöåññ, â òî âðåìÿ êàêîõëàæäåíèå èëè íàãðåâ ãàçà â çàìêíóòîé ïîëîñòè �¾â ñðåäíåì¿ èçîõîðíûé ïðîöåññ. Ëåãêî îöåíèòü âåëè-÷èíó îøèáî÷íîãî èçìåíåíèÿ ìàññû Æm ïðè îïèñàíèèñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèÿ ÎÁ ïîâåäåíèÿ ãàçà, êîòîðîìóáûëî ïåðåäàíî êîëè÷åñòâî òåïëà Q :p0V = m�RT1, p0V = m� Æm� RT2, Q = vm(T2 �T1),ãäå V � îáúåì ïîëîñòè, m � ìàññà ãàçà, T1 è T2 �íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà, v � òåï-ëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå. Èç çàïèñàííûõóðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ è òåïëîâîãî áàëàíñà ñëåäóåò, ÷òîÆm = m(T2 �T1)/T2 = Q/(vT2) . Çàìåòèì, ÷òî îòíîñè-òåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü Æm/m íå çàâèñèò îò ðàçìåðîâïîëîñòè. Òàêèì îáðàçîì, äàæå äëÿ áîëüøîé, íî çàìêíó-òîé ïîëîñòè ïðèìåíåíèå ïðèáëèæåíèÿ ÎÁ ïðèâîäèòê îøèáî÷íûì ðåçóëüòàòàì.Íàðóøåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû ïðè ðàñ÷åòå íåñòàöè-îíàðíîé êîíâåêöèè â çàìêíóòîé ïîëîñòè õàðàêòåðíîè äëÿ áîëåå òî÷íûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ ïðåíåáðåãàþòïîëíîé ïðîèçâîäíîé äàâëåíèÿ ïî âðåìåíè â óðàâíåíèèýíåðãèè, íàïðèìåð äëÿ óïðîùåííîé ìîäåëè ñæèìàåìîéæèäêîñòè (ÓÌÑÆ):���t +div(�v) = 0,�dvdt =�grad p+ ��v+ �3 grad div v+ �g,p�dTdt = ��T + �2 � �vi�xk + �vk�xi � 23Æik �vl�xl�2 + �gv,�= p�RT .
(3)

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (3) íà êàæäîì øàãåïî âðåìåíè ñíà÷àëà èç óðàâíåíèÿ ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿòåìïåðàòóðà. Çàòåì èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íàõîäèòñÿîöåíêà ïëîòíîñòè íà íîâîì øàãå, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿäëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè â óðàâíå-íèè íåïðåðûâíîñòè. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íå îïè-ñûâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêîâûõ âîëí è ïîëüçîâàòüñÿâñåìè ïðåèìóùåñòâàìè ïðèáëèæåíèÿ ÎÁ, îäíîâðåìåí-íî ó÷èòûâàÿ ÷àñòü ý��åêòîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñæèìàå-ìîñòüþ ãàçà. ÓÌÑÆ äàåò ðåçóëüòàòû, î÷åíü áëèçêèåê ïîëó÷åííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëíîé ñèñòåìû óðàâ-íåíèé, ïðè îïèñàíèè òå÷åíèé, ñâÿçàííûõ ñ âûäåëåíèåìòåïëà, â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, íàïðèìåð ïðè ðàñ-÷åòå âëèÿíèÿ ðåëàêñàöèè íà ñòðóêòóðó âèõðåâîé äî-ðîæêè Êàðìàíà â êîëåáàòåëüíî-íåðàâíîâåñíîì ãàçå [6℄.Äëÿ çàìêíóòîé îáëàñòè, äàâëåíèå â êîòîðîé çàìåòíîìåíÿåòñÿ ïðè íàãðåâå èëè îõëàæäåíèè, ïðåíåáðåæåíèå÷ëåíîì �p/�t â óðàâíåíèè ýíåðãèè (÷ëåíîì (vr)pìîæíî ïðåíåáðå÷ü) ïðèâîäèò ê òàêèì æå îøèáî÷íûìðåçóëüòàòàì, êàê è â ñëó÷àå ïðèáëèæåíèÿ ÎÁ.Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íåâåðíûìè îêàçûâà-þòñÿ íå òîëüêî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ,ïîëó÷åííûå ïðè ðàñ÷åòå êîíâåêöèè â çàìêíóòîé ïî-15 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



30 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 6ëîñòè â ðàìêàõ óïðîùåííûõ ìîäåëåé, íî è ðàñïðåäå-ëåíèå òåìïåðàòóðû, à ñëåäîâàòåëüíî, è ïîëå ñêîðîñòèêîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ¾â ñðåäíåì¿èçîõîðíûé ïðîöåññ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ãàçà â çà-ìêíóòîé ïîëîñòè íå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ýíåðãèèp�dT/dt = ��T , ïðèíÿòûì â ïðèáëèæåíèè ÎÁ.Ìîäè�èêàöèÿ óïðîùåííûõ ìîäåëåéÂûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðèáëèæåíèÿ ÎÁ è ÓÌÑÆïðè ðàñ÷åòå íåñòàöèîíàðíîé êîíâåêöèè â çàìêíóòîéïîëîñòè ïðèâîäÿò ê îøèáî÷íûì ðåçóëüòàòàì, à èìåííî:1) íå ñîõðàíÿåòñÿ ìàññà ãàçà, çàêëþ÷åííîãî â ïîëîñòè;2) óðàâíåíèå ýíåðãèè âèäà p�dT/dt = ��T íåïðà-âèëüíî îïèñûâàåò ïðîöåññ èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû ïðèïîñòîÿííîì îáúåìå. Ñîîòâåòñòâåííî íåîáõîäèìî ìî-äè�èöèðîâàòü ýòè ïðèáëèæåíèÿ òàê, ÷òîáû ïðè ðàñ-÷åòå òå÷åíèé ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì Ìàõà ïîëó÷àëèñüäîñòàòî÷íî òî÷íûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìîñîõðàíèòü îáùóþ ñòðóêòóðó óðàâíåíèé è âû÷èñëèòåëü-íîãî àëãîðèòìà, òàê êàê îíà îïðåäåëÿåò äîïóñòèìóþâåëè÷èíó øàãà ïî âðåìåíè è ý��åêòèâíîñòü ðàñ÷åòà.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äàâëåíèå â ïîëîñòè ïðèìåðíîîäèíàêîâî âî âñåõ òî÷êàõ (�v2� p0 ), íî çàâèñèò îò âðå-ìåíè. Òî åñòü ïðîñòðàíñòâåííûìè ãðàäèåíòàìè äàâëå-íèÿ è ñâÿçàííûìè ñ íèìè èçìåíåíèÿìè ïëîòíîñòè, êàêè â ïðèáëèæåíèè ÎÁ, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, íî ÷àñòíîéïðîèçâîäíîé äàâëåíèÿ ïî âðåìåíè ïðåíåáðåãàòü íåëüçÿ.Åñëè òàêæå ó÷åñòü, ÷òî ïðè èçîõîðíîì ïðîöåññå ñðåäíååçíà÷åíèå äàâëåíèÿ p � T è �p/�t � (R�/�) � �T/�t , òîëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ýíåðãèè èç ñèñòåìû (1) ïðèìåòâèäp�dTdt � dpdt � p��T�t � �p�t + p�(vr)T �� v��T�t + p�(vr)T . (4)Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ýíåðãèè, êàê è â ïðèáëè-æåíèÿõ ÎÁ è ÓÌÑÆ, ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíîòåìïåðàòóðû, íî îíî ó÷èòûâàåò èçìåíåíèå ñðåäíåãîäàâëåíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.×òîáû íàéòè ïîïðàâêè ê ïëîòíîñòè è äàâëåíèþ,îáåñïå÷èâàþùèå ñîõðàíåíèå ìàññû, ïðåäñòàâèì ïëîò-íîñòü è äàâëåíèå â âèäå p(r, t) = p1(r, t) + Æp(t) ,�(r, t) = �1(r, t) + Æ�(t) , ãäå p1(r, t) è �1(r, t) ïîä÷è-íÿþòñÿ óðàâíåíèÿì ïðèáëèæåíèÿ ÎÁ (èëè, åñëè áî-ëåå ïîëíî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå ñæèìàåìîñòè ãàçà, ÓÌ-ÑÆ), Æp(0) = Æ�(0) = 0. ×òîáû ñ ó÷åòîì ïîïðàâîê Æp(t)è Æ�(t) âûïîëíÿëèñü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû è óðàâíå-íèå ñîñòîÿíèÿ, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâZ(�1(r, t) + Æ�(t))dV = Z �init(r)dV ,Z Æ�(t)dV = Z �Æp(t)RT (r, t) dV ,ãäå �init(r) � ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè. Ïîëó÷àåìÆ�(t) = R(�init(r)� �1(r, t))dVR dV ,Æp(t) = R� R(�init(r)� �1(r, t))dVR dVT (r,t) . (5)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìàÿ ìîäè�èêàöèÿ ïðèáëèæå-íèé ÎÁ è ÓÌÑÆ ïðè ðàñ÷åòå íåñòàöèîíàðíîé êîí-âåêöèè â çàìêíóòîé ïîëîñòè çàêëþ÷àåòñÿ 1) â èñ-ïîëüçîâàíèè ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ýíåðãèè âèäà (4),2) â äîáàâêå ê íàéäåííûì ðàñïðåäåëåíèÿì ïëîòíîñòèè äàâëåíèÿ â êîíöå êàæäîãî øàãà ïî âðåìåíè ïîïðàâîê,îïðåäåëÿåìûõ ïî �îðìóëàì (5).Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ÷èñëåííûå ìåòîäûÄëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè óïðîùåííûõ ìîäåëåé áûëîïðîâåäåíî äâóìåðíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå îõëà-æäåíèÿ ãàçà â êâàäðàòíîé ïîëîñòè ñ õîëîäíûìè ñòåí-êàìè, ñîîòâåòñòâóþùåå óïðîùåííîìó îïèñàíèþ ïðî-öåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â êàìåðàõ äåòåêòîðà óòå÷åê [5℄.Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1) áûë ïðè-ìåíåí ìåòîä �îäóíîâà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè íàîñíîâå ñõåìû �îäèîíîâà [7℄ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷èðàñïàäà ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà è TVD-îãðàíè÷èòåëåìÂàí Ëèðà. �åøåíèå óðàâíåíèé ïðèáëèæåíèé ÎÁ (2)è ÓÌÑÆ (3) áûëî âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ïîëóíåÿâíîéñõåìû [6, 8℄. Èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè îñóùåñòâëÿ-ëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �óíãå�Êóòòà òðåòüåãî ïîðÿäêà,à òàêæå ñõåìû Êðàíêà�Íèêîëñîíà äëÿ äèññèïàòèâíûõ÷ëåíîâ. Ïðè àïïðîêñèìàöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèç-âîäíûõ èñïîëüçîâàëèñü öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè. Äëÿ îä-íîâðåìåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè è äâè-æåíèÿ â ñëó÷àå óïðîùåííûõ ìîäåëåé áûë ïðèìåíåíïðîåêöèîííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ.Áûëè çàäàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû çàäà÷è: ïîñòî-ÿííàÿ òåìïåðàòóðà ñòåíîê Twall = 300 Ê, ìàêñèìàëüíàÿíà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà ãàçà Tmax = 360 Ê, ñòîðîíà ïî-ëîñòè L= 5.2 ìì, íà÷àëüíîå äàâëåíèå ãàçà pinit = 5 àòì,âñå ïàðàìåòðû ñðåäû ñîîòâåòñòâîâàëè âîçäóõó. Äëèíàñòîðîíû ïîëîñòè áûëà ñïåöèàëüíî óìåíüøåíà â 10 ðàçïî ñðàâíåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè äåòåêòîðà óòå÷åê [5℄, ÷òî-áû ïîíèçèòü ÷èñëî �ýëåÿ è îò òóðáóëåíòíîé êîíâåêöèè,èìåþùåé ìåñòî â ýêñïåðèìåíòå, ïåðåéòè ê ëàìèíàð-íîé. Òàêèì îáðàçîì, âîïðîñ î òî÷íîñòè èñïîëüçóåìûõóðàâíåíèé îòäåëÿåòñÿ îò ïðîáëåìû ìîäåëèðîâàíèÿ òóð-áóëåíòíîñòè â ðåàëüíîì òå÷åíèè. Íà ñòåíêàõ ïîëîñòèáûëè çàäàíû ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ: v= 0,T = Twall , â ñëó÷àå ïîëíîé ìîäåëè (1) òðåáîâàëîñüäîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå äëÿ äàâëåíèÿ �p/�n= 0. Ïî-ñêîëüêó, â îòëè÷èå îò ìåòîäà �îäóíîâà, ïîëóíåÿâíàÿñõåìà [6, 8℄ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â îáëàñòÿõ ñ áîëüøèìèãðàäèåíòàìè ïàðàìåòðîâ, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âî âñåõñëó÷àÿõ áûëè çàäàíû â âèäåv� 0, T(x, y) =Tmax � (Tmax �Twall) exp��Æ(x, y)d �,p� pinit, �(x, y) = p �RT (x, y) , (6)ãäå Æ(x, y) � ðàññòîÿíèå äî áëèæàéøåé ñòåíêè,d = 0.2L � òîëùèíà ïåðåõîäíîãî ñëîÿ. Ìîäåëèðîâà-íèå áûëî âûïîëíåíî äëÿ ñåòîê 100� 100, 200� 200è 300� 300 óçëîâ äëÿ óïðîùåííûõ ìîäåëåé è äëÿñåòîê 50� 50, 100� 100 è 170� 170 óçëîâ äëÿ ïîëíîéñèñòåìû óðàâíåíèé (1). Øàã ñåòêè âî âñåõ ñëó÷àÿõóìåíüøàëñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ñòåíêàì ïîëîñòè äëÿáîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ îáëàñòåé ñ áîëüøèì ãðàäèåí-òîì òåìïåðàòóðû. Ïîëóíåÿâíàÿ ñõåìà [6, 8℄ õàðàêòåðè-



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 31çóåòñÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøåé, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì�îäóíîâà, ÷èñëåííîé äèññèïàöèåé, ïîýòîìó äëÿ íååðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà ðàçíûõ ñåòêàõ, èìåþò ëèøüíåçíà÷èòåëüíûå îòëè÷èÿ. Ïðè ðàñ÷åòå íà ðàçíûõ ñåòêàõïî ìåòîäó �îäóíîâà, íàïðîòèâ, íàáëþäàþòñÿ çíà÷èòåëü-íûå îòëè÷èÿ: âåëè÷èíà ñêîðîñòè êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿïðè ðàñ÷åòå íà ãðóáîé ñåòêå îêàçûâàåòñÿ çíà÷èòåëüíîìåíüøå èç-çà âëèÿíèÿ ÷èñëåííîé äèññèïàöèè. Äàæåïðè ðàñ÷åòå íà ìàêñèìàëüíî ïîäðîáíîé èç èñïîëüçîâàí-íûõ ñåòîê 170� 170 óçëîâ ñ ìèíèìàëüíûì áåçðàçìåð-íûì øàãîì 2.5 � 10�3 ýòî âëèÿíèå åùå çàìåòíî, îäíàêîäàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ÷èñëà óçëîâ íåâîçìîæíî èç-çàñëèøêîì áîëüøîãî âðåìåíè ðàñ÷åòà (ðàñ÷åò ïîëíîéñèñòåìû óðàâíåíèé (1) çàíèìàåò áîëåå òðåõ íåäåëü íàïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå).�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿÍà ðèñ. 1 ïîêàçàíî èçìåíåíèå äàâëåíèÿ â öåí-òðå ïîëîñòè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåéè ñåòîê. Ïðèáëèæåíèÿ ÎÁ è ÓÌÑÆ áåç ìîäè�èêàöèé(êðèâàÿ 1) íå îïèñûâàþò èçìåíåíèå äàâëåíèÿ, â íèõñðåäíåå äàâëåíèå â ïîëîñòè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì çàñ÷åò íå�èçè÷åñêîãî óâåëè÷åíèÿ ìàññû ãàçà. Êðèâûå 2è 3, ïîëó÷åííûå íà ðàçíûõ ñåòêàõ äëÿ ïîëíîé ñè-ñòåìû óðàâíåíèé (1), ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, òàê êàêâåëè÷èíà ÷èñëåííîé äèññèïàöèè îêàçûâàåò ñëàáîå âëè-ÿíèå íà ýòó çàâèñèìîñòü. Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèåîò ïîëíîé ìîäåëè êðèâûõ, ïîëó÷åííûõ äëÿ ïðèáëèæå-íèé ÎÁ è ÓÌÑÆ ñ ó÷åòîì ïðåäëàãàåìûõ ìîäè�èêà-öèé (êðèâûå 6 è 7), ñîñòàâëÿåò 3% îò íàáëþäàåìûõ

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ â öåíòðå ïîëîñòè îòâðåìåíè: êðèâàÿ 1 � ÓÌÑÆ áåç ìîäè�èêàöèé; 2 �ïîëíàÿ ñèñòåìà (1), ñåòêà 50� 50; 3 � ïîëíàÿ ñèñòå-ìà (1), ñåòêà 170� 170; 4 � ïðèáëèæåíèå ÎÁ ñ ó÷å-òîì (5), íî áåç ó÷åòà (4); 5 � ÓÌÑÆ ñ ó÷åòîì (5), íîáåç ó÷åòà (4); 6 � ïðèáëèæåíèå ÎÁ ñ ó÷åòîì (4) è (5);7 � ÓÌÑÆ ñ ó÷åòîì (4) è (5)èçìåíåíèé äàâëåíèÿ è ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ êàê ïðè-áëèæåííûì õàðàêòåðîì óðàâíåíèé, òàê è ðàçëè÷èÿìèèñïîëüçîâàííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ñåòîê. Îöåíèòüâëèÿíèå èñïîëüçîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ýíåðãèèâ âèäå (4) ìîæíî ïî îòêëîíåíèþ êðèâûõ äëÿ ìîäåëåéÎÁ è ÓÌÑÆ ñ êîððåêöèåé ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ íàêàæäîì øàãå ïî âðåìåíè, íî áåç ìîäè�èêàöèè óðàâíå-íèÿ ýíåðãèè (êðèâûå 4 è 5). Ýòî îòêëîíåíèå ñîñòàâëÿ-

�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèå âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè (ì/ñ) â ìîìåíò t = 0.14 ñ: à � ÓÌÑÆ ñ ó÷åòîììîäè�èêàöèé; á � ïîëíàÿ ñèñòåìà (1), ñåòêà 170� 170

�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû (Ê) â ìîìåíò t = 0.14 ñ: à � ÓÌÑÆ ñ ó÷åòîì ìîäè�èêàöèé; á � ïîëíàÿñèñòåìà (1), ñåòêà 170� 17016 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



32 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 6åò 9%, ÷òî ïîäòâåðæäàåò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿäàííîé ìîäè�èêàöèè äëÿ òî÷íîãî îïèñàíèÿ ñêîðîñòèòåïëîîáìåíà. Ïîñêîëüêó ÷èñëî Ìàõà îáðàçóþùåãîñÿêîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ î÷åíü ìàëî (Ma � 6 � 10�5 ), òîðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæå-íèé ÎÁ è ÓÌÑÆ, ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ.Íà ðèñ. 2 è 3 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå ïîëÿ âåð-òèêàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè è òåìïåðàòóðû äëÿìîìåíòà t = 0.14 ñ, êîãäà ñêîðîñòü êîíâåêòèâíîãî òå-÷åíèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. �åçóëüòàòû,ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìîäè�èöèðîâàííîé óïðîùåííîéìîäåëè ñæèìàåìîé æèäêîñòè è ïðè ðåøåíèè ïîëíîéñèñòåìû óðàâíåíèé (1), î÷åíü áëèçêè. �àçíîñòü ìàêñè-ìàëüíûõ çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû (333.3 Ê äëÿ ïîëíîéìîäåëè è 330.7 Ê äëÿ ÓÌÑÆ) ñîñòàâëÿåò 4.3% íà-÷àëüíîé ðàçíîñòè òåìïåðàòóð ìåæäó ãàçîì è ñòåíêàìèïîëîñòè. Íåñêîëüêî ìåíüøåå çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíîéâåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè äëÿ ïîëíîé ìîäåëè (0.0178 ì/ñ)ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ ÓÌÑÆ (0.0206 ì/ñ) îáúÿñ-íÿåòñÿ, âåðîÿòíî, âëèÿíèåì ÷èñëåííîé äèññèïàöèè ïðèðåøåíèè ïîëíîé ñèñòåìû (1).ÂûâîäûÈñïîëüçîâàíèå óïðîùåííûõ ìîäåëåé ñæèìàåìîñòèñðåäû â ñëó÷àå ìåäëåííûõ êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé ïîç-âîëÿåò èçáåæàòü íåîáõîäèìîñòè îïèñûâàòü áûñòðûéïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ âîëí, ÷òî çíà÷è-òåëüíî (â 500 ðàç) ñíèæàåò âðåìÿ ðàñ÷åòà. Ïîêàçàíî,÷òî ïðèìåíåíèå óïðîùåííûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ ïðåíå-áðåãàåòñÿ ïðîèçâîäíîé äàâëåíèÿ ïî âðåìåíè â óðàâíå-íèè ýíåðãèè, ïðèâîäèò ê îøèáî÷íûì ðåçóëüòàòàì â ñëó-÷àå ðàñ÷åòà íåñòàöèîíàðíîé êîíâåêöèè â çàìêíóòîéïîëîñòè, êîãäà íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì ñðåäíåãî
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