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Èçó÷åíèå íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé â ïðîöåññå äè��óçèè âåùåñòâà÷åðåç ìåìáðàíó ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿÍ.À. Òèõîíîâ, Ì. �. Òîêìà÷åâaÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà ìàòåìàòèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: amike_tokm�yahoo.omÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 25.03.2010, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 15.05.2010Íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èçó÷àþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûå íèçêî-÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà ïðè ñòàöèîíàðíûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ. Ïîñòðîåíàìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè ìåìáðàíû îò êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðà. Ïîêàçàíîêà÷åñòâåííîå ñîâïàäåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ. Äàíî òåîðåòè÷åñêîå îáúÿñíåíèåÿâëåíèÿ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî â ýòîì ïðîöåññå âîçíèêàåò ïîëîæèòåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçüìåæäó èçìåíåíèÿìè ïîòîêîâ è êîíöåíòðàöèé â ìåìáðàíå, ÷òî îïðåäåëÿåò âîçíèêíîâåíèå êîëåáàíèéâ ïðîöåññå äè��óçèè âåùåñòâà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ, äè��óçèÿ, ìåìáðàíà.ÓÄÊ: 541.183. PACS: 89.90.+n.

ÂâåäåíèåÏðîõîæäåíèå ðàñòâîðà ÷åðåç ìåìáðàíó îáû÷íî ñî-ïðîâîæäàåòñÿ ÿâëåíèåì äè��óçèè, â ðåçóëüòàòå êîòî-ðîãî ïðè ïîñòîÿííûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ ïðîèñõîäèòìîíîòîííîå èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòà. Îä-íàêî â ðÿäå ýêñïåðèìåíòîâ çàðåãèñòðèðîâàíû êîëåáàíèÿêîíöåíòðàöèè âî âðåìåíè.Âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ è øóìû â èîíîîáìåí-íûõ ìåìáðàíàõ, âîçíèêàþùèå ïðè âûñîêèõ çíà÷åíèÿõïðîõîäÿùåãî òîêà, èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [1, 2℄. Îíèîáúÿñíÿþòñÿ âîçíèêàþùèìè �ëóêòóàöèÿìè â ðàñòâî-ðå [3℄.Ý��åêò ïîÿâëåíèÿ íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé ïðèäè��óçèè è ïåðåíîñå èîíîâ ñêâîçü ìåìáðàíó ïîä äåé-ñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âïåðâûå îïèñàëÒ. Òîðåëë â 1959 ã. [4℄. Âïîñëåäñòâèè íèçêî÷àñòîòíûåïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì ïîðÿäêà íåñêîëü-êèõ ìèíóò, à òî è äåñÿòêîâ ìèíóò, ìíîãîêðàòíî íàáëþ-äàëèñü ýêñïåðèìåíòàëüíî [5, 6℄.Â ðàáîòå [7℄ ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åíû óñòîé÷è-âûå íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ êîíöåíòðàöèè âèòàìè-íîâ â ðàñòâîðå, ïðîïóñêàåìîì ÷åðåç ìåìáðàíó ïðè îò-ñóòñòâèè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Êðîìå ñàìèõêîëåáàíèé íàáëþäàëîñü òàêæå ñêà÷êîîáðàçíîå èçìå-íåíèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãîèçìåíÿëàñü êîíöåíòðàöèÿ.Â îïûòå, îïèñûâàåìîì â ðàáîòå [7℄, ðàñòâîð, ñîäåð-æàùèé íàáëþäàåìûé êîìïîíåíò (âèòàìèíû ìåòèîíèí,B2 èëè B12)), ïðîêà÷èâàëñÿ íàñîñàìè ñêâîçü òðóáêó,ñòåíêè êîòîðîé ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ìåìáðàíó (ïóòüab íà ðèñ. 1, ñòåíêè âíóòðåííåãî öèëèíäðà ÿâëÿþòñÿìåìáðàíîé). ×àñòü ðàñòâîðà ïîñëå �èëüòðàöèè ñêâîçüìåìáðàíó óíîñèëàñü ïî ïóòè d ïîòîêîì ÷èñòîé âîäû áîëüøèì ðàñõîäîì. Êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòà ïîääåð-æèâàëàñü ïîñòîÿííîé íà âõîäå (â òî÷êå a) è èçìåðÿëàñüíà âûõîäå (â òî÷êå b ).Íà âõîäå â òðóáêó îáåñïå÷èâàëñÿ ïîñòîÿííûé ðàñõîäðàñòâîðà. Îäíàêî íà âûõîäå áûëî çàðåãèñòðèðîâàíîïóëüñèðóþùåå èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòà,êîòîðîå èìååò �îðìó, ïðåäñòàâëåííóþ íà ðèñ. 2.

�èñ. 1. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà ýêñïåðèìåíòîâ ïî îá-íàðóæåíèþ íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé êîíöåíòðàöèèâåùåñòâà â ìåìáðàíå

�èñ. 2. Êîíöåíòðàöèîííàÿ êðèâàÿ, ñíèìàåìàÿ íà âûõî-äå èç òðóáêè. Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíà âåëè÷è-íà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòàÒàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ñëó÷àåâ, îïèñàííûõâ ðàáîòàõ [1�6℄, â ðàáîòå [7℄ áûëè ïîëó÷åíû íèçêî-÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ â ïðîöåññå äè��óçèè âåùåñòâàñêâîçü ìåìáðàíó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïðîöåññ ïðîõî-äèë áåç âîçäåéñòâèÿ âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿè â îòñóòñòâèå èîíîîáìåííûõ ïðîöåññîâ. Ýòî äåëàåòðåçóëüòàòû îñîáåííî èíòåðåñíûìè, è èõ òåîðåòè÷åñêîåîáúÿñíåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì.Òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ý��åêòà áûëî âïåðâûåïðîâåäåíî â ðàáîòå [8℄, ãäå áûëà ïðåäëîæåíà ìàòåìà-òè÷åñêàÿ ìîäåëü è äàíî îáúÿñíåíèå ý��åêòó. Îäíàêîâ íåé íå áûëè ó÷òåíû íåêîòîðûå �àêòîðû, âëèÿþùèå17 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



34 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 6íà äèíàìèêó ïðîöåññà, ÷òî îïðåäåëÿåò öåëåñîîáðàç-íîñòü äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ïðîöåññà. Â íàñòîÿùåéðàáîòå äëÿ ñëó÷àÿ, îäíîìåðíîãî ïî ïðîñòðàíñòâåííûìêîîðäèíàòàì, ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå ïîëíàÿ ìàòåìàòè-÷åñêàÿ ìîäåëü, ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèåïðîñòåéøèõ ñëó÷àåâ è ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññàÑõåìà ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà ïðèâåäåíà íàðèñ. 3, ãäå ìåìáðàíà, ðàçäåëÿþùàÿ äâå êàìåðû, îòîá-ðàæåíà çàòåìíåííîé ïîëîñîé.

�èñ. 3. Ñõåìà ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññàÂ ëåâóþ êàìåðó, îáúåìîì V , â òî÷êå a , ïîñòóïàåòðàñòâîð ñ ðàñõîäîì I0 è êîíöåíòðàöèåé íàáëþäàåìîãîêîìïîíåíòà C0 . Íåêîòîðàÿ äîëÿ ðàñòâîðà ïðîñà÷èâàåò-ñÿ ñêâîçü ìåìáðàíó, à îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü âûõîäèò èçêàìåðû â òî÷êå b . ×åðåç ïðàâóþ êàìåðó ïðîïóñêàåòñÿçíà÷èòåëüíûé ðàñõîä ÷èñòîé âîäû, óíîñÿùèé âñå, ÷òîïðîñî÷èòñÿ ñêâîçü ìåìáðàíó, à ìåæäó êàìåðàìè ïîä-äåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííàÿ ðàçíîñòü äàâëåíèé.Ìåìáðàíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïîð è êàíàëîâìåæäó íèòÿìè âåùåñòâà, îáðàçóþùèìè ñêåëåò ìåìáðà-íû. Ïîä äåéñòâèåì ðàçíîñòè äàâëåíèé ìåæäó êàìåðàìè÷èñòàÿ âîäà ñ ðàñòâîðåííûì â íåé êîìïîíåíòîì ïðîñà-÷èâàåòñÿ ïî ñèñòåìå êàíàëîâ ñêâîçü ìåìáðàíó. Îäíàêîêðóïíûå ìîëåêóëû êîìïîíåíòà, îêðóæåííûå âîäíûìèîáîëî÷êàìè, ìîãóò ïðîõîäèòü ëèøü ïî îòíîñèòåëüíîêðóïíûì êàíàëàì, à âîäà � ïî áîëüøåìó èõ êîëè÷å-ñòâó. Ïóñòü j1 � ðàñõîä âîäû â òåõ êàíàëàõ, ïî êîòîðûììîëåêóëû êîìïîíåíòà íå ïðîõîäÿò (íàçîâåì ýòè êàíàëûíåïðîâîäÿùèìè), à j2 � â êàíàëàõ, ïåðåíîñÿùèõ êîì-ïîíåíò (ïðîâîäÿùèå êàíàëû).Áóäåì ïîëàãàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè, ÷òî äëèíà ëåâîéêàìåðû íåáîëüøàÿ, à ïåðåìåøèâàíèå â êàìåðå äîñòà-òî÷íî ñèëüíîå, ò. å. ìîæíî ñ÷èòàòü êîíöåíòðàöèþ Câ ýòîé êàìåðå �óíêöèåé, çàâèñÿùåé òîëüêî ëèøü îòâðåìåíè C =C(t), ò. å. îäèíàêîâîé âî âñåì îáúåìåâ ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå êîíöåíòðà-öèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êîìïîíåíòà âíóòðè ìåìáðàíûçàâèñèò òîëüêî îò âðåìåíè è îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîéïåðåìåííîé x . Îáîçíà÷èì ñðåäíþþ êîíöåíòðàöèþ êîì-ïîíåíòà â ñëîå ñ êîîðäèíàòîé x êàê y(x, t) . Åñëèâ ïðîâîäÿùèõ êàíàëàõ íå áûëî êîìïîíåíòà, à ïîòîìîí ïîÿâèëñÿ, òî ïîä äåéñòâèåì ïàðöèàëüíîãî äàâëåíèÿ÷àñòü âîäû èç ïîð è êàíàëîâ, â êîòîðûõ êîìïîíåíòà íåò,ïåðåéäåò â ïðîâîäÿùèå êàíàëû, îíè ðàñøèðÿòñÿ è áóäóòñïîñîáíû ïðîïóñêàòü áîëüøèé ðàñõîä j2 . Ñîîòâåòñòâåí-íî íåïðîâîäÿùèå êàíàëû ñæèìàþòñÿ âñëåäñòâèå îòòîêàâîäû èç íèõ. Ïîýòîìó îò êîíöåíòðàöèè y çàâèñÿò

�èñ. 4. Êà÷åñòâåííûé âèä çàâèñèìîñòåé �(y) è  (y)êàê ëîêàëüíàÿ ïðîâîäèìîñòü ìàòåðèàëà ìåìáðàíû �äëÿ âîäû, òàê è äîëÿ ÷àñòè ïîòîêà, ïåðåíîñÿùåãîêîìïîíåíò. Ïóñòü  = j2/j , ãäå j = j1+j2 . Â ðàâíîâåñíîìñîñòîÿíèè ðàñõîä êîìïîíåíòà J = yj2 = yj (y) . Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ðàâíîâåñèè ïðèáëèçèòåëüíûé âèä �(y)è  (y) ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 4. (Ýòè �óíêöèè êà÷åñòâåííîïîõîæè, íî, ðàçóìååòñÿ, íå èäåíòè÷íû.)Êàíàëû è ïîðû, ïî êîòîðûì äâèæåòñÿ ðàñòâîðâ ìåìáðàíå, ïåðåïëåòàþòñÿ ñëîæíûì îáðàçîì. Ïîýòîìóïðîèñõîäÿùåå â íåêîòîðîé òî÷êå âëèÿåò íà áëèçëåæà-ùóþ îêðåñòíîñòü. Çà ñ÷åò ðàçëè÷èÿ ëîêàëüíîé ñêîðîñòèäâèæåíèÿ ðàñòâîðà ïî ðàçíûì ìèêðîïóòÿì ïðîèñõîäèò¾ðàçìàçûâàíèå¿ y è J . Â óðàâíåíèÿõ ìîäåëè ýòî ìîæíîó÷åñòü â ý��åêòèâíîé �îðìå, ââåäÿ ìàëûå äè��óçèîí-íûå ÷ëåíû. Êðîìå òîãî, ïðè èçìåíåíèè âåëè÷èíû y çíà-÷åíèÿ ðàñõîäîâ âîäû è êîìïîíåíòà ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè (y) è J(y) ëèøü ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ, íåîáõîäè-ìîå äëÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âîäû ìåæäó ïðîâîäÿùèìèè íåïðîâîäÿùèìè êàíàëàìè. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òîJeq = yj (y), (1)� � �J�t = Jeq � J + h �2J�x2 , (2)ãäå Jeq � ðàñõîä êîìïîíåíòà â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè,h � ý��åêòèâíûé êîý��èöèåíò äè��óçèè, � � ïàðà-ìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé âðåìÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âîäûìåæäó êàíàëàìè.Íà âûõîäå èç ëåâîé êàìåðû (â òî÷êå b ) ðàñõîäðàñòâîðà ðàâåí ( I0 � j ), à íà âõîäå â ìåìáðàíó, ò. å. íàãðàíèöå ëåâîé êàìåðû è ìåìáðàíû, êîíöåíòðàöèÿ êîì-ïîíåíòà ðàâíà yjx=0 = S2S C , ãäå S � ïëîùàäü ïîâåðõíî-ñòè ìåìáðàíû, S2 � ñóììàðíàÿ ïëîùàäü ïðîâîäÿùèõêàíàëîâ â ñå÷åíèè x = 0. Â ïðîñòåéøåì ïðèáëèæåíèèS2S = 1S �S2(0) + �S2�y (0) � y� . Îòñþäàyjx=0 = �C1� �C , (3)ãäå �= S2(0)S , �= 1S �S2(0)�y .�àñõîä êîìïîíåíòà, ïîñòóïàþùåãî â ìåìáðàíó èçëåâîé êàìåðû, ðàâåí j (y)yjx=0 . Ïîýòîìó áàëàíñ âåùå-ñòâà â ëåâîé êàìåðå è ïðîâîäÿùèõ êàíàëàõ îïèñûâàåòñÿñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè:V dCdt = I0C0 � (I0 � j)C � j (y)yjx=0, (4)�y�t + �J�x =H �2y�x2 , (5)
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j = P0"LZ0 ��1(y)dx#�1. (6)

Çäåñü P0 � ðàçíîñòü äàâëåíèé ñ äâóõ ñòîðîí ìåìáðàíû,�èêñèðîâàííàÿ â îïûòå âåëè÷èíà; H � ý��åêòèâíûéêîý��èöèåíò äè��óçèè êîìïîíåíòà.Óðàâíåíèÿ (1)�(6) âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèäëÿ êîíöåíòðàöèé C â ðàñòâîðå è ìåìáðàíå îáðàçóþòìîäåëü ïðîöåññà.2. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿÌàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàëèçîâàíà â êîìïüþòåð-íîé ïðîãðàììå, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé áûëè ïðîâåäåíûðàñ÷åòû. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêà-çûâàþò, ÷òî â íåêîòîðûõ äèàïàçîíàõ êîý��èöèåíòîâêîëåáàíèÿ íàáëþäàþòñÿ, à â íåêîòîðûõ íåò. Â äàëüíåé-øåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ñëó÷àè, â êîòîðûõêîëåáàíèÿ íàáëþäàþòñÿ. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíà äèíàìèêàèçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè C âî âðåìåíè ïðè ñëåäóþùèõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ L = 1 ìì, V = 1.5 ñì3 , �= 0.2,� = 0.14 ë/ììîëü, I0 = 0.025 ñì3 /ìèí, P0 � 0.06,� = 20 ñ, H = h= 3 � 10�4 ñì2 /ìèí. Ñâîéñòâà �óíêöèé (y) è �(y) áóäóò óòî÷íåíû íèæå ïðè îáñóæäåíèèðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10).

�èñ. 5. Êîíöåíòðàöèîííàÿ êðèâàÿ C(t)/C0 , ñíèìàåìàÿíà âûõîäå èç òðóáêè�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 5, ïî-êàçûâàþò õîðîøåå êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ñ ðåçóëü-òàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé, ïðèâåäåííûìèíà ðèñ. 2, íà êîòîðîì îòîáðàæåíû íèçêî÷àñòîòíûå êî-ëåáàíèÿ è ñêà÷îê ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè,îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îíè ïðîèñõîäÿò.2.1. Ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ íèçêî÷àñòîòíûõêîëåáàíèé�àññìàòðèâàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåëèíåéíàè äîñòàòî÷íî ñëîæíà. Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòüîòäåëüíûå áëîêè ìîäåëè, ó÷èòûâàþùèå òîò èëè èíîé�àêòîð, è íà îñíîâàíèè èõ èçó÷åíèÿ äàâàòü êà÷å-ñòâåííîå îáúÿñíåíèå, ïîÿñíÿþùåå �èçè÷åñêèé ñìûñëïðîöåññà.Âîçíèêíîâåíèå êîëåáàíèé ðàñõîäà ÷åðåç ìåìáðà-íó. �àâíîâåñíîå çíà÷åíèå Jeq ðàñõîäà êîìïîíåíòà Jçàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè y . Ïðè èçìåíåíèè y ðàñõîä Jñòðåìèòñÿ ê Jeq ñ íåêîòîðûì çàïàçäûâàíèåì. Ýòî çàïàç-äûâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî êàê âåëè÷èíà ðàñõîäàâîäû â ïðîâîäÿùèõ êàíàëàõ, òàê è äîëÿ îò îáùåãî

êîëè÷åñòâà êîìïîíåíòà, íàõîäÿùàÿñÿ â íèõ, çàâèñÿòîò âåëè÷èíû ýòèõ ïîð. Äëÿ èçìåíåíèÿ ïîñëåäíèõ,ïðè èçìåíåíèè y , òðåáóåòñÿ âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âîäû (ïîä äåéñòâèåì ñèë îñìîòè÷å-ñêîãî äàâëåíèÿ) ìåæäó ïðîâîäÿùèìè è íåïðîâîäÿùèìèïîðàìè.�àññìîòðèì ïðîñòåéøèé ìîäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà hè H ðàâíû íóëþ, à Jeq(y) = �y . Òîãäà èç (2) è (5) èìååìñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:�y�t + �J�x = 0, (7)��J�t = �y� J . (8)Èñêëþ÷àÿ âåëè÷èíó J èç óðàâíåíèé (7) è (8), ïîëó÷àåì��y�x + �y�t =���2y�t2 . (9)Ýòî óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòèñ ïåðåíîñîì, ãäå ïåðåìåííûå x è t ïîìåíÿíû ìåñòà-ìè è èçìåíåí çíàê ïåðåä ÷ëåíîì ñî âòîðîé ïðîèç-âîäíîé. Ñîîòâåòñòâåííî, äîëæåí íàáëþäàòüñÿ ý��åêòïåðåíîñà ðåøåíèÿ è ý��åêò, îáðàòíûé ñãëàæèâàíèþ.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïðè x = 0 âîçíèêëî ìàëîå êî-ëåáàíèå yjx=0 = y0 + Æ � ei!t . Òîãäà èç (9) ñëåäóåò,÷òî y = y0 + Æ � ei!(t�x/�) � e2!�x/� . Àìïëèòóäà êîëåáàíèéâîçðàñòàåò ïðè äâèæåíèè âãëóáü ìåìáðàíû. ×èñëåííûåðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî çàâèñèìîñòü y îò x ïðè�èêñèðîâàííîì t èìååò âèä, ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 6.

�èñ. 6. Õàðàêòåðíûé âèä çàâèñèìîñòè y (íîðìèðî-âàííîé íà yjx=0 ) îò x (íîðìèðîâàííîãî íà L) ïðè�èêñèðîâàííîì t , ïîëó÷àåìûé ïðè ÷èñëåííîì ìîäå-ëèðîâàíèèÈòàê, âîçðàñòàíèå âåëè÷èíû êîëåáàíèé ïî ìåðå èõïðîõîæäåíèÿ âãëóáü ìåìáðàíû îïðåäåëÿåòñÿ ý��åêòîìçàïàçäûâàíèÿ èçìåíåíèÿ ðàñõîäà J îòíîñèòåëüíî èçìå-íåíèÿ êîíöåíòðàöèè y .Îòñóòñòâèå êîëåáàíèé íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ.Ó÷òåì íàëè÷èå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèÿõ (2)è (5). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà ñ÷èòà-åì H , h, � ìàëûìè, à J(y) = �y . Èìååì�y�t + �J�x = H �2y�x2 , (10)��J�t = �y� J + h �2J�x2 . (11)Èùåì ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû â âèäå y = ei!t � ekx .Ïîäñòàâëÿÿ èñêîìûé âèä ðåøåíèÿ â (10) è (11), ïîëó-÷àåì äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ! è k :i!+ k�1+ i!�� hk2 =Hk2.
18 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



36 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 6�àññìàòðèâàåì ýòî ñîîòíîøåíèå êàê óðàâíåíèå îòíîñè-òåëüíî k .Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïîñëå-äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü H , hè � , ïîëàãàåì èõ ðàâíûìè íóëþ. Ïîëó÷àåì íà÷àëüíîåïðèáëèæåíèå k = �i!/� . Ïîäñòàâëÿåì ýòî ïðèáëèæå-íèå â êâàäðàòè÷íûå ïî k ñëàãàåìûå â äèñïåðñèîííîìóðàâíåíèè è, ðåøàÿ åãî, íàõîäèìk�= !2��� H�2��!4Hh�4 � i!�1+ !2�2 (h+ �H)� . (12)Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî âîçíèêøåå íà ãðàíèöå ìåìáðà-íû ãàðìîíè÷åñêîå âîçìóùåíèå íà ÷àñòîòå ! ðàñïðî-ñòðàíÿåòñÿ âíóòðü ìåìáðàíû (ìíèìàÿ ÷àñòü â ïðàâîé÷àñòè (12) îòðèöàòåëüíà) è àìïëèòóäà âîçìóùåíèÿìåíÿåòñÿ ïî x ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïîêàçàòåëåì!2� ���� H�2��!2Hh�4 � .Òàêèì îáðàçîì, âî-ïåðâûõ, äëÿ íàðàñòàíèÿ àìïëè-òóäû âîçìóùåíèÿ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áûëî âûïîëíå-íî óñëîâèå � > H/�2 , è, âî-âòîðûõ, íà ÷àñòîòå!2 = (��H/�2)�4/(2Hh) âîçðàñòàíèå ìàêñèìàëüíî, à íàâûñîêèõ ÷àñòîòàõ åãî íåò.Ìû ðàññìîòðåëè ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé(10)�(11). Àíàëîãè÷íûé ý��åêò èìååò ìåñòî è äëÿðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (1)�(6).Âîçíèêíîâåíèå êîëåáàíèé êîíöåíòðàöèè â êà-ìåðå. �àññìîòðåííûå âûøå êîëåáàíèÿ âåëè÷èíû yïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ ëîêàëüíîé ïðîâîäèìîñòè � . Îòïðîâîäèìîñòè � , â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (6),çàâèñèò ðàñõîä âîäû j ñêâîçü ìåìáðàíó. Ïåðèîäè÷åñêîåèçìåíåíèå j , ñîãëàñíî (4), îïðåäåëÿåò ïåðèîäè÷åñêîåèçìåíåíèå ðàñõîäà êîìïîíåíòà J , óõîäÿùåãî èç ëåâîé(íà ðèñ. 3) êàìåðû â ìåìáðàíó: J jx=0 = mCj (mC) ,ãäå m = �/(1� �C) . Âñëåäñòâèå ýòîãî ïðîèñõîäÿò êî-ëåáàíèÿ êîíöåíòðàöèè â ëåâîé êàìåðå è êîëåáàíèÿ yïðè x = 0. Âîçíèêàåò îáðàòíàÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ áóäåòïîëîæèòåëüíîé íà íåêîòîðûõ ÷àñòîòàõ. Íà âûñîêèõ÷àñòîòàõ, êàê ñëåäóåò èç (12), êîëåáàíèé áûòü íåìîæåò. Êðîìå òîãî, èç (6) âèäíî, ÷òî ÷åì âûøå ÷àñòîòàêîëåáàíèé, òåì ñëàáåå èçìåíåíèÿ j , à ñëåäîâàòåëüíî,è îáðàòíàÿ ñâÿçü. Ïîýòîìó îñíîâíîé ìîäîé êîëåáàíèéáóäóò íèçêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ íà òîé ÷àñòîòå, ãäåèìååòñÿ ïîëîæèòåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü. Òàêèì îáðàçîì,êîëåáàíèÿ ðàñõîäà ÷åðåç ìåìáðàíó ïðèâîäÿò ê êîëåáà-íèÿì êîíöåíòðàöèè â êàìåðå.2.2. Èíòåðïðåòàöèÿ ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ�àññìîòðèì âîçìîæíûå ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ Cè y , ò. å. ðåøåíèÿ, íå çàâèñÿùèå îò âðåìåíè. Âñå�óíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíîìó ñëó÷àþ áó-äåì îòìå÷àòü ÷åðòîé ñâåðõó. Èç (3) è (4) èìååìI0(C �C0) =C P0L (1�m )�, (13)ãäå m = �/(1� �C) ,  =  (mC) , �= �(mC) . Ïðè ýòîìy =mC .C÷èòàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòè  (y) è �(y) èìåþò âèä,ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 4, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ

�èñ. 7. Çàâèñèìîñòü ïðàâîé ÷àñòè (êðèâàÿ 1) è ëåâîé÷àñòè (êðèâàÿ 2) óðàâíåíèÿ (13) îò êîíöåíòðàöèè Cäëÿ äâóõ ñëó÷àåâ÷àñòè (13) îïèñûâàþòñÿ êðèâûìè, ïðåäñòàâëåííûìè íàðèñ. 7.Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âîçìîæíîðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ (13). Äëÿ ñëó-÷àÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 7,a, èìåþòñÿ òðè êîðíÿ C1 ,C2 è C3 . Äâà èç íèõ, C1 è C3 , óñòîé÷èâû, à C2 íåóñòîé-÷èâ. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðàâîé ÷àñòè (13) âåëè÷èíàP0L (1�m )� îïèñûâàåò ðàñõîä âîäû ïî íåïðîâîäÿùèìêàíàëàì, ò. å. îòáîð ïðåñíîé âîäû èç ëåâîé êàìåðû. Âñÿïðàâàÿ ÷àñòü (13) � ýòî ðàñõîä êîìïîíåíòà J filt(C) , êî-òîðûé ¾íå ñìîã óéòè¿ èç êàìåðû âìåñòå ñ ðàñòâîðîì ïðèåãî �èëüòðàöèè ñêâîçü ìåìáðàíó. Îí çàäåðæèâàåòñÿ,ïîñòóïàåò îáðàòíî â êàìåðó è ïîâûøàåò êîíöåíòðàöèþâ íåé. Ïðàâàÿ ÷àñòü (13) îïèñûâàåò ïðèðàùåíèå êîíöåí-òðàöèè â êàìåðå ïî ñðàâíåíèþ ñ âõîäÿùåé. �àññìîòðèìäëÿ ïðèìåðà òî÷êó C3 íà ðèñ. 7,à. Ïóñòü C ñëó÷àéíîóâåëè÷èëîñü íà �C . Òîãäà ¾çàäåðæàííîå¿ ïðè �èëü-òðàöèè êîëè÷åñòâî J filt(C +�C) , êàê âèäíî èç ðèñ. 7,à,áóäåò ìåíüøå, ÷åì òî êîëè÷åñòâî, êîòîðîå íóæíî äëÿïîäúåìà êîíöåíòðàöèè â ïîñòóïàþùåì ïîòîêå, à èìåííîI0(C+�C �C0) . Ïîñêîëüêó â êàìåðó ïîñòóïàåò ìåíüøåêîìïîíåíòà, ÷åì íóæíî äëÿ ïîääåðæàíèÿ â êàìåðåóðîâíÿ (C +�C) , òî êîíöåíòðàöèÿ ïàäàåò è âîçâðà-ùàåòñÿ ê óðîâíþ C3 . Àíàëîãè÷íî óñòîé÷èâîé ÿâëÿåòñÿòî÷êà C1 . Â îêðåñòíîñòè òî÷êè C2 ñèòóàöèÿ ïðîòèâî-ïîëîæíàÿ. Ïðè îòêëîíåíèè êîíöåíòðàöèè îò C2 èçìå-íåíèå J filt ïðåâûøàåò èçìåíåíèå âåëè÷èíû I0(C �C0) .Ïðîöåññ óõîäèò îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ C2 .Èòàê, äëÿ ñëó÷àÿ, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 7,à,èìåþòñÿ äâà óñòîé÷èâûõ çíà÷åíèÿ C ñòàöèîíàðíîãîïðîöåññà. Åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè, êîãäàC <C2 , òî ïðè îòñóòñòâèè êîëåáàíèé îíà ïåðåéäåò ê ñî-ñòîÿíèþ C =C1 , åñëè æå C > C2 , òî ñèñòåìà ïåðåéäåòâ ñîñòîÿíèå C3 .Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ. Â íà-÷àëå ïðîöåññà C = 0. Ïîñëå òîãî êàê íà âõîä ëåâîé(ðèñ. 3) êàìåðû íà÷èíàåò ïîñòóïàòü ïîòîê ðàñòâîðàñ êîíöåíòðàöèåé C0 , çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè â êàìåðå Câûõîäèò íà áëèæàéøèé ñòàöèîíàðíûé óðîâåíü C1 .Â ñèñòåìå, ïî ïðè÷èíàì, èçëîæåííûì âûøå, âîçíèêàþòêîëåáàíèÿ êîíöåíòðàöèè è ðàñõîäà ðàñòâîðà ñêâîçüìåìáðàíó. Áóäåì îáîçíà÷àòü ñðåäíþþ ïî ïåðèîäó êî-ëåáàíèé âåëè÷èíó ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè g êàê g .Ïóñòü íà �îíå ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ y âîçíèêëèêîëåáàíèÿ Æy òàêèå, ÷òî Æy = 0. Ïóñòü â äèàïàçîíå,â êîòîðîé ìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà y , âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿd2�/dy2 > 0 (ðèñ. 4). Òîãäà ��y+ Æy� áîëüøå ��y� ,



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 37è â ñîîòâåòñòâèè ñ (6) óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîâîäèìîñòüìåìáðàíû è ðàñõîä j . Ïðè ýòîì ñîãëàñíî (3) ïîâû-øàåòñÿ çíà÷åíèå C è ñðåäíèé (ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé)óðîâåíü C . Êîãäà C ñòàíîâèòñÿ áîëüøå C2 , ñèñòåìàïåðåõîäèò â îáëàñòü âëèÿíèÿ óñòîé÷èâîãî êîðíÿ C3 .Â ðàñ÷åòàõ, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5,�óíêöèè  (y) è �(y) âûáðàíû â âèäå, ïðåäñòàâëåííîìíà ðèñ. 4, òàêèì îáðàçîì, ÷òî óðàâíåíèå (13) èìååòòðè êîðíÿ. �åçóëüòàò ðàñ÷åòîâ íà ðèñ. 5 êà÷åñòâåííîñîãëàñóåòñÿ  íàáëþäàâøèìèñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûìèäàííûìè, ïðèâåäåííûìè íà ðèñ. 2. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ-ñìàòðèâàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (1)�(6) îáúÿñíÿåòêàê âîçíèêíîâåíèå êîëåáàíèé, òàê è ïåðåõîä ñ ìåíü-øåãî ñðåäíåãî óðîâíÿ êîíöåíòðàöèè C íà áîëüøèé.Åñëè â ðàñ÷åòàõ âûáðàòü �óíêöèè  (y) è '(y) â âèäå,ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 4, íî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûóðàâíåíèå (13) èìåëî òîëüêî îäèí êîðåíü (ðèñ. 7, á),òî ýòîò êîðåíü áóäåò óñòîé÷èâûì. �àññìàòðèâàåìûéïðîöåññ ñðàçó ïîñëå íà÷àëà âûéäåò íà ðåæèì êîëåáàíèéâîêðóã ñðåäíåãî óðîâíÿ C =C1 .ÂûâîäûÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èñ-ñëåäîâàíèå ïðîñòûõ ñëó÷àåâ è ïðîâåäåíî ÷èñëåííîåìîäåëèðîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííîãî ÿâëå-íèÿ íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà
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