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Íîâîå îïðåäåëåíèå ðåãóëÿðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû êàíîíè÷åñêèõêîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèéÞ.Ñ. Âåðíîâ1,3,a , Ì.Í. Ìíàöàêàíîâà2,b , Ñ. �. Ñàëûíñêèé31Èíñòèòóò ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê. 117312, Ìîñêâà, Â-312, ïðîñï. 60-ëåòèÿÎêòÿáðÿ, ä. 7à.2Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èìåíè Ä.Â. Ñêîáåëüöûíà (ÍÈÈßÔ Ì�Ó). �îññèÿ,119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.3Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò, êà�åäðàêâàíòîâîé òåîðèè è �èçèêè âûñîêèõ ýíåðãèé. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a vernov�inr.a.ru, bmnatsak�theory.sinp.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 04.06.2010, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 02.09.2010Äàí íîâûé êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîò-íîøåíèé íà îñíîâå ïîíÿòèÿ îá àíàëèòè÷åñêîì âåêòîðå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàíòîâàÿ òåîðèÿ, êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ.ÓÄÊ: 530.1. PACS: 03.65.Ta.

ÂâåäåíèåÂ îñíîâå êâàíòîâîé ìåõàíèêè ëåæèò àëãåáðà êàíî-íè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé (ÊÊÑ), ïðè÷åìîñíîâíóþ ðîëü èãðàþò åå ïðåäñòàâëåíèÿ, íàçâàííûå ðå-ãóëÿðíûìè (ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîñòè ïðåä-ñòàâëåíèé àëãåáðû ÊÊÑ áóäóò ïðèâåäåíû íèæå). ÎáçîðÊÊÑ ñäåëàí â ðàáîòå [1℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áóäåò äàííîâûé êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðûÊÊÑ íà îñíîâå ïîíÿòèÿ îá àíàëèòè÷åñêîì âåêòîðå,ââåäåííîì â [2℄.Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîãî èçìåðåíèÿ ÊÊÑ èìåþòâèä [�p, �q℄ =�i�I , (1)ãäå �p è �q � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû (â êâàíòîâîéìåõàíèêå îïåðàòîðû èìïóëüñà è êîîðäèíàòû ñîîòâåò-ñòâåííî).Îòìåòèì õîðîøî èçâåñòíûé �àêò, ÷òî â ñëó÷àåïðîèçâîëüíîãî, íî êîíå÷íîãî, ÷èñëà îïåðàòîðîâ, ò. å.â ñëó÷àå, êîãäà[�pi, �qk℄ =�iÆik; 16 i, k6 n,ìû èìååì òó æå êàðòèíó, ÷òî è â ñëó÷àå äâóõ îïåðàòî-ðîâ �p è �q . Ó÷èòûâàÿ ýòî, îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäàâûïîëíåíî ðàâåíñòâî (1). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñëó÷àåáåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàòîðîâ, ò. å. â ñëó÷àå êâàíòî-âîé òåîðèè ïîëÿ, ìû èìååì áîëåå ñëîæíóþ êàðòèíó,ðàññìîòðåíèå êîòîðîé íàõîäèòñÿ çà ðàìêàìè íàñòîÿùåéðàáîòû.Íàèáîëåå èçâåñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ÊÊÑ � ïðåäñòàâ-ëåíèå Øð¼äèíãåðà, êîòîðîå ðåàëèçóåòñÿ â ïðîñòðàíñòâåL2(�1, +1) , ò. å. â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé f (x) , òàêèõ,÷òî +1R�1 jf (x)j2 dx <1 . Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ÿâëÿåòñÿðåãóëÿðíûì. Â íåì îïåðàòîðû �p è �q îïðåäåëÿþòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:�qf (q) = qf (q), �pf (q) =�i ��q f (q). (2)Îäíî èç îïðåäåëåíèé ðåãóëÿðíîñòè ïðåäñòàâëåíèé àë-ãåáðû ÊÊÑ, èñïîëüçóþùåå ðåãóëÿðíîñòü øð¼äèíãåðîâ-ñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Âñÿêîå ïðåäñòàâëåíèå ÊÊÑ, óíèòàð-íî ýêâèâàëåíòíîå øð¼äèíãåðîâñêîìó, íàçûâàåòñÿ ðåãó-ëÿðíûì.Îòìåòèì îäíî âàæíîå îáñòîÿòåëüñòâî: íå ñóùåñòâó-åò ðåàëèçàöèè ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ÊÊÑ îãðàíè-÷åííûìè îïåðàòîðàìè [1℄, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí èçîïåðàòîðîâ �p è �q äîëæåí áûòü íåîãðàíè÷åííûì. Íà-ïîìíèì, ÷òî â çàìêíóòîì ïðîñòðàíñòâå íåîãðàíè÷åííûåîïåðàòîðû íå ìîãóò áûòü çàäàíû âî âñåì ïðîñòðàíñòâå,à òîëüêî â ïëîòíîé îáëàñòè.Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîñòèïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ÊÊÑ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðå÷üèäåò î ïðåäñòàâëåíèÿõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.Âìåñòå ñ òåì, ÊÊÑ ðàññìàòðèâàëèñü è â ïðîñòðàíñòâåñ èíäå�èíèòíîé ìåòðèêîé [3℄. Îòìåòèì, ÷òî â êî-âàðèàíòíîé òåîðèè êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé íåèçáåæåíïåðåõîä îò ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ê ïðîñòðàíñòâóñ èíäå�èíèòíîé ìåòðèêîé [4, 5℄.Âàæíûì âêëàäîì â îïèñàíèå ðåãóëÿðíûõ ïðåäñòàâ-ëåíèé àëãåáðû ÊÊÑ ñòàëà òåîðåìà �åëëèõà�Äèêñìüå,äåìîíñòðèðóþùàÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû ÊÊÑðåãóëÿðíû äëÿ âåñüìà øèðîêîãî êëàññà îïåðàòîðîâ [1℄.Òåîðåìà �åëëèõà�Äèêñìüå. Ñàìîñîïðÿæåííûåîïåðàòîðû �p è �q îáðàçóþò ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëå-íèå àëãåáðû ÊÊÑ, åñëè:1) ñóùåñòâóåò ïëîòíàÿ îáëàñòü D = D(�p) \D(�q) ,â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1);2) îïåðàòîð (�p2 + �q2) � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðà-òîð â D .Îòìåòèì, ÷òî Ôóãëåäå ïîñòðîèë ïðèìåð íåðåãóëÿð-íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî òîëüêîóñëîâèå 1 [6℄.Ïðîñòûì ïðèìåðîì íåðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àë-ãåáðû ÊÊÑ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå, çàäàííîå îïåðàòî-ðàìè (2), íî â ïðîñòðàíñòâå L2(a, b) .ÊÊÑ ìîãóò áûòü òàêæå çàäàíû â �îðìå[�a, �a�℄ = �I , (3)



114 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2010. � 6ãäå îïåðàòîð �a è ñîïðÿæåííûé åìó îïåðàòîð �a� ðàâíûñîîòâåòñòâåííî�a= 1p2(�q� i�p) è �a� = 1p2(�q+ i�p). (4)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè îïå-ðàòîð �N = �a��a â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå èìååòñëåäóþùèé ñïåêòð Sp �N = N .Õàðàêòåðíîé ÷åðòîé ðåãóëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé àë-ãåáðû ÊÊÑ â ïðîñòðàíñòâå �èëüáåðòà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èåâàêóóìíîãî âåêòîðà. Òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëó÷èëèíàçâàíèå �îêîâñêèõ. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (1) è (4),âåêòîð  0 =Ce�q2/2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ �a 0 = 0, è,ñëåäîâàòåëüíî, �N 0 = 0. Õîòÿ âñå îïðåäåëåíèÿ ðåãó-ëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé ýêâèâàëåíòíû, íåêîòîðûå èç íèõÿâëÿþòñÿ áîëåå óäîáíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÊÊÑ â áî-ëåå îáùèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ÷åì ãèëüáåðòîâî, à èìåííî,â ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíäå�èíèòíîé ìåòðèêîé, â ÷àñòíîñòèâ ïðîñòðàíñòâå Êðåéíà [7, 8℄. Òàê, íàïðèìåð, òðåáî-âàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ó îïåðàòî-ðà �N �N � = � � (5)ïðèâîäèò ê îïèñàíèþ ðåãóëÿðíûõ ïðåäñòàâëåíèé â ïðî-ñòðàíñòâå Êðåéíà [3℄.Òîò �àêò, ÷òî îïåðàòîðû �p è �q è ñîîòâåòñòâåííî �aè �a� íåîãðàíè÷åííûå, ïðèâîäèò ê òåõíè÷åñêèì òðóäíî-ñòÿì, ñâÿçàííûì ñ îïðåäåëåíèåì îáëàñòåé, â êîòîðûõîíè ìîãóò áûòü çàäàíû. Ýòà òðóäíîñòü óñòðàíÿåòñÿ ïðèçàäàíèè ÊÊÑ â �îðìå Âåéëÿ:eit�peis�q = eisteis�qeit�p. (6)Èçâåñòíî, ÷òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Ñòîóíà, îïåðàòîðû eit�pè eis�q îãðàíè÷åííûå, ïîñêîëüêó �p è �q � ñàìîñîïðÿ-æåííûå îïåðàòîðû [9℄.Âåéëåâñêàÿ �îðìà çàïèñè ÊÊÑ øèðîêî èñïîëüçó-þòñÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå (ñì., íàïðèìåð, [10℄). Äîíàñòîÿùåãî âðåìåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ÊÊÑ â �îðìå Âåé-ëÿ ðàññìàòðèâàëèñü â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, íî,ïîäîáíî ïðåäñòàâëåíèÿì ÊÊÑ â ñòàíäàðòíîé �îðìå,åñòåñòâåííî èçó÷èòü ñòàòóñ âåéëåâñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿâ ïðîñòðàíñòâå ñ èíäå�èíèòíîé ìåòðèêîé, ÷òî áóäåòñäåëàíî â ñëåäóþùåé íàøåé ðàáîòå.Äëÿ ýòîé öåëè, à âîçìîæíî, íå òîëüêî äëÿ íåå, ìî-æåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì íîâûé êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòèïðåäñòàâëåíèé, ÷òî è ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò íàñòîÿùåéðàáîòû. Àíàëèòè÷åñêèå âåêòîðû è èõ ñâÿçüñ ïðåäñòàâëåíèåì ÊÊÑ â �îðìå ÂåéëÿÍàïîìíèì îïðåäåëåíèå àíàëèòè÷åñêîãî âåêòîðà,ââåäåííîå â ðàáîòå [2℄.Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü �A � ëèíåéíûé îïåðàòîðâ ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H . Âåêòîð � 2 H íà-çûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì âåêòîðîì äëÿ îïåðàòîðà �A,åñëè � ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðîâ�Ak 8 k 2 N è äëÿ íåêîòîðîãî t > 0 ñõîäèòñÿ ðÿä1Xk=0 tkk!k�Ak�k. (7)

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì îïðåäåëèòü îïåðàòîðexp (t�A) åãî ðÿäîì Òåéëîðàet�A�= 1Xk=0 tkk! �Ak� (8)äëÿ òåõ � , äëÿ êîòîðûõ ðÿä (8) ñõîäèòñÿ. Ñ�îðìó-ëèðóåì êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåá-ðû ÊÊÑ â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû. Äîêàæåì, ÷òîïðåäñòàâëåíèå àëãåáðû ÊÊÑ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëèñóùåñòâóåò ïëîòíàÿ îáëàñòü D òàêàÿ, ÷òî ëþáîé âåêòîð� 2 D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì1Xk=0 tkk!k�qk�k <1 8 t > 0,1Xk=0 skk! k�pk�k <1 8 s > 0 (9)
è ÷òî ëþáîå ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì (9).Äîêàæåì ñíà÷àëà ðåãóëÿðíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãîïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðåäñòàâëåííîå äîêàçàòåëüñòâî àíàëî-ãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó äîêàçàòåëüñòâó â [1℄, íî áåçïðåäïîëîæåíèÿ îá îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðîâ �p è �q .Èç ñîîòíîøåíèÿ (1) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî�p �qn � �qn �p=�i(�qn)0 (10)(øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ d/dq ). Ñëåäîâàòåëüíî,âñëåäñòâèå (10) è (9)�peis�q � eit�p�p=�i(eit�q)0. (11)Èç (11) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òîe�it�q�peit�q = (�p+ t�I ),è, ñëåäîâàòåëüíî,e�it�q�pneit�q = (�p+ t�I )n. (12)Âîñïîëüçîâàâøèñü ñíîâà óñëîâèåì (9), ïîëó÷èì, ÷òîUtVs = eitsVsUt, Ut � eit�p, Vs � eis�q. (13)Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñîîòíîøåíèÿÂåéëÿ (13) â îáëàñòè D .Ñëåäóþùèé øàã � ðàñïðîñòðàíåíèå ïðåäñòàâëåíèÿÂåéëÿ íà âñå ïðîñòðàíñòâî H . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íîçàìåòèòü, ÷òî D � ïëîòíàÿ îáëàñòü, à Ut è Vs , ñîãëàñíîòåîðåìå Ñòîóíà, � îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû. Îòìåòèì,÷òî òåîðåìà Ñòîóíà íàêëàäûâàåò íåêîòîðûå, íî âåñüìàñëàáûå, óñëîâèÿ íà ãðóïïû Ut è Vs [11℄.Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî èç âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøå-íèÿ (13) â H ñëåäóåò ðåãóëÿðíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãîïðåäñòàâëåíèÿ. Íî ýòîò ðåçóëüòàò ñîñòàâëÿåò ñîäåðæà-íèå òåîðåìû �îí Íåéìàíà (ñì., íàïðèìåð, [1℄). Çàìå-òèì, ÷òî ïîñêîëüêó âñÿêîå ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèåÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé,òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî íåïðèâîäèìîå ïðåä-ñòàâëåíèå.Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå ðåãóëÿðíîå ïðåä-ñòàâëåíèå ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêèå âåêòîðû â ïëîòíîéîáëàñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþÂåéëÿ (13) â H . Äëÿ ýòîãî óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿñîîòíîøåíèåì ÊÊÑ â �îðìå (3). Â ýòîì ñëó÷àå�q = 1p2(�a+ �a�), �p= 1ip2(�a� �a�). (14)



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 115Äîêàæåì, ÷òî ó îïåðàòîðà �q åñòü àíàëèòè÷åñêèé âåêòîðâ ïëîòíîé îáëàñòè D . Â ðåãóëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè ìûìîæåì ïîñòðîèòü îðòîãîíàëüíûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ  n îïåðàòîðà �N = �a��a . Èç ñîîòíîøåíèé (3)è (5) âèäíî, ÷òî Sp �N = N . Ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî( n, n) = n! , (15)ãäå  n = ��a��n 0 ,  0 � âàêóóìíûé âåêòîð,( 0, 0) = 1. Äàëåå ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî(�a� n, �a� n) = (n+1)! , (�a n, �a n) = n! . (16)Ôîðìóëû (15) è (16) õîðîøî èçâåñòíû èç òåîðèèêâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (ñì., íàïðè-ìåð, [12℄). �àññìîòðèì îáëàñòü D , ñîñòîÿùóþ èç âñåõêîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ  n . Ïîñêîëü-êó H ñîñòîèò èç âñåõ êîíå÷íûõ èëè ñõîäÿùèõñÿ ëè-íåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ  n , òî D � ïëîòíàÿ îá-ëàñòü. Íîðìó âåêòîðà  n ìîæíî îïðåäåëèòü �îðìóëîék nk=p( n, n). Ñîãëàñíî (15),k nk=pn!. (17)Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âåêòîðà = m+nXm Ck k (18)ìû, ñîãëàñíî (15)�(17), èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó:k�q k6 m+nXm kCk�q kk6p2Cp(m+ n+1)!,C =max jCkj, m6 k6m+ n. (19)
Ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà (19) ìû ó÷ëè, ÷òî(�a� n, �a� n) = ( n, (n+1) n) = (n+1)( n, n),(�a n, �a n) = ( n,n n) = n( n, n).Ñîãëàñíî (19),1Xk=0 tkk!k�qk k6 1Xk=0 tkk!Ck�2(m+ n+1)!�k/2. (20)
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