
ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 3 3ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀÑâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ è óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åðäëÿ îäíîðîäíûõ ñòàáèëüíîé è ìåòàñòàáèëüíîé �àçÏ.Í. ÍèêîëàåâÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò, êà�åäðàêâàíòîâîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ïîëÿ. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: nikolaev�phys.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 28.11.2010, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 17.01.2011Ïîëó÷åíî íîâîå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è íà åãî îñíîâå íàéäåíî óðàâíåíèå äëÿîäíîðîäíîé �àçû ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð. Îíî òî÷íî âîñïðîèçâîäèò âñå èçâåñòíûå âèðèàëüíûåêîý��èöèåíòû, à òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè â ïðåäåëàõ èõ òî÷íîñòè.Ïîêàçàíî îòñóòñòâèå îñîáûõ òî÷åê ïðè ïåðåõîäå èç ñòàáèëüíîé â ìåòàñòàáèëüíóþ îáëàñòü.Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîéñòâàìè ñòàòèñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ è óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿèìåþò îñîáåííîñòü ïðè ïëîòíîé óïàêîâêå.Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, êðèñòàëëèçàöèÿ, �àçîâûå ïåðåõîäû.ÓÄÊ: 536. PACS: 05.20.Gg, 05.70.Ce, 64.60.�i.ÂâåäåíèåÑâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ è ïîëó÷àåìîå íà åå îñíîâå óðàâ-íåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñèñòåì òâåðäûõ ñ�åð èãðàþò îñî-áóþ ðîëü â ñòàòèñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêå [1�7℄. Ýòîîáóñëîâëåíî ïðîñòîòîé ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ, êî-òîðûé ïîçâîëèë ðàññ÷èòûâàòü ÷åòâåðòûé âèðèàëüíûéêîý��èöèåíò óæå Ë. Áîëüöìàíó, ïóñòü äàæå è íå äîêîíöà. Òåì íå ìåíåå äëÿ ýòèõ ñèñòåì âñåãäà áûëîèçâåñòíî áîëüøåå ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ïîòåíöèà-ëàìè ÷èñëî âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ, ÷òî ïðèâåëîê ïîïûòêàì ïîëó÷èòü íà ýòîé îñíîâå äîñòàòî÷íî òî÷íîåóðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ. Â íàèáîëåå ðàçâèòîì âèäå ýòîáûëî îñóùåñòâëåíî Ë. Òîíêñîì, ïîëó÷èâøèì òî÷íîåðåøåíèå äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû è ðàçðàáîòàâøèì èí-òåðïîëÿöèîííûå ñõåìû äëÿ äâóìåðíîãî è òðåõìåðíîãîñëó÷àåâ [8℄.Ïðèíöèïèàëüíî íîâîå îòíîøåíèå ê ñèñòåìå òâåð-äûõ ñ�åð âîçíèêëî ïîñëå îáíàðóæåíèÿ íàëè÷èÿ ó íåå�àçîâîãî ïåðåõîäà [9, 10℄. Ñ ýòîãî âðåìåíè îíàñòàíîâèòñÿ îñíîâíîé áàçîâîé ñèñòåìîé â òåðìîäèíà-ìè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Ýòîìó íå ïîìåøàëèäàæå òå ïðîáëåìû, êîòîðûå âîçíèêàþò çäåñü ïðèêâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîì îïèñàíèè [11, 12℄.Äàííûé ïåðåõîä ïûòàëèñü îïèñàòü ñ ðàçëè÷-íûõ òî÷åê çðåíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ñòðîèëèñü óðàâíåíèÿâàí-äåð-âààëüñîâñêîãî òèïà, îñíîâàííûå íà èíòåðïîëÿ-öèîííûõ ñõåìàõ. Äëÿ ýòîãî ïðåäïðèíèìàëèñü (è ïðåä-ïðèíèìàþòñÿ) ïîïûòêè ïðåäñêàçàòü íàëè÷èå îòðèöà-òåëüíûõ âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ó òàêîé ñèñòå-ìû [11℄. Âî-âòîðûõ, èùóòñÿ òî÷êè âåòâëåíèÿ èíòå-ãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ òàêîé ñèñòåìû è îíè èíòåð-ïðåòèðóþòñÿ êàê òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà èç îäíîðîä-íîé â óïîðÿäî÷åííóþ �àçó [13℄. Â-òðåòüèõ, ñòðîÿòñÿóðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé è óïîðÿäî÷åííîé�àç, à �àçîâûé ïåðåõîä îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà èõõèìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ [14℄.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñëåäíèé ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ íàè-áîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì. Îí ïðåäïîëàãàåò, ÷òî óðàâ-íåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé �àçû ìîæåò áûòü

àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåíî çà ëèíèþ �àçîâîãî ïåðåõîäà,ò. å. â ìåòàñòàáèëüíóþ îáëàñòü. Ýòà âîçìîæíîñòü ïîä-òâåðæäàåòñÿ è äàííûìè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà [4℄.Ïî ïîâîäó îïèñàíèÿ ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè è íàëè÷èÿîñîáûõ òî÷åê â íåé èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà[4, 15�19℄.Äàííûå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ ñèñòåì òâåð-äûõ ñ�åð ïîñòîÿííî óòî÷íÿþòñÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿèçâåñòíû ðåçóëüòàòû âïëîòü äî øåñòîãî çíàêà [1, 20℄.Íàðÿäó ñ ýòèì óâåëè÷èâàåòñÿ è ÷èñëî èçâåñòíûõ âè-ðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ. Äîñòàòî÷íî äîëãî îíî áûëîîãðàíè÷åíî ñåìüþ, ïðè÷åì øåñòîé è ñåäüìîé áûëèïîëó÷åíû Ô. �è è Â. �óâåðîì [6℄. Â 1993 ã. È. �åíñ-áóðã âû÷èñëèë âîñüìîé âèðèàëüíûé êîý��èöèåíò [3℄.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èõ ÷èñëî ñîñòàâëÿåò äåñÿòü [1℄.Íàðÿäó ñ ýòèì âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿñî âñå áîëüøåé òî÷íîñòüþ. Â ðåçóëüòàòå ñòàëî âîç-ìîæíûì âûáðàòü èç áîëüøîãî ÷èñëà óðàâíåíèé ñîñòî-ÿíèÿ òå, êîòîðûå äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñûâàþò äàííûå÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ñòàëî çàìåòíî ïðåèìóùåñòâîòåõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûåîñíîâàíû íà òî÷íîì ó÷åòå èçâåñòíûõ âèðèàëüíûõ êî-ý��èöèåíòîâ [4℄.Âìåñòå ñ òåì îñòàëàñü ïðîáëåìà àñèìïòîòè÷åñêî-ãî ïîâåäåíèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ îäíîðîäíîé �àçûâ ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè. Â ýòîé îáëàñòè âèðèàëüíîåóðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äàæå ïðè ó÷åòå äåñÿòè âèðèàëü-íûõ êîý��èöèåíòîâ ìàëîý��åêòèâíî. Íî â ýòîì íåòíè÷åãî óäèâèòåëüíîãî. Äàæå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìûèìååì òó æå ñèòóàöèþ, ãäå íàì òî÷íî èçâåñòíî ðåøåíèåË. Òîíêñà [8℄. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìàóñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿäàííîé îáëàñòè [4℄. Òîëüêî ýòî ïîçâîëèò îòâåòèòü íàâîïðîñ î íàëè÷èè îñîáåííîñòåé â ýòîé îáëàñòè è èõõàðàêòåðå. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðåäïðèíèìàþòñÿïîïûòêè ïîèñêà âåùåñòâ è òåõ îáëàñòåé èõ �àçîâîéäèàãðàììû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î òàêèõ ñèñòå-ìàõ, êàê î ñèñòåìàõ òâåðäûõ ñ�åð ñ âûñîêîé ñòåïåíüþòî÷íîñòè [21℄.2 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3



4 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 3Íåîäíîêðàòíî ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè èíòåðïðå-òèðîâàòü äàííóþ ñèòóàöèþ êàê íàëè÷èå �àçîâîãî ïå-ðåõîäà âûñøåãî ïîðÿäêà â îáëàñòè ìåæäó ñòàáèëüíîéè ìåòàñòàáèëüíîé ÷àñòüþ �àçîâîé äèàãðàììû [19, 20℄.Ýòî îáóñëîâëåíî, â ÷àñòíîñòè, îòñóòñòâèåì óðàâíå-íèÿ ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàþùåãî âñþ îäíîðîäíóþ �àçóâ ïðåäåëàõ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Öåëüþíàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èìåííî òàêîãîóðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íà îñíîâå ðàçðàáîòàííûõ ðàíååìåòîäîâ óñêîðåííîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìó-ùåíèé äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè [4℄. Îíè áàçèðóþòñÿíà �èçè÷åñêîì àíàëèçå ïîâåäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî èí-òåãðàëà äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð è òî÷íîì ó÷åòåâñåõ èçâåñòíûõ âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ. Ñ öåëüþóâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿàñèìïòîòèêà óðàâíåíèÿ Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà [22℄ ïðèáîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà ïîâå-äåíèÿ ý��åêòèâíîãî ÷èñëà áëèæàéøèõ ñîñåäåé â çàâè-ñèìîñòè îò ïëîòíîñòè.Ïîñòðîåííîå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïîç-âîëèëî íàéòè óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå îïèñûâàåòîäíîðîäíóþ �àçó â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè äàííûõ ìîëåêó-ëÿðíîé äèíàìèêè. Òàêèì îáðàçîì, íåò ñìûñëà ãîâîðèòüî �àçîâîì ïåðåõîäå â îáëàñòè ñòàáèëüíàÿ�ìåòàñòà-áèëüíàÿ îäíîðîäíàÿ �àçû. Â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõñèíãóëÿðíîñòü èìååò ìåñòî ëèøü ïðè ïëîòíîé óïàêîâêåñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð (íå ñ÷èòàÿ îñîáåííîñòè äëÿñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðè ìàëûõ ïëîòíîñòÿõ).1. Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû è óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åðÄëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå [4℄F = F0 � � lnQ, (1)ãäå F0 � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èäåàëüíîãî ãàçà, � = kT(T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüö-ìàíà), Q íå çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è ðàâíàQ = Z exp(�U/�)VN dq1 dq2 � � �dqN . (2)Çäåñü U � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû N òâåðäûõñ�åð. Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü�f = (F �N� ln(e/�3�0))N� (3)êàê �óíêöèÿ ïðèâåäåííîé ïëîòíîñòè �/�0 , ãäå�0 = p2/�3 � ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö ïðè ïëîòíîéóïàêîâêå, � � äèàìåòð òâåðäîé ñ�åðû, �= h/p2�m� �òåïëîâàÿ äëèíà âîëíû äå Áðîéëÿ, m � ìàññà ÷àñòèöû.Î÷åâèäíî, �f , îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì (3), íåçàâèñèò îò òåìïåðàòóðû. �ðà�èê ïîñòðîåí íà îñíîâåèíòåðïîëÿöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ [20℄. Òî÷êà-ìè îáîçíà÷åíà äâóõ�àçíàÿ îáëàñòü. Èç ðèñóíêà íåïî-ñðåäñòâåííî âèäíû îñíîâíûå îñîáåííîñòè â ïîâåäåíèèñâîáîäíîé ýíåðãèè � ýòî ñèíãóëÿðíîñòè ïðè �= 0 â îá-ëàñòè îäíîðîäíîé �àçû è ïðè �= �0 äëÿ óïîðÿäî÷åííîé�àçû. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïëîòíîñòè, îïðåäåëÿþùàÿäàâëåíèå, íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà. Â ñèëó ýòîãîâ îáëàñòè îäíîðîäíîé �àçû ðàçëîæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü �f ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð äëÿîäíîðîäíîé �àçû, óïîðÿäî÷åííîé �àçû è äâóõ�àçíîéîáëàñòè (äâóõ�àçíàÿ îáëàñòü îáîçíà÷åíà òî÷êàìè)ýíåðãèè (1) ïî ñòåïåíÿì ïëîòíîñòèF = F0 +N� 1Xi=2 Bi(�/�0)i�1i� 1 (4)ñõîäèòñÿ òåì ìåäëåííåå, ÷åì áîëüøå ïëîòíîñòü, òàêêàê, ñîãëàñíî (2), Q! 0 ïðè �! �0 . Çäåñü Bi �âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû.Èç ñîîòíîøåíèÿ (4) ñëåäóåò âèðèàëüíîå ðàçëîæåíèåäëÿ ñæèìàåìîñòèpv� = 1+ 1Xi=2 Bi(�/�0)i�1. (5)Èìåííî ýòî óðàâíåíèå è èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óñêîðåíèÿñõîäèìîñòè, êîãäà èçâåñòíî ëèøü íåáîëüøîå ÷èñëîâèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ [1, 4, 6℄. Äëÿ ýòîãî èìå-þòñÿ îïðåäåëåííûå îñíîâàíèÿ. Â âûðàæåíèè (4) äëÿîäíîìåðíîé ñèñòåìû, ãäå èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå,ìû èìååì ëîãàðè�ìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü, ÷òî ñîçäàåòîïðåäåëåííûå ñëîæíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè, íàïðèìåð,àïïðîêñèìàíò Ïàäå [6, 13℄. Â ñîîòíîøåíèè (5) îäíà èçàïïðîêñèìàíò Ïàäå óæå ïðè ó÷åòå âòîðîãî âèðèàëüíîãîêîý��èöèåíòà ïðèâîäèò ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Êðîìåòîãî, â âûðàæåíèè (5) óäîáíåå èññëåäîâàòü ïîâåäåíèåðÿäà â çàâèñèìîñòè îò òèïà àïïðîêñèìàöèè âèðèàëü-íûõ êîý��èöèåíòîâ. Îäèí èç òàêèõ ïîäõîäîâ ïðèâîäèòê óðàâíåíèþ Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà [22℄pv� = 1+ y+ y2 � y3(1� y)3 . (6)Çäåñü y = ��3�/6. Ñîîòíîøåíèå (6) äîñòàòî÷íî õîðîøîîïèñûâàåò äàííûå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, íî îáëà-äàåò òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî íå òî÷íî âîñïðîèçâîäèò âñåèçâåñòíûå âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû.Íàðÿäó ñ ñîîòíîøåíèåì (6) ñóùåñòâóåò áîëüøîå÷èñëî óðàâíåíèé, êîòîðûå òàêæå õîðîøî îïèñûâàþòýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïî êðàéíåé ìåðå â ñòàáèëü-íîé îáëàñòè [4℄. ×òî êàñàåòñÿ ìåòàñòàáèëüíîé îäíî-ðîäíîé �àçû, ò. å. äëÿ ïëîòíîñòåé �/�0 > 0.667, ñîãëà-ñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì óõóäøàåòñÿ. Ýòîìó ñïîñîáñòâóåòòîò �àêò, ÷òî äàííûå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà êàêâ ñòàáèëüíîé, òàê è â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòÿõ èìåþòâ íàñòîÿùåå âðåìÿ âûñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè [20℄.Íà îñíîâå ýòîãî ïðåäïðèíèìàþòñÿ ïîïûòêè îáúÿñíèòüäàííîå ÿâëåíèå íàëè÷èåì �àçîâûõ ïåðåõîäîâ âûñøèõ



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 5ïîðÿäêîâ â ðàéîíå ïåðåõîäà èç ñòàáèëüíîé â ìåòàñòà-áèëüíóþ îáëàñòü. Íî òàêîå îáúÿñíåíèå ïðåäïîëàãàåòîòêàç îò îïèñàíèÿ ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè íà îñíîâåóðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåìèç ñòàáèëüíîé îáëàñòè, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòðåøåíèå ïðîáëåìû.Áîëåå åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òà-êîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå îïèñûâàåò ýêñïåðè-ìåíòàëüíûå äàííûå â ïðåäåëàõ èõ òî÷íîñòè. Äëÿ ðåøå-íèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìû áóäåì èñõîäèòü èç ïîëó÷åííîãîíàìè ðàíåå âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè, êîòîðîåâ íàèáîëåå îáùåì âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê [4℄F = F0 � �Nm ln q, (7)ãäå m è q � íåêîòîðûå �óíêöèè ïëîòíîñòè, ñâÿçàííûåñîãëàñíî (1) âûðàæåíèåìqmN =Q. (8)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî q ! 1 ïðè � ! 0 è q! 0 ïðè�! �0 . Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ñâîáîäíîé ýíåðãèè�óíêöèÿ q ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Åå ïðîùå àïïðîê-ñèìèðîâàòü ñòåïåííûì ðÿäîì. Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíãðà�èê çàâèñèìîñòè q îò ïðèâåäåííîé ïëîòíîñòè �/�0äëÿ îäíîðîäíîé �àçû â ñòàáèëüíîé è ìåòàñòàáèëüíîéîáëàñòÿõ äëÿ m= 3, ïîñòðîåííûé ïî ýêñïåðèìåíòàëü-íûì äàííûì [20℄. Ìåòàñòàáèëüíàÿ îáëàñòü èçîáðàæåíàòî÷êàìè. Ñîîòíîøåíèå (8) îïðåäåëÿåò ñâÿçü m è q , ò. å.íåçàâèñèìîé ÿâëÿåòñÿ îäíà èç íèõ.Äàâëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñâîáîäíîé ýíåðãèèp=���F�V �� , (9)è äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð îíî ïðîïîðöèîíàëüíîòåìïåðàòóðå. Ïîýòîìó ëèíèÿ �àçîâîãî ïåðåõîäà ìîæåòáûòü îõàðàêòåðèçîâàíà îäíîé òî÷êîé p/��0 . Îíà îïðå-äåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà õèìè÷åñêèõ ïîòåíöèà-ëîâ îäíîðîäíîé è óïîðÿäî÷åííîé �àç (ñì. ðèñ. 3, ãäå��= �+ln(�3�0)). Íà ðèñóíêå �� äëÿ óïîðÿäî÷åííîé�àçû îáîçíà÷åíî ïóíêòèðíîé ëèíèåé. Óïîðÿäî÷åííàÿ�àçà äîñòàòî÷íî õîðîøî îïèñûâàåòñÿ óæå â ðàìêàõ êîð-ðåëÿöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà [4℄. ×òîêàñàåòñÿ îäíîðîäíîé �àçû, òî âèðèàëüíîå ðàçëîæåíèåïîçâîëÿåò òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàòü íàëè÷èå �àçîâîãîïåðåõîäà ëèøü ïðè ó÷åòå âîñüìè êîý��èöèåíòîâ [7℄.Ïðè ýòîì ïðåäñêàçàíèå ïîëó÷àåòñÿ âåñüìà ïðèáëèçè-òåëüíûì. Ïîýòîìó óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè â äàííîìïðèáëèæåíèè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íåîáõîäèìûì.Ýòèì âî ìíîãîì è îïðåäåëÿåòñÿ ïîïóëÿðíîñòü èñïîëü-çîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà, ïîëó÷åííîãîâ òî âðåìÿ, êîãäà áûëî èçâåñòíî ëèøü ñåìü âèðèàëüíûõêîý��èöèåíòîâ, íî ïîçâîëèâøåãî ñ õîðîøåé ñòåïåíüþòî÷íîñòè îïèñàòü îäíîðîäíóþ �àçó è �àçîâûé ïåðåõîä.×òî êàñàåòñÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷àåìûõ íàîñíîâå âûðàæåíèÿ (7), òî îíè òàêæå ïîçâîëèëè õî-ðîøî îïèñàòü �àçîâûé ïåðåõîä [7℄, à âìåñòå ñ òåìè ìåòàñòàáèëüíóþ �àçó, êîòîðóþ óðàâíåíèå Êàðíà-õàíà�Ñòàðëèíãà îïèñûâàåò õóæå. Êðîìå òîãî, (7) ïîñâîåìó ïîñòðîåíèþ òî÷íî âîñïðîèçâîäèò âñå èçâåñòíûåâèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû. Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ äåâÿòîãîè äåñÿòîãî âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ óæå ñàìî âèðè-àëüíîå ðàçëîæåíèå ñòàëî óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàòüòî÷êó �àçîâîãî ïåðåõîäà. Ìåòîäû óñêîðåííîé ñõîäè-ìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé ñòàëè èñïîëüçîâàòü

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü �óíêöèè q îò ïðèâåäåííîé ïëîò-íîñòè äëÿ îäíîðîäíîé �àçû â ñòàáèëüíîé è ìåòàñòà-áèëüíîé îáëàñòÿõ

�èñ. 3. �� äëÿ îäíîðîäíîé �àçû (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ)è äëÿ óïîðÿäî÷åííîé �àçû (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) â îá-ëàñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åðâ îñíîâíîì äëÿ îáëàñòåé, áëèçêèõ ê �àçîâîìó ïåðåõîäóè â ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòè [1℄. Ïîñêîëüêó òî÷íîñòüäàííûõ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà âîçðîñëà, îïÿòü âîç-íèêëà ïðîáëåìà, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî ñ ðîñòîì ïëîòíî-ñòè ñîãëàñèå òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà óõóäøàåòñÿ. Ïðè ååðåøåíèè íåîáõîäèì áîëåå ãëóáîêèé, ÷åì ðàíåå, àíàëèçïîâåäåíèÿ �óíêöèé m è q .2. Ý��åêòèâíîå ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåéè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âèðèàëüíûõêîý��èöèåíòîâÄëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàþùåãîâñþ îäíîðîäíóþ �àçó âåùåñòâà ñ âûñîêîé ñòåïåíüþòî÷íîñòè, èç âûðàæåíèÿ (7) ïðè íàëè÷èè ñâÿçè (8),ñíà÷àëà ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå �óíêöèè m . Ýòà�óíêöèÿ ðàâíà ïîëîâèíå ý��åêòèâíîãî ÷èñëà áëèæàé-3 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3



6 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 3øèõ ñîñåäåé [4℄ è îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâå-äåíèå âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ Bi ïðè i!1 [7℄.Ñîîòíîøåíèå (7) ïîëó÷åíî íà îñíîâå �èçè÷åñêîãî àíà-ëèçà ïîâåäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè áîëüøèõïëîòíîñòÿõ. Îíî ñðàçó äàåò îãðàíè÷åíèÿ íà �óíêöèþm(x), ãäå x = �/�0 : 3 6 x6 6 äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõñ�åð.×òî êàñàåòñÿ âèäà m(x), òî äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿíåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü èìåþùèåñÿ âèðèàëüíûå êîý��è-öèåíòû [7℄. Êðîìå òîãî, ýòîò âûáîð äîëæåí äàâàòü ðà-çóìíûå �èçè÷åñêèå çíà÷åíèÿ äëÿ �óíêöèè q(x), êîòî-ðàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè ïëîòíîé óïàêîâêå. Âûáåðåìâ ðàìêàõ ââåäåííûõ îãðàíè÷åíèé m(x) = onst. Òîãäàóæå ïðè ó÷åòå ÷åòûðåõ âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ïî-ëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè, êîòîðîå ïðè-âîäèò ê ñòåïåííîìó ðàçëîæåíèþ ñ êîý��èöèåíòàìè Bi ,èìåþùèìè â ïðåäåëå i!1 ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå [4℄.Äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðè àïïðîêñèìàöèè m(x)ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ìåòîä àïïðîêñèìàíò Ïàäå [7℄.Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, îäíèì èç ïåðâûõ íàèáîëååóäà÷íûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷åííûì íà îñíîâåàíàëèçà ïåðâûõ ñåìè âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ñè-ñòåìû òâåðäûõ ñ�åð, ñòàëî óðàâíåíèå Êàðíàõàíà�Ñòàð-ëèíãà. Åãî óñïåõ îáóñëîâëåí ïîëó÷åíèåì ý��åêòèâíîãîâûðàæåíèÿ äëÿ îáùåãî ÷ëåíà âèðèàëüíîãî ðÿäà, õîðî-øî ó÷èòûâàþùåãî îñîáåííîñòè �óíêöèè ïðè áîëüøèõïëîòíîñòÿõ [22℄. Òàê êàê äàííîå óðàâíåíèå èìååòñèíãóëÿðíîñòü â íå�èçè÷åñêîé îáëàñòè, òî åñòåñòâåííîñâÿçàòü óñïåõ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ õîðîøåé èíòåðïðåòàöè-åé ïîâåäåíèÿ ý��åêòèâíîãî ÷èñëà áëèæàéøèõ ñîñåäåé.Óðàâíåíèå Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà ïîëó÷åíî â ïåðå-ìåííûõ y , è â ýòîì ñëó÷àå âèðèàëüíûé êîý��èöè-åíò ðàâåí (i2 + i� 2) [22℄. Ïðè ïåðåõîäå ê ïåðåìåí-íîé x âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû ïðèîáðåòàþò âèäBi = �p2�/6�i�1 (i2 + i� 2). Â ýòèõ ïåðåìåííûõ Bi! 0ïðè i!1 . Óðàâíåíèå Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà â äàííûõïåðåìåííûõ ìû è áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ�óíêöèè m(x).Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (9), ñ ó÷åòîì (6) ïîëó÷àåìâûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè â ïðèáëèæåíèè Êàð-íàõàíà�ÑòàðëèíãàF = F0 +N�4y� 3y2(1� y)2 . (10)Ñîïîñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (7) è (10), âèäèì, ÷òî �óíêöèþm(x) åñòåñòâåííî âûáðàòü â âèäåm(x) = (a+ bx)2(1�B2x/4)2 , (11)ãäå ïîñòîÿííûå a è b íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé m(0) = 3 èm(1) = 6. Ôóíêöèþ q(x) èùåì â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäàq(x) = 1+ 1x+ 2x2 + 3x3 + . . . , (12)ãäå 1 , 2 , 3 , . . . îïðåäåëÿþòñÿ ïî èçâåñòíûì âè-ðèàëüíûì êîý��èöèåíòà. Äëÿ ýòîãî âûðàæåíèå äëÿñâîáîäíîé ýíåðãèè (7) ïðè ó÷åòå (11) è (12) ðàçëàãàåòñÿâ ðÿä ïî ñòåïåíÿì x è ñðàâíèâàåòñÿ ñ (4). Êðîìå ýòîãîq(x) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ q(1) = 0. Ýòî ìîæ-íî îáåñïå÷èòü ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðíîé èíòåðïîëÿöèèêîíå÷íîãî ðÿäà (12).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (7) ïðè ó÷åòå (11)è (12) ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî íàéòè âûðàæåíèå äëÿñâîáîäíîé ýíåðãèè ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð. Òîãäà èç (7)è (9) íàéäåì ñæèìàåìîñòü, ÿâëÿþùóþñÿ îäíîé èç �îðìóðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ:z= 1� x�m�x ln q�mx�q�x.q. (13)Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ñæèìàåìîñòè, êàê ïîêà-çûâàþò ðàñ÷åòû, îïèñûâàåò äàííûå ÷èñëåííîãî ýêñïå-ðèìåíòà â ïðåäåëàõ åãî òî÷íîñòè. Íà ðèñ. 4 äàííûå ìî-ëåêóëÿðíîé äèíàìèêè îáîçíà÷åíû òî÷êàìè, âûðàæåíèåäëÿ òåîðåòè÷åñêîé ñæèìàåìîñòè èç (13) äëÿ îäíîðîäíîéñòàáèëüíîé �àçû èçîáðàæåíî ñïëîøíîé êðèâîé, à äëÿìåòàñòàáèëüíîé � ïóíêòèðíîé. Íåïîñðåäñòâåííî âèäíîõîðîøåå ñîâïàäåíèå òåîðåòè÷åñêèõ äàííûõ è äàííûõìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Òàêèì îáðàçîì, ýòèì óðàâíå-íèåì àíàëèòè÷åñêè îïèñûâàåòñÿ âñÿ îäíîðîäíàÿ �àçàñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð.

�èñ. 4. Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìûòâåðäûõ ñ�åð. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ñòàáèëüíàÿ �àçà,ïóíêòèðíàÿ � ìåòàñòàáèëüíàÿ, òî÷êè � äàííûå ìîëå-êóëÿðíîé äèíàìèêèÇàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíî âûðàæåíèå äëÿ ñâî-áîäíîé ýíåðãèè, ïîçâîëèâøåå ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ñî-ñòîÿíèÿ äëÿ îäíîðîäíîé �àçû ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð,êîòîðîå òî÷íî âîñïðîèçâîäèò âñå èçâåñòíûå âèðèàëüíûåêîý��èöèåíòû è îïèñûâàåò äàííûå ÷èñëåííîãî ýêñ-ïåðèìåíòà â ïðåäåëàõ èõ òî÷íîñòè. Ñîãëàñíî ìåòîäóïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèé, îí äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà òåñëó÷àè, êîãäà ñòàíåò èçâåñòíî áîëüøåå ÷èñëî âèðè-àëüíûõ êîý��èöèåíòîâ. Ïîñòðîåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿñíèìàåò ïðîáëåìó îïèñàíèÿ ïåðåõîäà ñòàáèëüíàÿ �ìåòàñòàáèëüíàÿ �àçà ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõïðåäïîëîæåíèé î íàëè÷èè îñîáûõ òî÷åê â ýòîé îáëàñòè.Êàê èçâåñòíî, äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð ñæèìàå-ìîñòü îïðåäåëÿåò êîíòàêòíîå çíà÷åíèå äâóõ÷àñòè÷íîé�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F2(r) [4℄:F2(�+) = (z� 1)/(B2x). (14)Òàêèì îáðàçîì, äâóõ÷àñòè÷íàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿòåïåðü òàêæå ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ âûñîêîé ñòåïå-íüþ òî÷íîñòè â îäíîé òî÷êå. Êðîìå òîãî, ìû ìîæåìèñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíóþ ñâÿçü F2(r) ñ ïðîèçâîäíîéäàâëåíèÿ



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 7�����p�� = 1+ 4��1Z0 (F2(r)� 1)r2 dr. (15)Íàðÿäó ñ ýòèì íàìè ïîëó÷åíà ñâÿçü ïàðàìåòðèçîâàííîéäâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ñâîáîäíîéýíåðãèè ñèñòåìû [23℄, êîòîðàÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîéçäåñü çàäà÷è ïðèíèìàåò âèäF = F0 � 2�N��1Z0 f (r) 1Z0 F2(r,�)1 + �f (r) d� r2 dr. (16)Çäåñü f (r) � �óíêöèÿ Ìàéåðà, F2(r, 1) = F2(r),F2(r, 0) = 1. Ñîîòíîøåíèÿ (14)�(16) äàþò ñóùåñòâåí-íóþ äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ áîëååòî÷íîãî âûðàæåíèÿ äëÿ äâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèè ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ïî èìåþùèìñÿ êîý��èöèåíòàì ðàçëîæåíèÿâ ðÿä ïî ñòåïåíÿì ïëîòíîñòè è èçâåñòíûì ðåøåíèÿìèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Îíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâà-íà äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèè âîçìóùåíèéäëÿ äâóõ÷àñòè÷íîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ [4℄.Âî ìíîãèõ âàðèàíòàõ òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåîðèèâîçìóùåíèé â êà÷åñòâå áàçîâîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿñèñòåìà òâåðäûõ ñ�åð. Íàéäåííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòåâûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè, à òàêæå ïðåäëî-æåííûé ñïîñîá óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ òåîðèèâîçìóùåíèé ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (14)�(16) ñîçäàåòîñíîâó äëÿ äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ îñíîâíûõ �óíêöèéýòîé áàçîâîé ñèñòåìû. Âñå èñïîëüçóåìûå çäåñü óðàâíå-íèÿ ý��åêòèâíû êàê â ñòàáèëüíîé, òàê è â ìåòàñòàáèëü-íîé �àçàõ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ íåñîìíåííûì ïðåèìóùåñòâîìïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè àíàëîãè÷íûìè óðàâíåíèÿìè.Ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå ïîäõîä äîïóñêàåò îáîáùåíèåè íà áîëåå ñëîæíûå ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèÿ [24℄.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Clisby N., MCoy B.M. // J. Stat. Phys. 2006. 122, N 1.P. 15.
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