
ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 3 65Ýíåðãèè è ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîíà íà ãëóáîêîì ïðèìåñíîì óðîâíåâ ïîëóïðîâîäíèêåÀ.�. Ìèðîíîâa , À.Ñ. ÑåðîâbÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà �èçèêè ïîëóïðîâîäíèêîâ. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a son282�phys.msu.ru, b asserov�gmail.omÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 09.12.2010, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 22.02.2011�åøåíà çàäà÷à î ìîäåëüíîì îïèñàíèè ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà íà ãëóáîêîì ïðèìåñíîì óðîâíåâ ïîëóïðîâîäíèêå. Ïîòåíöèàë ïðèìåñíîãî öåíòðà âûáðàí â âèäå ñóïåðïîçèöèè êóëîíîâñêîãîïîëÿ è ñ�åðè÷åñêîé ÿìû ñ ïëîñêèì äíîì. Òî÷íûì ìåòîäîì è âàðèàöèîííûì ìåòîäîì �èòöàäëÿ ìîäåëè íàõîäèòñÿ óðîâåíü ýíåðãèè è âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â øèðîêîìäèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ ÿìû. Óêàçûâàåòñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ýíåðãèé è âîëíîâûõ �óíêöèé ïåðâûõâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé. Îáîñíîâûâàåòñÿ ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà ïîñðàâíåíèþ ñ òî÷íûì ðåøåíèåì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãëóáîêèé ïðèìåñíûé óðîâåíü.ÓÄÊ: 621.315.592.3. PACS: 71.55.�i.Ââåäåíèå�ëóáîêèìè ïðèìåñíûìè öåíòðàìè, èëè ãëóáîêèìèïðèìåñÿìè, íàçûâàþò öåíòðû, îáðàçóþùèå â çàïðå-ùåííîé çîíå ïîëóïðîâîäíèêà óðîâíè, äëÿ êîòîðûõâûïîëíåíî óñëîâèå Et � Eg/2. Çäåñü Eg � øèðèíàçàïðåùåííîé çîíû ðàññìàòðèâàåìîãî ïîëóïðîâîäíèêà,Et � ðàññòîÿíèå ïî ýíåðãèè îò ïðèìåñíîãî óðîâíÿýíåðãèè äî áëèæàéøåé çîíû. Ïðàêòè÷åñêè âàæíîé çà-äà÷åé ïðåäñòàâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ðàñ÷åò ïîëîæåíèÿóðîâíÿ Et â çàïðåùåííîé çîíå ïîëóïðîâîäíèêà äëÿ ãëó-áîêèõ ïðèìåñåé, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ�óíêöèé, îäíàêî íà äàííûé ìîìåíò óäîâëåòâîðèòåëü-íîãî îïèñàíèÿ íå ñóùåñòâóåò (â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ òàêíàçûâàåìûõ ìåëêèõ ïðèìåñåé; ñì., íàïðèìåð, [1℄).Íà äàííûé ìîìåíò íå ñóùåñòâóåò òåîðèè, êîòîðàÿóäîâëåòâîðèòåëüíî è äîñòàòî÷íî ïîëíî îïèñûâàëà áûýëåêòðîííûå ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùèå ãëóáîêèì ïðèìåñ-íûì óðîâíÿì â ïîëóïðîâîäíèêå. Òåîðåòèêàìè ïðåä-ïðèíèìàëèñü ðàçëè÷íûå ïîïûòêè îïèñàòü ïîëå âáëè-çè ïðèìåñíîãî öåíòðà, ò. å. â îáëàñòè, êîòîðàÿ äàåòíàèáîëüøèé âêëàä â ýíåðãèþ ýëåêòðîíà íà ïðèìåñíîìöåíòðå. Â ÷àñòíîñòè, �. Ëóêîâñêèì [2℄ áûëà ïðåäëîæåíàè Â.Ñ. Âèíîãðàäîâûì [3℄ ðàçâèòà ìîäåëü ãëóáîêîãîïðèìåñíîãî öåíòðà ñ ïîòåíöèàëîì, ïðîïîðöèîíàëüíûìòðåõìåðíîé äåëüòà-�óíêöèè â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ìå-òîä äåëüòà-ïîòåíöèàëà, îäíàêî, íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-íî óäîâëåòâîðèòåëüíûì, ïîñêîëüêó â ìîäåëè ñ åäèí-ñòâåííûì ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì (êîý��èöèåíòîì ïðèäåëüòà-�óíêöèè) òðóäíî äàòü åäèíîå îïèñàíèå âñåéñîâîêóïíîñòè îïûòíûõ äàííûõ î ñâîéñòâàõ ãëóáîêîãîöåíòðà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëüíîå îïèñà-íèå ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà â ïîòåíöèàëüíîéÿìå, îáðàçîâàííîé êóëîíîâñêèì ïðèòÿæåíèåì ê ïðèìåñ-íîìó öåíòðó è äîáàâî÷íîé ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîéÿìîé ñ ïëîñêèì äíîì. Â ïîëüçó òàêîãî âûáîðà ìîäåëèìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå àðãóìåíòû.Âî-ïåðâûõ, íàëè÷èå äâóõ ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ(ðàäèóñ è ãëóáèíà ÿìû) äåëàåò áîëåå ãèáêîé ñâÿçü

ìåæäó ýíåðãèåé ñâÿçè è �îðìîé âîëíîâîé �óíêöèè.Ýòî ìîæåò ïîíàäîáèòüñÿ ïðè ðàñ÷åòàõ òàêèõ âåëè÷èí,êàê âåðîÿòíîñòè îïòè÷åñêèõ ïåðåõîäîâ èëè âåðîÿòíîñòèïðûæêîâ íà ïîäîáíûå ïðèìåñíûå öåíòðû.Âî-âòîðûõ, ðàñ÷åò èñêîìûõ ýíåðãèé è âîëíîâûõ�óíêöèé äîñòàòî÷íî ëåãêî îñóùåñòâëÿåòñÿ âàðèàöè-îííûì ìåòîäîì, ïðè÷åì íà ïðîñòîì êëàññå ïðîáíûõ�óíêöèé. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÑóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ àñïåêòà, â êîòîðûõ ãëóáî-êèå ïðèìåñíûå óðîâíè îòëè÷àþòñÿ îò ìåëêèõ. Ïåðâûéçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàäèóñ ëîêàëèçàöèè ýëåêòðîíàíà ãëóáîêîì ïðèìåñíîì óðîâíå ìíîãî ìåíüøå, ÷åì íàìåëêîì, à çíà÷èò, ïîòåíöèàë öåíòðà, âîçäåéñòâóþùèéíà ýëåêòðîí, íåëüçÿ ñ÷èòàòü ïðîñòî êóëîíîâñêèì ïî-òåíöèàëîì òî÷å÷íîãî çàðÿäà. Âáëèçè ãëóáîêîãî öåíòðàñóùåñòâóåò êîðîòêîäåéñòâóþùàÿ ÷àñòü ïîòåíöèàëà, çàñ÷åò êîòîðîé ýëåêòðîí ñèëüíî ñâÿçûâàåòñÿ ñ öåíòðîì.Âòîðîé àñïåêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýíåðãèÿ ñâÿçèýëåêòðîíà íà ãëóáîêîì öåíòðå ñðàâíèìà ñ ïîëóøèðèíîéçàïðåùåííîé çîíû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íåëüçÿ ñ÷èòàòü, ÷òîòàêèå ïàðàìåòðû ýëåêòðîíà, êàê, íàïðèìåð, ý��åêòèâ-íàÿ ìàññà, îïðåäåëÿþòñÿ îäíîé ðàçðåøåííîé çîíîé �âàëåíòíîé èëè ïðîâîäèìîñòè. Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòüâëèÿíèå îáåèõ ýòèõ çîí, à ìîæåò, è äðóãèõ, áîëååäàëåêèõ, íà ïîâåäåíèå ýëåêòðîíà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ëèøü ïåðâûé àñ-ïåêò, ò. å. ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ïîòåíöèàëà îò êó-ëîíîâñêîãî âáëèçè öåíòðà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî ïàðàìåòðû ýëåêòðîíà îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü îäíîéðàçðåøåííîé çîíîé. Äðóãàÿ çàäà÷à, ò. å. ó÷åò äâóõçîí � âàëåíòíîé è ïðîâîäèìîñòè � â ïðåíåáðåæåíèèíåêóëîíîâñêèì âèäîì ïîòåíöèàëà âáëèçè öåíòðà, áûëàïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â ðàáîòå Ë.Â. Êåëäûøà [4℄.Âûïîëíåííîå â ðàáîòå [5℄ ìíîãîçîííîå îáîáùåíèåìîäåëè Ëóêîâñêîãî äàåò äîñòàòî÷íî ñëîæíîå ðåøåíèåçàäà÷è, çàâèñÿùåå îò ìíîãèõ ïàðàìåòðîâ, ñïåöè�è÷íûõäëÿ êîíêðåòíîãî ìàòåðèàëà.



66 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 3�àñïðåäåëåíèå â ïðîñòðàíñòâå ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-ãèè U (r) çàäàäèì â âèäå ñóïåðïîçèöèè äâóõ ïîòåíöèà-ëîâ � îáû÷íîãî êóëîíîâñêîãî ïðèòÿæåíèÿ ê òî÷å÷íîìóçàðÿäó â íà÷àëå êîîðäèíàò è òðåõìåðíîé ïîòåíöèàëüíîéêâàíòîâîé ÿìû:U (r) =8>>><>>>:�U0 � e2"0r ïðè r 6 r0,� e2"0r ïðè r > r0.Çäåñü "0 � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü êðèñòàëëàïîëóïðîâîäíèêà, U0 � ãëóáèíà êâàíòîâîé ÿìû, e �çàðÿä ýëåêòðîíà, r0 � ðàäèóñ êâàíòîâîé ÿìû.Îáñóäèì òåïåðü ïîäðîáíåå àêòóàëüíûå äëÿ ïîëóïðî-âîäíèêîâ äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ õàðàêòåðíûõ âåëè÷èíçàäà÷è. Äëÿ ïîëóïðîâîäíèêîâ äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíè-öàåìîñòü "0 îáû÷íî ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 10; õàðàêòåð-íîå çíà÷åíèå ý��åêòèâíîé ìàññû ýëåêòðîíà m� â êðè-ñòàëëå ïîëóïðîâîäíèêà ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 0.1m0 ,ãäå m0 � ìàññà ñâîáîäíîãî ýëåêòðîíà; õàðàêòåðíîåçíà÷åíèå äëèíû (êðèñòàëëè÷åñêèé áîðîâñêèé ðàäèóñýëåêòðîíà) åñòü	h2"0m�e2 = m0m� "0aB � 100aB � 50 �A,ãäå aB � ðàäèóñ ïåðâîé áîðîâñêîé îðáèòû â âàêóóìå,aB � 0.529 �A.Õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè â êðèñòàëëåm�e42"20	h2 = m�m0 1"20 Ry� 10�3 Ry� 14 ìýÂ,ãäå Ry � ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â àòîìå âî-äîðîäà.Òàêèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ è ðà-äèóñà ëîêàëèçàöèè õàðàêòåðíû äëÿ ìåëêèõ ïðèìå-ñåé â ïîëóïðîâîäíèêå. Â ñëó÷àå ãëóáîêèõ ïðèìå-ñåé íàñ èíòåðåñóþò ñîñòîÿíèÿ ñ ãîðàçäî áîëüøåéýíåðãèåé ñâÿçè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñ ãîðàçäî ìåíüøèìðàäèóñîì ëîêàëèçàöèè. Ïðè ýòîì ðàäèóñ ëîêàëèçà-öèè äîëæåí îñòàâàòüñÿ äîñòàòî÷íî âåëèê ïî ñðàâíå-íèþ ñ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè a0 , ÷òîáû ïðèáëèæåíèÿý��åêòèâíîé ìàññû è ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýëåêòðîäè-íàìèêè (âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ "0 ) îñòàâàëèñüïðèáëèçèòåëüíî âåðíûìè. Êîëè÷åñòâåííîå âûðàæåíèåýòîãî óñëîâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå r0 & a0 , ãäåa0 � (3� 5) �A.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èùóòñÿ ñîñòîÿíèÿ ñ õàðàê-òåðíîé ýíåðãèåé ñâÿçè îò 5 äî 50 êðèñòàëëè÷åñêèõáîðîâñêèõ ýíåðãèé èëè (0.07� 0.7) ýÂ. Õàðàêòåðíàÿäëèíà óáûâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî õâîñòà âîëíîâîé�óíêöèè ÷àñòèöû â òàêîì ñëó÷àå ñîñòàâèò ïðèáëèçè-òåëüíî (0.44� 0.14)aB .Âûáðàííûé èíòåðâàë çíà÷åíèé ýíåðãèè îçíà÷àåò,÷òî ýíåðãèÿ ñâÿçè ÷àñòèöû íà ãëóáîêîé ïðèìåñè áóäåòëåæàòü ñóùåñòâåííî íèæå áîðîâñêîé ýíåðãèè â êðè-ñòàëëå. Â òî æå âðåìÿ èñêîìûå ãëóáîêèå óðîâíè èç-çàý��åêòà ðàçìåðíîãî êâàíòîâàíèÿ ðàñïîëîæåíû âûøåýíåðãèè �U0 , â îáëàñòè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà äëÿ÷èñòî êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà.

2. Òî÷íîå ðåøåíèåÄëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ïðåæäå âñåãîçàïèøåì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà:"� 	h22m��+U (r)#	= E	.Çà íóëü îòñ÷åòà ýíåðãèè çäåñü ïðèíÿòî äíî çîíû ïðîâî-äèìîñòè.Òàê êàê ïîòåíöèàë ñ�åðè÷åñêè ñèììåòðè÷åí, òîóãëîâûå è ðàäèàëüíûå ïåðåìåííûå â ïðèâåäåííîì óðàâ-íåíèè ðàçäåëÿþòñÿ: 	(r, �,�) = R(r)�(�,�); óðàâíåíèåäëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíîâîé �óíêöèè (ÂÔ) ïðèíè-ìàåò âèäd2R(r)dr2 + 2r dRdr � l(l +1)r2 R(r) + 2m�	h2 (E �U (r))R(r) = 0.(1)Äëÿ óäîáñòâà âû÷èñëåíèé â êà÷åñòâå åäèíèö èçìå-ðåíèÿ ìàññû, äëèíû è âðåìåíè âûáåðåì ñîîòâåòñòâåí-íî (ñì. [6℄): m�, 	h2"0m�e2 , 	h2"20m�e4 .Åäèíèöåé ýíåðãèè â ýòîé ñèñòåìå åäèíèö áóäåò âåëè-÷èíà m�e4/(	h2"20) = 2 Ry.Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû:"��E, { �p2", k�p2(U0 � ").Òîãäà óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà â äâóõ îáëàñòÿõ çíà-÷åíèÿ êîîðäèíàòû r áîëüøå è ìåíüøå r0 çàïèøåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì:d2Rdr2 + 2r dRdr � l(l +1)r2 R+ k2R = 0 ïðè r 6 r0, (2)d2Rdr2 + 2r dRdr � l(l +1)r2 R�{2R = 0 ïðè r > r0. (3)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ âî âíåøíåé îáëàñòè ââåäåìîáîçíà÷åíèÿ è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ (ñì. [6℄):�= 2{r, Rl(r) = Rl � �2{�= e��/2w(�)�l .Çäåñü èíäåêñ l îáîçíà÷àåò ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàâèñè-ìîñòü ðåøåíèÿ îò îðáèòàëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà.Òîãäà óðàâíåíèå (3) äëÿ âíåøíåé îáëàñòè�d2wd�2 + (2l +2� �)dwd� + (�� l � 1)w = 0, � � 1{ .Ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåìÊóììåðà äëÿ âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíê-öèè [6, 7℄ zd2udz2 + (b� z)dudz � au(z) = 0,åñëè âçÿòü a = 1 + l � � , b = 2l + 2. Èç äâóõ åãîèçâåñòíûõ íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé íàì íóæíî âûáðàòüòî, êîòîðîå íå ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïðè �!1 :wl(�) = 1�(1 + l � �) 1Z0 dt e��t tl��(1 + t)l+�,wl(�)�����!�!1 ���1�l.



ÔÈÇÈÊÀ ÊÎÍÄÅÍÑÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈß ÂÅÙÅÑÒÂÀ 67Îáû÷íî ýòî ðåøåíèå íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ââèäó åãîðàñõîäèìîñòè (êàê ��l�1 ) ïðè �! 0. Íàìè îíî èñ-ïîëüçóåòñÿ â îáëàñòè � > 2{r0 . Ïðè èíòåðåñóþùèõ íàñýíåðãèÿõ âòîðîå íåçàâèñèìîå ðåøåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîðàñòåò ïðè �!1 .Ïîñòîÿííûé êîý��èöèåíò ïåðåä �óíêöèåé ìîæíîâûáðàòü ïðîèçâîëüíî. Äëÿ óäîáñòâà ñøèâàíèÿ âðåìåí-íî, äî âûïîëíåíèÿ îêîí÷àòåëüíîé íîðìèðîâêè, íàëî-æèì íà �óíêöèþ Rl óñëîâèå Rl(r0) = 1.Âî âíóòðåííåé îáëàñòè ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:z� 2ikr . Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿÊóììåðà, ïîëó÷àþùåãîñÿ èç (2), îãðàíè÷åííîå â íóëå,èìååò âèäRil �r = z2ik�=Cil(2kr)l e�ikr M� ik+1+l, 2l+2, 2ikr� ,ãäå �óíêöèÿ M(a, b, z) ïðåäñòàâèìà â âèäå õîðîøîñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà:M(a, b, z) = 1 + ab z1! + a(a+1)b(b+1) z22! + . . . == 1+ 1Xi=1 24i�1Yj=0 (a+ j)(1 + j)(b+ j)z35== 1+ �(b)�(a) 1Xm=1 �(a+m)�(b+m) zm�(m+1) = 1+ 1Xm=1E(a, b,m)zm,ïðè÷åì êîý��èöèåíòû E(a, b,m) äëÿ òðåõ ñîñåäíèõçíà÷åíèé m ñâÿçàíû ïðîñòûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøå-íèåì.Íåñìîòðÿ íà ïðèñóòñòâèå ìíèìîé åäèíèöû â �îð-ìàëüíîì îïðåäåëåíèè �óíêöèè Ril , íåòðóäíî ïîêàçàòü,÷òî ýòà �óíêöèÿ âåùåñòâåííà. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéñòîÿ÷óþ âîëíó � ñóïåðïîçèöèþ ñõîäÿùåéñÿ è ðàñõîäÿ-ùåéñÿ âîëí íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà êóëîíîâñêîé çàäà÷è.Îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà ïðè ñóììèðîâàíèè ðÿäà íå ïðå-âûøàåò 10�7 ïðè ó÷åòå 15 ÷ëåíîâ ñóììû.Äàëåå ðåøåíèå âî âíóòðåííåé îáëàñòè âðåìåííîíîðìèðóåòñÿ íà 1 â òî÷êå r = r0 . Ïîñëå ýòîãî äëÿ ìàñ-ñèâà çàäàííûõ çíà÷åíèé U0 è r0 ÷èñëåííî èç óñëîâèÿñøèâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöå íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿýíåðãèè îñíîâíîãî è âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèé. Ïîïîëó÷åííûì çíà÷åíèÿì ýíåðãèè ñòðîÿòñÿ (îêîí÷àòåëüíîíîðìèðîâàííûå íà åäèíèöó) âîëíîâûå �óíêöèè.3. �åøåíèå âàðèàöèîííûì ìåòîäîìÄëÿ íàõîæäåíèÿ ýíåðãèè è ÂÔ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿâàðèàöèîííûì ìåòîäîì �èòöà áûë ñîñòàâëåí �óíêöèî-íàë F(j i) = h jH j ih j i ,ãäå â ãàìèëüòîíèàíå H îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå ÷èñëî láûëî ïîëîæåíî ðàâíûì íóëþ. Çäåñü H � ãàìèëüòî-íèàí, âçÿòûé èç óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (1) ñ ó÷åòîìâûáðàííîé ñèñòåìû åäèíèö, à èìåííîH =�12 d2dr2 � 1r ddr + l(l +1)2r2 +U(r).Îáñóäèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êàêîå ñåìåéñòâîâîëíîâûõ �óíêöèé âûáðàòü äëÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìà.

Ñíà÷àëà ïîïûòàåìñÿ ¾óãàäàòü¿ àñèìïòîòèêó âîëíîâîé�óíêöèè-ðåøåíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì (ñì. [8℄), ÷òî â îòñóòñòâèåêóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ÷àñòèöûâíå ÿìû èìååò âèä e�k1r /r , ãäå k1 = q�2mE/	h2 ,E � ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà. Â ñëó÷àå æå íàëè÷èÿ òîëüêîêóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, êàê âèäíî èç òî÷íîãî ðå-øåíèÿ, âîëíîâàÿ �óíêöèÿ âäàëè îò öåíòðà èìååò âèäe�k2r r��1 , 0 < � < 1, ãäå k2 � âåëè÷èíà, òàêæå çàâèñÿ-ùàÿ îò ýíåðãèè ÷àñòèöû. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àâòîðûïðåäïîëîæèëè, ÷òî àñèìïòîòèêà âîëíîâîé �óíêöèè íàáåñêîíå÷íîñòè ïðè íàëè÷èè è êóëîíîâñêîãî ïîëÿ è ÿìûìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèèïîäîáíûõ ðåøåíèé äâóõ òèïîâ: ñ � = 0 è � = 1. Ïîýòî-ìó âî âíåøíåé îáëàñòè r > r0 áûëà âûáðàíà ÂÔj exti=�C2 + C3r � e�kr,ãäå C2, C3, k � êîý��èöèåíòû, ïî êîòîðûì áóäåò ïðî-èçâîäèòüñÿ ìèíèìèçàöèÿ �óíêöèîíàëà (ïëþñ êîý��è-öèåíòû èç �óíêöèè âî âíóòðåííåé îáëàñòè).Âî âíóòðåííåé îáëàñòè â êà÷åñòâå ñåìåéñòâà ÂÔ áû-ëà âûáðàíà ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ ðàäèàëüíîé ïåðåìåííîéC0 + rC1 . Òàêîé âèä ÂÔ ïðè ñøèâàíèè ðåøåíèÿ âíåè âíóòðè ÿìû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êàê ÂÔ, íå èìåþùèåâîîáùå íóëåé, òàê è èìåþùèå îäèí íóëü. Òî åñòüñ ïîìîùüþ âûáðàííîãî êëàññà �óíêöèé ìîæíî îïèñàòüñîñòîÿíèÿ ñ îðáèòàëüíûì ìîìåíòîì l = 0 (îñíîâíîåè ïåðâîå âîçáóæäåííîå s -ñîñòîÿíèå) è p -ñîñòîÿíèå ñ íåèìåþùåé óçëîâ ðàäèàëüíîé �óíêöèåé.Îêîí÷àòåëüíî âèä ïðîáíîé âîëíîâîé �óíêöèè ñëå-äóþùèé: j i=8><>:C0 + rC1 ïðè r 6 r0,�C2 + C3r � e�kr ïðè r > r0, (4)à íàáîð âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ ñîñòîèò èç ïÿòè ïåðå-ìåííûõ: C0 , C1 , C2 , C3, k.Íà âûáðàííóþ ÂÔ äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàåòñÿóñëîâèå ñøèâàíèÿ íà ãðàíèöå ïîòåíöèàëüíîé ÿìû:8><>: (r0 � 0) =  (r0+0),ddr (r0 � 0) = ddr (r0 +0).Íàëîæåíèå ýòîãî óñëîâèÿ îñòàâëÿåò ëèøü òðè íåçà-âèñèìûõ ïàðàìåòðà äëÿ âàðüèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòåìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà äëÿ ìàññèâà øèðèí è ãëó-áèí ÿìû áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ, à òàêæå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõäîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì �óíêöèîíàëà, ò. å. áûëè íàéäåíûÂÔ ñîñòîÿíèé. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññ÷èòàííûå ÂÔñðàâíèâàþòñÿ ñ òî÷íûìè.Èçìåíèâ â ãàìèëüòîíèàíå H îðáèòàëüíîå êâàíòîâîå÷èñëî ñ l = 0 íà l = 1, îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîììîæíî íàéòè ÂÔ è ýíåðãèþ ïåðâîãî âîçáóæäåííîãîñîñòîÿíèÿ p -òèïà. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèåîðòîãîíàëüíîñòè ÂÔ îñíîâíîãî è âîçáóæäåííîãî ñîñòî-ÿíèé âêëþ÷àòü â �óíêöèîíàë íå íàäî, òàê êàê îðòî-ãîíàëüíîñòü áóäåò äîñòèãàòüñÿ çà ñ÷åò îðòîãîíàëüíîñòèóãëîâîé ÷àñòè ÂÔ.



68 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 3Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êëàññ �óíêöèé (4) áûë âû-áðàí òàê, ÷òîáû áûëà âîçìîæíîñòü îïèñàòü êàê âîë-íîâóþ �óíêöèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, áåç óçëîâ âîëíî-âîé �óíêöèè, òàê è ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿs -òèïà (ñ îäíèì óçëîì ðàäèàëüíîé �óíêöèè). Ïîýòî-ìó ïðè íàõîæäåíèè ýíåðãèè âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿìîæíî èñïîëüçîâàòü òî æå ñåìåéñòâî âîëíîâûõ �óíê-öèé (4). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ÷åòû äëÿ âîçáóæäåííî-ãî ñîñòîÿíèÿ íå ïðîâîäèëèñü.4. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâÍà ðèñ. 1 è 2 ïîêàçàíû ãðà�èêè âîëíîâîé �óíêöèèè ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ðàäèàëüíîéêîîðäèíàòû r , ðàññ÷èòàííûå òî÷íî è âàðèàöèîííûì ìå-òîäîì. Ñðàâíåíèå ãðà�èêîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî â èíòåðâàëåèçìåíåíèÿ êîîðäèíàòû 0 < r 6 3r0 íàáëþäàåòñÿ õîðî-øåå ñîãëàñèå òî÷íîé è âàðèàöèîííîé ÂÔ è ýëåêòðîííîéïëîòíîñòè. Ïðè á�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàòû r , íåïîêàçàííûõ íà ãðà�èêå, ÂÔ òàêæå õîðîøî ñîâïàäàþò.À çíà÷èò, ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ïåðåêðûòèÿ ÂÔäâóõ ðàçíåñåííûõ â ïðîñòðàíñòâå ïðèìåñíûõ öåíòðîâ

�èñ. 1. Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ýëåêòðîíà. Ïóíêòèðîì ïî-êàçàíà òî÷íàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, ÷àñòûìè òî÷êàìè �ðàññ÷èòàííàÿ âàðèàöèîííûì ìåòîäîì, âåðòèêàëüíàÿëèíèÿ � ãðàíèöà ÿìû. Ïàðàìåòðû ÿìû íà ðèñóíêå:U0 = 20, r0 = 0.3

�èñ. 2. Ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü. Ïóíêòèðîì ïîêàçàíàýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü íà îñíîâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ,÷àñòûìè òî÷êàìè � ðàññ÷èòàííàÿ âàðèàöèîííûì ìåòî-äîì, âåðòèêàëüíàÿ ëèíèÿ � ãðàíèöà ÿìû. Ïàðàìåòðûÿìû íà ðèñóíêå: U0 = 20, r0 = 0.3

èëè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îïåðàòîðà êîîðäèíàòû òî÷íóþÂÔ ìîæíî çàìåíèòü íà âàðèàöèîííóþ, ñóùåñòâåííîñîêðàòèâ âðåìÿ âû÷èñëåíèé çà ñ÷åò áîëåå ïðîñòîãîâèäà âàðèàöèîííûõ âîëíîâûõ �óíêöèé è íå ïîòåðÿâòî÷íîñòü. Áîëåå òîãî, ñ âàðèàöèîííûìè ÂÔ íåêîòîðûåèíòåãðàëû ìîæíî âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè, â òî âðåìÿêàê ñ òî÷íûìè ÂÔ ýòî ñäåëàòü ñëîæíî.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îñíîâíî-ãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû îò ïàðàìåòðà U0r20 . Êàê âèäíîèç ãðà�èêà, çíà÷åíèå ýíåðãèè, ðàññ÷èòàííîå âàðèàöè-îííûì ìåòîäîì âî âñåì èíòåðâàëå ïàðàìåòðîâ ÿìû10 6U0 6 150, 0.1 6 r0 6 0.5 õîðîøî ïðèáëèæàåò òî÷-íîå çíà÷åíèå ýíåðãèè. Ïîêàçàííàÿ íà ðèñóíêå ëèíåéíàÿàïïðîêñèìàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò áûñòðî îöåíèòüïîëîæåíèå îñíîâíîãî óðîâíÿ ýíåðãèè äëÿ çàäàííîéøèðèíû è ãëóáèíû ÿìû.

�èñ. 3. Çíà÷åíèå ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, äîìíî-æåííîå íà r20 , â çàâèñèìîñòè îò êîìáèíèðîâàííîãîïàðàìåòðà U0r20 . Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíà ýíåð-ãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ òî÷íîãî è âàðèàöèîííî-ãî ìåòîäà (îíè ñîâïàäàþò) ïðè ðàçíûõ r0 . Ïóíêòè-ðîì ïîêàçàíà ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèìîñòè:�"r20 � 1.32�0.93U0r20 . Êðèâûå ýíåðãèè ïîñòðîåíû äëÿèíòåðâàëà 106U0 6 150, 0.16 r0 6 0.5Çàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íûé ðàñ÷åòóðîâíåé ýíåðãèè è âîëíîâûõ �óíêöèé îñíîâíîãî è ïåð-âîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèé â ÿìå ìîæíî çàìåíèòüïðèáëèæåííûì íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ìåòîäà �èòöà.Îáúÿñíèì âêðàòöå ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ âàðè-àöèîííîãî ìåòîäà.Âñå âû÷èñëåíèÿ âàðèàöèîííîãî ìåòîäà ïðîâîäÿòñÿáûñòðåå, ÷åì â òî÷íîì ìåòîäå, òàê êàê îïåðèðóþò ñ áî-ëåå ïðîñòûìè âûðàæåíèÿìè, ïðèòîì ÷òî ïî òî÷íîñòèâ �èçè÷åñêè èíòåðåñíîé îáëàñòè êîîðäèíàò r 6 5r0 (íàòàêîì ðàññòîÿíèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü äâà ïðèìåñíûõöåíòðà, ìåæäó êîòîðûìè ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ýëåêòðî-íà; ñì., íàïðèìåð, [9℄) âàðèàöèîííûé ìåòîä íå óñòóïàåòòî÷íîìó êàê â ðàñ÷åòå ýíåðãèè, òàê è â ðàñ÷åòå ÂÔñîñòîÿíèÿ.Â òî÷íîì ìåòîäå âî âíóòðåííåé îáëàñòè ðåøåíèåïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà � âûðîæ-äåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè, ïîìíîæåííîéíà íåêîòîðîå íåñëîæíîå âûðàæåíèå. Äëÿ êîíêðåòíûõ



ÔÈÇÈÊÀ ÊÎÍÄÅÍÑÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈß ÂÅÙÅÑÒÂÀ 69ðàñ÷åòîâ îò ýòîãî ðÿäà áåðåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî÷ëåíîâ. Îêîëî 15 ÷ëåíîâ îáåñïå÷èâàþò îòíîñèòåëüíóþòî÷íîñòü ïîðÿäêà 10�7 . Âî âíåøíåé îáëàñòè âîëíî-âàÿ �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì, êîòîðûé íåïðåäñòàâèì â âèäå êîìáèíàöèè ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé.Ñøèâàíèå ðåøåíèé äëÿ âíåøíåé è âíóòðåííåé îáëà-ñòè íà ãðàíèöå ÿìû è íàõîæäåíèå ýíåðãèè ñîñòîÿíèÿïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî òðóäíóþ çàäà÷ó èç-çàñëîæíîãî âèäà âûðàæåíèé, à òàêæå íåîäíîçíà÷íîñòèâûáîðà êîðíÿ, êîòîðóþ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèéãëóáèíû è øèðèíû ÿìû ìîæíî ðåøèòü ëèøü ÷èñëåííî.Â âàðèàöèîííîì ìåòîäå ïðîáíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿáûëà âûáðàíà ëèíåéíîé âî âíóòðåííåé îáëàñòè è âèäà�C3 + C4r � e�kr âî âíåøíåé îáëàñòè. Ñøèâàíèå �óíêöèèíà ãðàíèöå è âûáîð íîðìèðîâêè áûëè ïðîèçâåäåíûàíàëèòè÷åñêè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷åíû òðè óðàâ-íåíèÿ äëÿ èñêëþ÷åíèÿ òðåõ èç ïÿòè âàðèàöèîííûõïàðàìåòðîâ. Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëåí �óíêöèîíàë ïîëíîéýíåðãèè, êîòîðûé ìèíèìèçèðîâàí ïî îñòàâøèìñÿ äâóìïàðàìåòðàì. Ïî îäíîìó èç íèõ ïîèñê ýêñòðåìóìà äàåòêâàäðàòíîå óðàâíåíèå, ðåøåíèå êîòîðîãî íå ïðåäñòàâ-ëÿåò íèêàêîé ñëîæíîñòè. Ïî ïîñëåäíåìó æå ïàðàìåòðóìèíèìóì èùåòñÿ ÷èñëåííî. Çàìåòèì, ÷òî â âàðèàöè-îííîì ìåòîäå íå ïðèõîäèòñÿ äóìàòü î ïðàâèëüíîìâûáîðå êîðíÿ, êàê â òî÷íîì ðåøåíèè: âåäü ìèíèìóìó óïîìÿíóòîãî �óíêöèîíàëà òîëüêî îäèí. Ýòî ñâîéñòâîïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííîå ðåøåíèå êàê ïåð-âîå ïðèáëèæåíèå ïðè íàõîæäåíèè òî÷íîãî.Âî-âòîðûõ, âîëíîâûå �óíêöèè, ðàññ÷èòàííûå ñ ïî-ìîùüþ âàðèàöèîííîãî ðåøåíèÿ, õîðîøî ïðèáëèæàþòòî÷íûå âîëíîâûå �óíêöèè íà ãðàíèöå ÿìû è âíå åå, ÷òî
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