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.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 10.02.2011, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 06.04.2011Äîêàçàíà îáîáùåííàÿ òåîðåìà Õààãà â SO(1, k)-èíâàðèàíòíîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ (ñ ïðîèç-âîëüíûì ÷èñëîì íåêîììóòàòèâíûõ ïåðåìåííûõ m), ò. å. óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü îò k � ÷èñëàñîâïàäàþùèõ �óíêöèé Óàéòìàíà â äâóõ òåîðèÿõ, ñâÿçàííûõ óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðèîäèíàêîâûõ âðåìåíàõ. Ïîëó÷åíû íîâûå ñëåäñòâèÿ îáîáùåííîé òåîðåìû Õààãà. Äîêàçàíî, ÷òîðàâåíñòâî (k+1)-òî÷å÷íûõ �óíêöèé Óàéòìàíà â äâóõ òåîðèÿõ âåäåò ê ðàâåíñòâó àìïëèòóä ðàññåÿíèÿíåêîòîðûõ íåóïðóãèõ ïðîöåññîâ â ýòèõ òåîðèÿõ. Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî ÷åòûðåõòî÷å÷íûõ �óíêöèéÓàéòìàíà ïðèâîäèò ê ñîâïàäåíèþ àìïëèòóä óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ â äâóõ òåîðèÿõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîîïòè÷åñêîé òåîðåìå, ê ðàâåíñòâó ïîëíûõ ñå÷åíèé ðàññåÿíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä â íåêîììóòàòèâíîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, �óíêöèè Óàéòìàíà,îáîáùåííàÿ òåîðåìà Õààãà.ÓÄÊ: 530.145. PACS: 11.10.Cd, 11.10.Kk, 11.10.Nx.ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíî îáîáùåíèå îäíî-ãî èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäàâ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ � òåîðåìû Õààãà [1, 2℄.Â ãàìèëüòîíîâîé ñõåìå êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå in- è out-ïîëÿ ñâÿçàíûñ âçàèìîäåéñòâóþùèìè ãàéçåíáåðãîâûìè ïîëÿìè óíè-òàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Òåîðåìà Õààãà ïîêàçûâàåò,÷òî, ñîãëàñíî òðåáîâàíèþ ðåëÿòèâèñòñêîé èíâàðèàíò-íîñòè, òåîðèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé îêàçûâàåòñÿýêâèâàëåíòíîé òåîðèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîëåé. Èñïîëü-çóåìîå â îáû÷íîé �îðìóëèðîâêå òåîðèè âîçìóùåíèé¾ïðåäñòàâëåíèå âçàèìîäåéñòâèÿ¿, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ñó-ùåñòâóåò. Ýòî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå õîðîøî îïðåäåëåí-íîãî îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé H ,ñâÿçûâàþùåãî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëå ñ âçàèìîäåéñòâó-þùèì ïîëåì.Ñîãëàñíî îáîáùåííîé òåîðåìå Õààãà, â òåîðèÿõ, ñâÿ-çàííûõ óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ñîâïàäàåò íåêîòî-ðîå ÷èñëî ïåðâûõ �óíêöèé Óàéòìàíà. Â SO(1, 3)-èí-âàðèàíòíîé òåîðèè ýòî ÷èñëî ðàâíî ÷åòûðåì. ÔóíêöèèÓàéòìàíà � ýòî îáîáùåííûå �óíêöèè, ðàâíûå âàêóóì-íûì ñðåäíèì îò ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ êâàíòîâàí-íûõ ïîëåé:W =W (x1, . . . , xn) = (	0,'(x1) � � �'(xn)	0), (1)ãäå 	0 � âàêóóìíûé âåêòîð.Âñå ñîäåðæàíèå êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ìîæåò áûòüïåðåâåäåíî íà ÿçûê ñâîéñòâ �óíêöèé Óàéòìàíà: çíàÿýòè �óíêöèè, ìîæíî âîññòàíîâèòü ãèëüáåðòîâî ïðî-ñòðàíñòâî âåêòîðîâ ñîñòîÿíèé, óíèòàðíîå ïðåäñòàâëå-íèå ñïèíîðíîé ãðóïïû Ïóàíêàðå â íåì è êîâàðèàíòíûåîïåðàòîðíûå ïîëÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñüâñå îñíîâíûå ïîñòóëàòû êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ [1�3℄.

×òîáû íå óñëîæíÿòü âû÷èñëåíèÿ, ìû ðàññìîòðèì ñëó-÷àé íåéòðàëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òîïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íàîáùèé ñëó÷àé. Èçíà÷àëüíî îáîáùåííàÿ òåîðåìà Õà-àãà áûëà äîêàçàíà äëÿ ñëó÷àÿ ëîðåíö-èíâàðèàíòíîéêâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ â îáû÷íîì ÷åòûðåõìåðíîìïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (SO(1, 3)-ñèììåòðèÿ). Â íåêîì-ìóòàòèâíîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ (ÍÊÒÏ) îáîáùåí-íàÿ òåîðåìà Õààãà â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàñ-ñìàòðèâàëàñü â [4, 5℄. ÍÊÒÏ, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíèì èçîáîáùåíèé ñòàíäàðòíîé ÊÒÏ, èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿâ ïîñëåäíèå ãîäû (ñì. îáçîðû [6, 7℄). Ñóùåñòâåí-íûé èíòåðåñ ê ÍÊÒÏ ñâÿçàí, â ÷àñòíîñòè, ñ òåì,÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ îíà ÿâëÿåòñÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêèìïðåäåëîì òåîðèè ñòðóí [8℄. Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîäâ ÍÊÒÏ áûë ñ�îðìóëèðîâàí â [9, 10℄ è ðàçâèòâ [5, 11�13℄.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåîáîáùåííîé òåîðåìû Õààãà íà ñëó÷àé SO(1, k)-èíâà-ðèàíòíîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, ò. å. òåîðèè, èíâà-ðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèéËîðåíöà â (k+1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, çàòðàãèâàþùèõîäíó âðåìåííóþ ïåðåìåííóþ è k êîììóòàòèâíûõ ïðî-ñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì ÷èñëî íåêîììó-òàòèâíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòüïðîèçâîëüíûì. Ìû çàäàåìñÿ öåëüþ âûÿñíèòü, ñêîëüêî�óíêöèé Óàéòìàíà ñîâïàäàåò â äâóõ òåîðèÿõ, ñâÿ-çàííûõ óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, â ýòîì ñëó÷àå.Êðîìå òîãî, âàæíî ïîëó÷èòü �èçè÷åñêèå ñëåäñòâèÿèç îáîáùåííîé òåîðåìû Õààãà, êàñàþùèåñÿ ïðîöåññîâðàññåÿíèÿ ÷àñòèö. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåéðàáîòå, èíòåðåñíû, ïîñêîëüêó â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòðî-ÿòñÿ ðàçëè÷íûå òåîðèè â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîãî÷èñëà èçìåðåíèé.14 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 4



28 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 4Äîêàçàòåëüñòâî îáîáùåííîé òåîðåìû Õààãà ñóùå-ñòâåííî èñïîëüçóåò íåêîòîðûå äðóãèå èçâåñòíûå ðå-çóëüòàòû àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà. Ñîãëàñíî òåîðåìåÁàðãìàíà�Õîëëà�Óàéòìàíà [1�3℄, �óíêöèè ÓàéòìàíàW (x1, . . . , xn) ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè �óíê-öèé W (z1, . . . , zn), zi = xi + iyi , àíàëèòè÷åñêèõ â îáëà-ñòÿõ Tn , íàçûâàåìûõ ðàñøèðåííûìè òðóáàìè. Íàïîì-íèì, ÷òî âñëåäñòâèå òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè�óíêöèè Óàéòìàíà ÿâëÿþòñÿ íà ñàìîì äåëå �óíêöèÿìèðàçíîñòíûõ ïåðåìåííûõ �i = xi � xi+1 . ÑîîòâåòñòâåííîW (z1, . . . , zn) =W (�1, . . . , �n�1), �i = zi � zi+1 .Îñîáåííî èíòåðåñíî, ÷òî ðàñøèðåííàÿ òðóáà Tnïðè âñåõ n ñîäåðæèò âåùåñòâåííûå òî÷êè, íàçûâàåìûåòî÷êàìè Éîñòà [1�3℄. Îíè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â äîêà-çàòåëüñòâå òåîðåìû Õààãà.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè Éîñòàðàçäåëåíû ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì èíòåðâàëîì(rk� rl)2 < 0. (2)Âñëåäñòâèå óñëîâèÿ (2) êàæäàÿ òî÷êà Éîñòà âõîäèòâ ìíîæåñòâî òî÷åê Éîñòà âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñò-íîñòüþ. Ïîýòîìó òî÷êè Éîñòà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò�óíêöèè Óàéòìàíà, èíûìè ñëîâàìè, äâå �óíêöèè Óàéò-ìàíà, ñîâïàäàþùèå â òî÷êàõ Éîñòà, ñîâïàäàþò òîæäå-ñòâåííî. Áîëåå òîãî, äîñòàòî÷íî ñîâïàäåíèÿ �óíêöèéÓàéòìàíà íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà òî÷åêÉîñòà. Ïîýòîìó îíè èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ðàññìîò-ðåíèè ñîâïàäàþùèõ �óíêöèé Óàéòìàíà â îáîáùåííîéòåîðåìå Õààãà.Ëîêàëüíîå êâàíòîâàííîå ïîëå '(x) îïðåäåëÿåò-ñÿ êàê îáîáùåííàÿ �óíêöèÿ ñ îïåðàòîðíûìè çíà÷å-íèÿìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ëþáîé îñíîâíîé �óíêöèèf (x) 2 L(R4 ) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåîãðàíè÷åííûéîïåðàòîð '(f ), äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâñîñòîÿíèÿ H . Íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëåíèÿ êâàíòîâàí-íîãî ïîëÿ êàê îïåðàòîðíîé îáîáùåííîé �óíêöèè ñëå-äóåò èç òîãî �àêòà, ÷òî äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àåàñèìïòîòè÷åñêîãî ïîëÿ îïåðàòîð ïîëÿ íå ìîæåò áûòüîïðåäåëåí â òî÷êå íè äëÿ îäíîãî âåêòîðà ïðîñòðàíñòâàH [2℄. Ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèè ÓàéòìàíàW =W (x1, . . . , xn) = (	0,'(x1) � � �'(xn)	0) (3)âñåãäà ñóùåñòâóþò êàê îáîáùåííûå �óíêöèè ïî êàæ-äîìó àðãóìåíòó.Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ðàñøèðåííàÿ òðóá÷àòàÿ îá-ëàñòü ñîäåðæèò âåùåñòâåííûå òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî,�óíêöèè Óàéòìàíà � íå òîëüêî ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿãîëîìîð�íûõ �óíêöèé, íî ñàìè àíàëèòè÷íû â íåêîòî-ðîé âåùåñòâåííîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåí-íî-âðåìåíí�ûõ àðãóìåíòîâ. Èìåííî �àêò ðàâåíñòâàíåêîòîðûõ �óíêöèé Óàéòìàíà â ýòîé âåùåñòâåííîéîáëàñòè è ñîñòàâèò îñíîâó íàøèõ ðàññóæäåíèé ïðèäîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Õààãà.Íàïîìíèì, ÷òî íåêîììóòàòèâíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ ââîäèòñÿ çàìåíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõêîîðäèíàò x íà îïåðàòîðû �x , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäó-þùèì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì:[�x�, �x�℄ = i���, (4)ãäå ��� � ïîñòîÿííàÿ àíòèñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.Èíòåðåñíûì âàðèàíòîì ÍÊÒÏ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êî-ãäà íåêîììóòàòèâíîñòü çàòðàãèâàåò òîëüêî ïðîñòðàí-

ñòâåííûå ïåðåìåííûå, ò. å. êîãäà �0i = 0. Çàìåòèì,÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÍÊÒÏ ÿâëÿåòñÿ íèçêîýíåðãåòè÷å-ñêèì ïðåäåëîì òåîðèè ñòðóí. Åñëè �0i = 0, òî âñå-ãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé òîëüêî�12 = ��21 6= 0 [14℄. Òîãäà áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäèíàòû x0 è x3 êîììóòàòèâíû, à êî-îðäèíàòû x1 è x2 íåêîììóòàòèâíû (ðàçóìååòñÿ, ïîêàèìååòñÿ â âèäó ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ).Èìåííî ñëó÷àé �0i = 0 ìû è áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëååâ íàñòîÿùåé ðàáîòå.Ñîîòíîøåíèå (4) íàðóøàåò ëîðåíö-èíâàðèàíòíîñòüòåîðèè, íî â íåé ñîõðàíÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðè-àíòíîñòü, à òàêæå SO(1, 1) 
 SO(2)-ñèììåòðèÿ. Îòìå-òèì, ÷òî ÍÊÒÏ ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà â êîì-ìóòàòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè îáû÷íîå ïðîèçâåäåíèåìåæäó îïåðàòîðàìè, ñòðîãî ãîâîðÿ, ìåæäó ñîîòâåòñòâó-þùèìè ïðîáíûìè �óíêöèÿìè, çàìåíåíî çâåçäî÷íûì(ìîÿëîâñêèì) ïðîèçâåäåíèåì [6, 7℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåîðèþâ ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà èçìåðåíèé. Ïðèýòîì èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî SO(1, k)-ñèììåòðèÿ ïî îòíî-øåíèþ ê êîììóòàòèâíûì ïåðåìåííûì, ÷èñëî êîòîðûõðàâíî k+1 (ò. å. îäíà âðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ è k ïðî-ñòðàíñòâåííûõ). Òðàíñ�îðìàöèîííûå ñâîéñòâà ïîëåé ïîîòíîøåíèþ ê íåêîììóòàòèâíûì ïåðåìåííûì äëÿ íàñíåñóùåñòâåííû.Ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿåòñÿ è ïîñòóëàò ñïåêòðàëü-íîñòè, âõîäÿùèé â ñïèñîê ïðåäïîëîæåíèé, íåîáõî-äèìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáîáùåííîé òåîðåìû Õà-àãà. À èìåííî, åñëè â êîììóòàòèâíîé òåîðèè êàæ-äûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé �èçè÷åñêîìó ñîñòîÿ-íèþ, ïðåäïîëàãàåòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì, òî â ñëó-÷àå SO(1, k)-èíâàðèàíòíîé ÍÊÒÏ íåîáõîäèìî, ÷òîáûñïåêòð ýíåðãèè-èìïóëüñà íå ñîäåðæàë ïðîñòðàíñòâåí-íîïîäîáíûõ âåêòîðîâ òîëüêî ïî êîìïîíåíòàì èìïóëüñà,ñîîòâåòñòâóþùèì êîììóòàòèâíûì êîîðäèíàòàì. Íàïðè-ìåð, îáû÷íîå ñïåêòðàëüíîå óñëîâèå â SO(1, 3)-èíâà-ðèàíòíîé òåîðèè èìååò âèä P0n > jPnj . Â ñëó÷àå æåSO(1, 1)-èíâàðèàíòíîé ÍÊÒÏ (x0 è x3 êîììóòàòèâíû,x1 è x2 íåêîììóòàòèâíû) ýòî óñëîâèå âûãëÿäèò òàê:P0n > jP3n j . Íàêîíåö, â îáùåì ñëó÷àå íåêîììóòàòèâ-íîé SO(1, k)-èíâàðèàíòíîé òåîðèè óñëîâèå ïðèâîäèòñÿê ñëåäóþùåìó âèäó: P0n > � kPi=1(Pin)2�1/2 , ãäå ñóììèðîâà-íèå ïðîâîäèòñÿ ïî èíäåêñàì êîììóòàòèâíûõ êîîðäèíàò.Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî íåêîì-ìóòàòèâíûì ïåðåìåííûì �óíêöèè Óàéòìàíà ñòàíî-âÿòñÿ îïåðàòîðíîçíà÷íûìè îáîáùåííûìè �óíêöèÿìèóìåðåííîãî ðîñòà ïî îòíîøåíèþ ê êîììóòàòèâíûìïåðåìåííûì. Åäèíñòâåííîå óñëîâèå, êîòîðîìó �óíê-öèè Óàéòìàíà äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïî îòíîøåíèþê íåêîììóòàòèâíûì ïåðåìåííûì, ñâîäèòñÿ ê êîððåêò-íîìó îïðåäåëåíèþ ?-ïðîèçâåäåíèÿ ïðîáíûõ �óíêöèé,èíûìè ñëîâàìè, ê íàõîæäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàñ-ñà ïðîñòðàíñòâ ïðîáíûõ �óíêöèé. Ïðè âûáîðå ìîÿ-ëîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîáíûå �óíêöèè, ñîîòâåòñòâó-þùèå ïðîñòðàíñòâó, â êîòîðîì äåéñòâóþò îïåðàòîðûêâàíòîâàííîãî ïîëÿ, äîëæíû ïðèíàäëåæàòü îäíîìó èçïðîñòðàíñòâ �åëü�àíäà-Øèëîâà S� ñ � < 1/2 [12℄.Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â [15℄.Òåîðåìà Áàðãìàíà�Õîëëà�Óàéòìàíà ëåãêî îáîáùà-åòñÿ íà ñëó÷àé SO(1, k)-èíâàðèàíòíîé òåîðèè, ñîãëàñíî



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 29êîòîðîé �óíêöèè Óàéòìàíà àíàëèòè÷íû â ñîîòâåòñòâó-þùèõ ðàñøèðåííûõ òðóáàõ Tn , êîòîðûå òàê æå, êàêè â ñëó÷àå SO(1, 3)-ñèììåòðèè, ñîäåðæàò âåùåñòâåííûåòî÷êè àíàëèòè÷íîñòè.1. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà ÕààãàÂ àêñèîìàòè÷åñêîé �îðìóëèðîâêå êâàíòîâîé òåîðèèïîëÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû ïîëÿ, ñãëàæåííûåïî âñåì ÷åòûðåì êîîðäèíàòàì â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâñîñòîÿíèé H , ÿâëÿþòñÿ íåîãðàíè÷åííûìè îïåðàòîðà-ìè. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Õààãà ìû äîëæíûïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïîëÿ, ñãëàæåííûå ëèøü ïî òðåìïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì'(f , t) = ZR3 '(t, x)f (x)d3x �f 2 L(R3 )�,èìåëè ñìûñë îïåðàòîðîâ â H . Êðîìå òîãî, ïðåäïî-ëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà ïîëåé '(f , t) â �èêñèðîâàííûéìîìåíò âðåìåíè t íåïðèâîäèìà, ò. å. åñëè îãðàíè÷åííûéîïåðàòîð B ñëàáî êîììóòèðóåò ñî âñåìè '(f , t),�'�(f , t)�,B	�= ��,B'(f , t)	�ïðè âñåõ �, 	 2H , f 2 L(R3 ), òî B êðàòåí åäèíè÷íîìóîïåðàòîðó.Íàïîìíèì �îðìóëèðîâêó îáîáùåííîé òåîðåìû Õàà-ãà â ñòàíäàðòíîé òåîðèè.Òåîðåìà (Õààãà). Ïóñòü '1(f , t) è '2(f , t) � äâàíåïðèâîäèìûõ íàáîðà îïåðàòîðîâ ñêàëÿðíîãî íåé-òðàëüíîãî ïîëÿ â ìîìåíò âðåìåíè t , îïðåäåëåííûõñîîòâåòñòâåííî â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ H1è H2 . Ïóñòü, êðîìå òîãî, îáå òåîðèè èíâàðèàíòíûîòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííîé ãðóïïû ÏóàíêàðåUj(a,�)'j(x)U�1j (a,�) = 'j(�x+ a), (5)Uj(a,�)	0j =	0j, j = 1, 2. (6)Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ñóùåñòâóåò óíèòàðíîå ïðå-îáðàçîâàíèå V , ñâÿçûâàþùåå ïîëÿ â ïðîèçâîëüíûéìîìåíò âðåìåíè t :'2(f , t) =V'1(f , t)V�1, (7)
	02 =V	01, (8)ãäå 
 � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ðàâíîå ïî ìîäóëþ åäè-íèöå. Ïóñòü, íàêîíåö, èìååò ìåñòî ïîñòóëàò ñïåê-òðàëüíîñòè. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïåðâûå ÷åòû-ðå �óíêöèè Óàéòìàíà ñîâïàäàþò â îáåèõ òåîðèÿõ.Åñëè, êðîìå òîãî, '1(x) � àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëåìàññû m, òî '2(x) � òîæå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîëåòîé æå ìàññû è îáå òåîðèè ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå óñëîâèå (8) �àê-òè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ (7) ïðè âåñüìàîáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (ñì. óòâåðæäåíèå â êîíöå ýòîãîðàçäåëà).Ïðèâåäåì çäåñü èäåþ äîêàçàòåëüñòâà ñîâïàäåíèÿïåðâûõ ÷åòûðåõ �óíêöèé Óàéòìàíà [1, 2℄, ÷òîáû çàòåìîáîáùèòü ðàññóæäåíèÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé ðàçìåð-íîñòè.Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (7) è (8) ñëåäóåò, ÷òî âñå�óíêöèè Óàéòìàíà â îáåèõ ðàññìàòðèâàåìûõ òåîðèÿõñîâïàäàþò ïðè ðàâíûõ âðåìåíàõ:

(	01,'1(t, x1) � � �'1(t, xn)	01) == (	02,'2(t, x1) � � �'2(t, xn)	02). (9)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî òî÷êè (t, xi) ïðèíàäëåæàò ïîäìíîæå-ñòâó òî÷åê Éîñòà.Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè n6 4 òî÷êè ñ ðàâíûìèâðåìåííûìè êîìïîíåíòàìè è òî÷êè, ïîëó÷åííûå èçíèõ ñîáñòâåííûìè (âåùåñòâåííûìè) ïðåîáðàçîâàíèÿìèËîðåíöà, îáðàçóþò âåùåñòâåííóþ îêðåñòíîñòü â îáëà-ñòè àíàëèòè÷íîñòè �óíêöèé Óàéòìàíà F�(�1, . . . , �n�1)(�= 1, 2, �j = �j + i�j , �j = xj � xj+1 ). Ïðè n= 1�óíêöèÿ Óàéòìàíà ðàâíà êîíñòàíòå, ýòîò ñëó÷àé òðè-âèàëåí. Ïðè n= 2 ëþáîé âåêòîð ðàññìàòðèâàåìîãîòèïà ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíâ ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûé âåêòîð. Îòìåòèì, ÷òî ïðèn= 2 ïðîèçâîëüíûå ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûå âåêòîðûèñ÷åðïûâàþò ìíîæåñòâî òî÷åê Éîñòà. Äîêàçûâàåòñÿ,÷òî ïðè n= 4 �óíêöèè Óàéòìàíà ñîâïàäàþò íà îòêðû-òîì ïîäìíîæåñòâå òî÷åê Éîñòà, è, ñëåäîâàòåëüíî, èõàíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ â îáåèõ òåîðèÿõ ñîâïàäàþòòîæäåñòâåííî, à çíà÷èò, ðàâíû è èõ ïðåäåëüíûå çíà÷å-íèÿ ïðè âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòàõ. �Îáîáùèì òåïåðü ýòî óòâåðæäåíèå íà ñëó÷àéSO(1, k)-èíâàðèàíòíîñòè îáåèõ òåîðèé, êîòîðûå ìîãóòòàêæå ñîäåðæàòü ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî m íåêîììóòàòèâ-íûõ êîîðäèíàò. Ïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,÷òî âðåìåíí�àÿ è ïåðâûå k ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàòâåêòîðà êîììóòàòèâíû, à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû íåêîì-ìóòàòèâíû. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåìSO(1, k)-ñèììåòðèþ òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâûìk+1 ïåðåìåííûì. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðîâîäèìûåíèæå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàòðàãèâàþò òîëüêî êîîðäèíàòû,óäîâëåòâîðÿþùèå SO(1, k)-ñèììåòðèè, ìû íå áóäåìâûïèñûâàòü ÿâíî äðóãèå êîîðäèíàòû. Ñ ó÷åòîì ýòî-ãî êàæäûé âåêòîð áóäåò èìåòü âèä (�0, �). ÔóíêöèèÓàéòìàíà â îáåèõ òåîðèÿõ ïî-ïðåæíåìó ñîâïàäàþò ïðèðàâíûõ âðåìåíàõ (÷òî ñëåäóåò èç (7) è (8)). Îêàçû-âàåòñÿ, ÷òî ïðè n> k+1 âåêòîðû �1, . . . , �n ìîãóòáûòü ñâÿçàíû ñîáñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöàñ âåêòîðàìè ��j = (0, ��j), j = 1, 2, . . . ,n , åñëè òîëüêî îíèâõîäÿò â ñïåöèàëüíûé íàáîð. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè �jíå îáðàçóþò îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà òî÷åê Éîñòà,ïîýòîìó îíè íå ìîãóò îïðåäåëÿòü �óíêöèè Óàéòìàíà.Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü � � íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå ïðå-îáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ��j = ��j . Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçî-âàíèå Ëîðåíöà ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, òîòî÷êè �j òàêæå âõîäÿò â ìíîæåñòâî òî÷åê Éîñòà, ò. å.óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (2). ×èñëî ýòèõ âåêòîðîâ náîëüøå ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà k , ñëåäîâàòåëüíî,îíè çàâåäîìî ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûìè è íå ìîãóòîáðàçîâûâàòü îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà òî÷åêÉîñòà.Åñëè æå n 6 k , òî ìîæíî âûáðàòü n ëèíåéíîíåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ��j = (0, ��j), j = 1, . . . ,n . Äåé-ñòâèòåëüíî, ïîëüçóÿñü ïðîèçâîëüíîñòüþ âåêòîðà ��1 , ìûìîæåì âûáðàòü ��2 òàê, ÷òîáû ��1?��2 . Äàëåå ìîæíî ïî-ñòðîèòü âåêòîð ��3 òàêîé, ÷òî ��3?��1 , ��3?��2 . Ïðîäîëæàÿýòó ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ àíàëîãè÷íà èçâåñòíîé ïðîöåäó-ðå îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà, ïîëó÷èì ñèñòåìóîðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ f��jg : ��i ? ��j , i 6= j . Êàæäûé15 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 4



30 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 4èç ýòèõ âåêòîðîâ ��j îáðàçóåò ëèíåéíóþ îáîëî÷êó,ñîñòîÿùóþ èç âåêòîðîâ ���j , � 2 R . Ïîñêîëüêó âåê-òîðû èç ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê îðòîãîíàëüíû:�i��i ? �j��j , ïîñòîëüêó îðòîãîíàëüíûìè áóäóò è âåêòîðû,ïîëó÷àþùèåñÿ èç íèõ ñîáñòâåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-ìè Ëîðåíöà: �j � = �(���j) (j = 1, . . . ,n , � 2 R ). Ñîâî-êóïíîñòü îðòîãîíàëüíûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿëèíåéíî íåçàâèñèìîé, ïîýòîìó âåêòîðû �j� îáðàçóþòîòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê Éîñòà. Òàêèì îáðàçîì,äîêàçàíî ñîâïàäåíèå âñåõ �óíêöèé Óàéòìàíà âïëîòü äîk-òî÷å÷íûõ (â ðàçíîñòíûõ ïåðåìåííûõ). Ïåðåõîäÿ îòðàçíîñòíûõ ïåðåìåííûõ ê îáû÷íûì (x1, . . . , xn), ïîëó-÷èì, ÷òî â ñëó÷àå SO(1, k)-ñèììåòðèè è ïðîèçâîëüíîãî÷èñëà m íåêîììóòàòèâíûõ ïåðåìåííûõ â îáåèõ òåîðèÿõñîâïàäàþò ïåðâûå k+1 �óíêöèÿ Óàéòìàíà.Óòâåðæäåíèå. Óñëîâèå (8) âûïîëíåíî, åñëè âàêó-óìíûå âåêòîðû 	i0 ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè íîðìè-ðîâàííûìè, òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíûìè ñîñòîÿ-íèÿìè ïî îòíîøåíèþ ê ñäâèãàì Ui(a) âäîëü îäíîé èçêîîðäèíàò, âõîäÿùèõ â óñëîâèå SO(1, k)-ñèììåòðèè.Ïðèâîäèìîå íèæå äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ îáîáùå-íèåì êëàññè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà [2℄.Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðîñëåäèòü, ÷òî îïåðàòîðU�11 (a)V�1U2(a)V êîììóòèðóåò ñ îïåðàòîðàìè �'1(t, x)è âñëåäñòâèå íåïðèâîäèìîñòè íàáîðà ýòèõ îïåðàòîðîâïðîïîðöèîíàëåí åäèíè÷íîìó îïåðàòîðó [1℄. �àññìîòðåâïðåäåë a= 0, âèäèì, ÷òîU�11 (a)V�1U2(a)V = I. (10)Èç ðàâåíñòâà (10) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî åñëèU1(a)	10 =	10, (11)òî U2(a)V	10 =V	10. (12)Îòñþäà â ñèëó åäèíñòâåííîñòè òðàíñëÿöèîííî èíâà-ðèàíòíûõ ñîñòîÿíèé 	i0 â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàí-ñòâàõ Hi ñëåäóåò óñëîâèå (8). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.2. Îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ îáîáùåííîé òåîðåìû ÕààãàÏîëó÷èì îòäåëüíî ñëåäñòâèÿ îáîáùåííîé òåîðåìûÕààãà â ñëó÷àå SO(1, 1), SO(1, 3) è SO(1, k), k> 3,èíâàðèàíòíîñòè òåîðèè. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ íàøåðàññìîòðåíèå åñòü îáîáùåíèå äîêàçàòåëüñòâà, äàííî-ãî â [5℄. 2.1. SO(1, 1)-èíâàðèàíòíàÿ òåîðèÿ�àññìîòðèì ñíà÷àëà îáîáùåííóþ òåîðåìó Õààãàâ ñëó÷àå SO(1, 1)-èíâàðèàíòíîñòè òåîðèè. Â ñîîòâåò-ñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà â äâóõSO(1, k)-èíâàðèàíòíûõ òåîðèÿõ, ñâÿçàííûõ óíèòàðíûìïðåîáðàçîâàíèåì ïðè îäíîì è òîì æå âðåìåíè, ñîâïà-äàþò ïåðâûå k+1 �óíêöèÿ Óàéòìàíà. Òàêèì îáðàçîì,â SO(1, 1)-èíâàðèàíòíîé òåîðèè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâîäâóõòî÷å÷íûõ �óíêöèé Óàéòìàíà.Äîêàæåì, ÷òî åñëè îäíà èç ðàññìàòðèâàåìûõ òåîðèéòðèâèàëüíà, ò. å. ñîîòâåòñòâóþùàÿ S -ìàòðèöà ðàâíàåäèíèöå, òî è äðóãàÿ òðèâèàëüíà.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â SO(1, 1)-èíâàðèàíòíîé òåîðèèäëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñ�îðìóëèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà äî-ñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ñïåêòðàëüíîñòè, èñêëþ-

÷àþùåãî íàëè÷èå òàõèîíîâ, òîëüêî ïî îòíîøåíèþê êîììóòàòèâíûì êîîðäèíàòàì. Äåëî â òîì, ÷òî ýòîãîóñëîâèÿ äîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àíàëèòè÷íî-ñòè �óíêöèé Óàéòìàíà ïî êîììóòàòèâíûì ïåðåìåííûìâ îáëàñòè, ÿâëÿþùåéñÿ äâóìåðíûì àíàëîãîì ðàñøèðåí-íûõ òðóá. Êðîìå òîãî, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿòðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè òîëüêî äëÿ êîììóòà-òèâíûõ ïåðåìåííûõ.�àâåíñòâî äâóõòî÷å÷íûõ �óíêöèé Óàéòìàíà â äâóõòåîðèÿõ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ: åñëèêîììóòàòèâíûå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ëî-êàëüíîé êîììóòàòèâíîñòè è òîê â îäíîé èç ðàññìàòðè-âàåìûõ òåîðèé ðàâåí íóëþ, òî è â äðóãîé òåîðèè òîêðàâåí íóëþ.Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê W1(x1, x2) =W2(x1, x2), òî è
	10, j1	f j1f 	10�= 
	20, j2	f j2f 	20�, (13)ãäå jif = (�+m2)'if .Åñëè, íàïðèìåð, j1f = 0, òî â ïðîñòðàíñòâå ñ ïîëîæè-òåëüíîé ìåòðèêîé j2f 	20 = 0. (14)Èç ïîñëåäíåé �îðìóëû è óñëîâèÿ ëîêàëüíîé êîììóòà-òèâíîñòè [2℄ ñëåäóåò, ÷òîj2f � 0. (15)Íàøå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �2.2. SO(1, 3)-èíâàðèàíòíàÿ òåîðèÿÏåðåéäåì òåïåðü ê SO(1, 3)-èíâàðèàíòíîé òåîðèè,òî÷íåå, ê òåîðèè ñ ÷åòûðüìÿ êîììóòàòèâíûìè êîîð-äèíàòàìè è ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì íåêîììóòàòèâíûõêîîðäèíàò. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîêàæåì, ÷òî èç ðàâåí-ñòâà ÷åòûðåõòî÷å÷íûõ �óíêöèé Óàéòìàíà äëÿ ïîëåé'1f (t) è '2f (t), ñâÿçàííûõ óñëîâèÿìè (7) è (8), êîòîðîåèìååò ìåñòî â ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè, ñëåäóåò âàæíîå�èçè÷åñêîå ñëåäñòâèå. À èìåííî äëÿ òàêèõ ïîëåé ñîâ-ïàäàþò àìïëèòóäû óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ â ñîîòâåòñòâó-þùèõ òåîðèÿõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî îïòè÷åñêîéòåîðåìå, ñîâïàäàþò è ïîëíûå ñå÷åíèÿ. Ïðè âûâîäåýòîãî ðåçóëüòàòà óñëîâèå ëîêàëüíîé êîììóòàòèâíîñòèíå èñïîëüçîâàëîñü. Â ÷àñòíîñòè, åñëè îäíî èç âûøåóïî-ìÿíóòûõ ïîëåé, íàïðèìåð '1f , òðèâèàëüíî, òî è ïîëå '2fòðèâèàëüíî. Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåòèç ðåäóêöèîííûõ �îðìóë Ëåìàíà�Öèììåðìàíà�Ñèìàí-çèêà [16℄.Äëÿ òîãî ÷òîáû íå óñëîæíÿòü �îðìóëû, íèæå ìûáóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû '1(x) è '2(x) êàê åñëèáû îíè áûëè çàäàííûìè â òî÷êå.Ïóñòü hp3, p4jp1, p2ii , i= 1, 2, � àìïëèòóäû óïðóãîãîðàññåÿíèÿ äëÿ ïîëåé '1(x) è '2(x) ñîîòâåòñòâåííî.Ñîãëàñíî ðåäóêöèîííûì �îðìóëàì,hp3, p4jp1, p2ii � Z dx1 � � �dx4 ei(�p1x1�p2x2+p3x3+p4x4) �� 4Yj=1(�j +m2)h0jT'i(x1) � � �'i(x4)j0i, (16)ãäå T'i(x1) � � �'i(x4) � õðîíîëîãè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèåîïåðàòîðîâ.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 31Èç ðàâåíñòâàW2(x1, . . . , x4) =W1(x1, . . . , x4)ñëåäóåò, ÷òî hp3, p4jp1, p2i2 = hp3, p4jp1, p2i1 (17)äëÿ ëþáîãî pi . Ïðèìåíÿÿ ýòî ðàâåíñòâî ê àìïëèòóäàìóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ âïåðåä, ïîëó÷èì, ÷òî, ñîãëàñíîîïòè÷åñêîé òåîðåìå, ïîëíûå ñå÷åíèÿ äëÿ ïîëåé '1(x)è '2(x) ñîâïàäàþò. Åñëè òåïåðü S -ìaòðèöà äëÿ ïî-ëÿ '1(x) ðàâíà åäèíèöå, òîãäà îíà òàêæå ðàâíà åäèíèöåäëÿ ïîëÿ '2(x). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ÷åòûðåõìåðíîì ïðî-ñòðàíñòâå ðàâåíñòâî ÷åòûðåõòî÷å÷íûõ �óíêöèé Óàéò-ìàíà â äâóõ òåîðèÿõ, ñâÿçàííûõ óíèòàðíûì ïðåîáðà-çîâàíèåì, ñïðàâåäëèâî òîëüêî â êîììóòàòèâíîé òåîðèèïîëÿ, íî íå â íåêîììóòàòèâíîì ñëó÷àå.2.3. Îáùèé ñëó÷àéÏåðåéäåì òåïåðü ê îáùåìó ñëó÷àþ, ò. å. ê SO(1, k)-èíâàðèàíòíîé òåîðèè. Äîêàæåì, ÷òî êðîìå ðàâåíñòâàóïðóãèõ è ïîëíûõ ñå÷åíèé â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòîðàâåíñòâî àìïëèòóä è íåêîòîðûõ íåóïðóãèõ ïðîöåññîâ.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåäóêöèîííîé �îðìóëîéhp3, p4, . . . , pnjp1, p2ii �� Z dx1 � � �dxn ei(�p1x1�p2x2+p3x3+p4x4+...+pnxn) �� nYj=1(�j +m2)h0jT'i(x1) � � �'i(xn)j0i. (18)�àññìîòðèì ïðîöåññû 2 ) n . Î÷åâèäíî, ÷òî ñîãëàñ-íî ýòîé �îðìóëå è îáùåìó ðåçóëüòàòó ïðåäûäóùåãîðàçäåëà, àìïëèòóäû ýòèõ ïðîöåññîâ ñîâïàäàþò â äâóõòåîðèÿõ, åñëè n6 k+1.Çàêëþ÷åíèåÏîëó÷åíî äîêàçàòåëüñòâî îáîáùåííîé òåîðåìû Õà-àãà â ñëó÷àå SO(1, k)-èíâàðèàíòíîé òåîðèè ïðè ïðîèç-âîëüíîì k .Äîêàçàíî, ÷òî åñëè îäíà èç SO(1, 1)-èíâàðèàíòíûõòåîðèé îïèñûâàåò òðèâèàëüíîå ïîëå, òî ïîëå, ñâÿçàííîåñ ïåðâûì óíèòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðè îäíîì è òîìæå âðåìåíè, òîæå òðèâèàëüíî.
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