
ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 4 33Ý��åêò ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ ìàëûõ ÷àñòèöâî âíåøíåì ïåðåìåííîì ìàãíèòíîì ïîëåÄ.Â. Âàãèí1,2,a , Î.Ï. Ïîëÿêîâ11Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà îáùåé �èçèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.2Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èìåíè Â.À. Òðàïåçíèêîâà �ÀÍ.�îññèÿ, 117997, Ìîñêâà, Ïðî�ñîþçíàÿ óë., ä. 65, �ÑÏ-7, Â-342.E-mail: a vagin�physis.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 15.02.2011, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 28.04.2011Ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîé äèíàìèêè ñ�åðè÷åñêîé ìàãíèò-íîé ÷àñòèöû è àíñàìáëÿ òàêèõ ÷àñòèö âî âíåøíåì îñöèëëèðóþùåì ïîëå íà îñíîâå óðàâíåíèÿ Ëàí-äàó�Ëè�øèöà��èëüáåðòà. Ïîëó÷åíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå �îðìóëû, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòûâàòüïðîåêöèè ñðåäíåé ïî âðåìåíè íàìàãíè÷åííîñòè ñèñòåìû îò ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ è íà÷àëüíîéîðèåíòàöèè ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ. Îòäåëüíî ðàññìîòðåíî ïîâåäåíèå ñèñòåìû â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõìàëûõ è áîëüøèõ ÷àñòîò. Ïîñòðîåííûå ðåøåíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ íåïîñðåäñòâåííûìè ÷èñëåí-íûìè ðàñ÷åòàìè óðàâíåíèÿ Ëàíäàó�Ëè�øèöà��èëüáåðòà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà, ìèêðîìàãíåòèçì, ìàãíèòíûå ìîìåíòû.ÓÄÊ: 537.621. PACS: 75.10�b, 75.10.Hk, 75.75.+a, 85.75.�d.ÂâåäåíèåÄëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìàãíèòíûõ ñðåä ÷àùå âñåãîèñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå Ëàíäàó�Ëè�øèöà��èëüáåðòà(ËË�) [1℄. Îäíàêî â ñèëó ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòèòîëüêî â ïîñëåäíèå ãîäû óäàëîñü ïðèìåíèòü åãî äëÿâñåñòîðîííåãî èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé âðåìåííîéýâîëþöèè âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè âî âíåøíèõ ïåðå-ìåííûõ ïîëÿõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòóàëüíûìè ÿâ-ëÿþòñÿ ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿäèíàìèêîé è ïåðåìàãíè÷èâàíèåì ìàëûõ ÷àñòèö [2�14℄,òàê êàê óñòðîéñòâà ïàìÿòè, ñåíñîðû, ñ÷èòûâàþùèåèí�îðìàöèþ ýëåìåíòû ðàçðàáàòûâàþòñÿ ïîêà íà áà-çå ìàãíèòíûõ îáúåêòîâ (íàïðèìåð, òîíêèõ îäíîñëîé-íûõ è ìíîãîñëîéíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïîëîñîê ðàçìåðîì1000 íì è ìåíåå è òîëùèíîé ïîðÿäêà 100�20 íì).Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå óðàâíå-íèÿ ËË� èìååò íå òîëüêî ïîçíàâàòåëüíûé èíòåðåñ �îíî íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèèíîâûõ ýëåìåíòîâ ñïèíòðîíèêè [13,14℄. Èòàê, ñ òî÷êèçðåíèÿ ïðèëîæåíèé ýòè îáúåêòû èíòåðåñíû, åñëè èõñîñòîÿíèå óäàåòñÿ âîñïðîèçâîäèìûì îáðàçîì êîíòðî-ëèðîâàòü. Äëÿ ìàãíèòíûõ ìàòåðèàëîâ ýòîãî ìîæíîäîáèòüñÿ ïðè ïîìîùè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ [1�5℄.Îäíàêî, êàê ïîêàçàëè ïîñëåäíèå èññëåäîâàíèÿ, óïðàâ-ëÿòü äèíàìèêîé ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ìàëûõ ÷àñòèöìîæíî è ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ èõ �îðìû è êîí�èãó-ðàöèè ñèñòåìû [6�13℄. Âàðüèðóÿ �îðìó ÷àñòèöû èëèêîí�èãóðàöèþ ñèñòåìû, ïðèâîäÿùóþ ê ýêâèâàëåíòíûìèçìåíåíèÿì ðàçìàãíè÷èâàþùèõ ïîëåé, ìîæíî ïîëó-÷àòü ðàçëè÷íûå ðåæèìû äèíàìèêè íàìàãíè÷åííîñòè �ïîëÿðèçàöèþ, ïðåöåññèþ è õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ �èëè, íàïðîòèâ, èçáåãàòü èõ ðåàëèçàöèè. Ýòî ÿâëÿåòñÿîñîáåííî âàæíûì äëÿ òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, òà-êèõ êàê êîíñòðóèðîâàíèå ìàãíèòíîé ïàìÿòè (MRAM),ñâåðõ÷óâñòâèòåëüíûõ íàíîýëåìåíòîâ è ò. ï., ïîñêîëüêóïðè ÷àñòîòàõ âíåøíåãî ïîëÿ, ñðàâíèìûõ ñ õàðàêòåðíû-ìè ÷àñòîòàìè ïðåöåññèè ñïèíîâ, ñóùåñòâåííóþ ðîëü

íà÷èíàþò èãðàòü ñèëüíî íåëèíåéíûå ý��åêòû, ÷òîîáóñëîâëèâàåò ñëîæíûé õàðàêòåð äèíàìèêè ìàãíèòíûõìîìåíòîâ â ñèñòåìå. (Íàïðèìåð, õàîòè÷åñêèå ðåæèìûáûëè ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæåíû â �åððèòàõ è ïðî-âîäÿùèõ òîíêèõ �åððîìàãíèòíûõ ïëåíêàõ.) Ïîíèìàíèåýòèõ ïðîöåññîâ ïîçâîëèò ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ îïèñû-âàòü ïðîöåññû ïåðåìàãíè÷èâàíèÿ, çàïèñè è ñ÷èòûâàíèÿñ ìàãíèòíûõ ãîëîâîê è ò. ä.Íî â ïîäîáíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ëþáîå ìàëîåèçìåíåíèå óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ñïîñîáíî ïðèâåñòèê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ðåæèìà äèíàìèêè, ïî-ýòîìó â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíûõ ñëó÷àåâïîäîáíûå ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìèèëè æå òðåáóþò êîëîññàëüíûõ çàòðàò âðåìåíè ñ÷åòàäàæå ïðè ñîâðåìåííîì óðîâíå âû÷èñëèòåëüíîé òåõíè-êè. Â ñâÿçè ñ ýòèì áîëüøóþ àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàþòàíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû è ïîñòðîåíèå ïðîñòûõ ïðèáëè-æåííûõ ìîäåëåé äëÿ ïîñëåäóþùåãî èõ èñïîëüçîâàíèÿâ êîìïëåêñíûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ. Áîëüøèíñòâî òà-êèõ ìåòîäîâ â ñèëó ñëîæíîñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿËË� áàçèðóþòñÿ íà òåîðèè âîçìóùåíèé, ò. å. ìîãóòèìåòü ïðåäñêàçàòåëüíóþ ñèëó ëèøü â îáëàñòè ñëàáîíåëèíåéíûõ ý��åêòîâ [1, 2℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåïîñòðîåíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿäèíàìèêè ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö è ÷àñòèö ñ �îðìîé â ñëó÷àå íà-ïðàâëåííîé âäîëü âíåøíåãî ïîëÿ îñè àíèçîòðîïèè.1. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà âåêòîðîâíàìàãíè÷åííîñòè â ìàëûõ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèöàõÂ ðàìêàõ òåîðèè Ëàíäàó�Ëè�øèöà��èëüáåðòà ïî-âåäåíèå âåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó-þùèì óðàâíåíèåì [14℄:dMdt = [MÆWÆM ℄ +� [M 
M℄M ,ãäå W � ïîëíàÿ ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, M � âåê-òîð íàìàãíè÷åííîñòè,  � ãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå,17 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 4



34 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 4� � ïàðàìåòð çàòóõàíèÿ. Äèíàìèêà ïîëÿðíîãî óãëà �ìàãíèòíîãî ìîìåíòà M âî âíåøíåì ïåðåìåííîì ïîëå÷àñòîòû ! , íàïðàâëåííîì âäîëü îñè Z , îïðåäåëÿåòñÿóðàâíåíèåì [7, 8℄d�d� = �pz sin � sin�,ãäå pz = 11+�2 Hz! , � = !t . Îíî èìååò àíàëèòè÷åñêîåðåøåíèå ln ����� tg �2tg �02 �����= �pz(os � � 1),ãäå �0 � ïîëÿðíûé óãîë, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèåâåêòîðà M â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîñëå àë-ãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿïîëÿðíîãî óãëàos[�(�)℄ = 2��tg �02 �2 exp [2�pz(os � � 1)℄ + 1� � 1.(1)Óñðåäíèì âûðàæåíèå (1) ïî âðåìåíè, ïîñêîëüêó íàïðàêòèêå ëþáîé ïðèáîð èçìåðÿåò èìåííî ñðåäíèå ïîâðåìåíè âåëè÷èíû. Ïîñêîëüêó os[�(�)℄ � ïåðèîäè-÷åñêàÿ �óíêöèÿ, óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè áóäåò ýêâèâà-ëåíòíî óñðåäíåíèþ ïî ïåðèîäó íà âðåìåíàõ, áîëüøèõâåëè÷èíû îáðàòíîé ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ:hos�i=�1+ 2� �Z0 d��tg �02 �2 exp h�4�pz �sin �2�2i+1.(2)Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (2) ÿâëÿåòñÿ òî÷-íûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàíäàó�Ëè�-øèöà��èëüáåðòà äëÿ âûáðàííîé êîí�èãóðàöèè ñèñòå-ìû. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü êîìïîíåíòûìàãíèòíîãî ìîìåíòà ÷àñòèöû, Mz =M�hos�i âäîëü íà-ïðàâëåíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ îò ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçäåé-ñòâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ �= 0.01, Hext = �100 Ý, �0 = 0.01.Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ãðà�èêå ñîîòâåòñòâóåò àíàëèòè-÷åñêîé çàâèñèìîñòè (2), òî÷êè � íåïîñðåäñòâåííîìó÷èñëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ËË�. Âèäíî, ÷òî ðå-çóëüòàòû ïðåäñòàâëåííîé òåîðèè ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþò-ñÿ ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü êîìïîíåíòû íàìàãíè÷åííîñòèâäîëü âíåøíåãî ïîëÿ îò ÷àñòîòû. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ �àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü (2), òî÷êè � äàííûå ÷èñ-ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ ËË�

Äàëåå ðàññìîòðèì àíñàìáëü ñëàáîâçàèìîäåéñòâóþ-ùèõ (íàõîäÿùèõñÿ íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõäðóã îò äðóãà) ÷àñòèö ñ�åðè÷åñêîé �îðìû ñî ñëó÷àé-íîé îðèåíòàöèåé íàìàãíè÷åííîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè.×òîáû íàéòè ìàãíèòíûé ìîìåíò òàêîé ñèñòåìû,íåîáõîäèìî óñðåäíèòü óðàâíåíèå (2) ïî âñåâîçìîæíûìîðèåíòàöèÿì ìàãíèòíîãî ìîìåíòà â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè:hhos�ii=�1+ 2�2 �Z0 �Z0 d� d�0�tg �02 �2 exp h�4�pz �sin �2�2i+1.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ ïðîåêöèèâåêòîðà íàìàãíè÷åííîñòè àíñàìáëÿ ÷àñòèö íà íàïðàâ-ëåíèå âíåøíåãî ïîëÿ ê ïîëíîìó ìàãíèòíîìó ìîìåíòóñèñòåìû çàäàåòñÿ âûðàæåíèåìMzM = hhos�ii=�1+ 2� �Z0 d�exp h�2�pz �sin �2�2i+1. (3)Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü êîìïîíåíòû íàìàã-íè÷åííîñòè àíñàìáëÿ ÷àñòèö Mz =M�hhos�ii , íàïðàâ-ëåííîé âäîëü âåêòîðà âíåøíåãî ïîëÿ, îò ÷àñòîòû âíåø-íåãî âîçäåéñòâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ � = 0.01, Hext = �100 Ý.Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ãðà�èêå ñîîòâåòñòâóåò àíàëèòè-÷åñêîé çàâèñèìîñòè (3), òî÷êè � íåïîñðåäñòâåííîìó÷èñëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ ËË�. Âèäíî, ÷òî ðå-çóëüòàòû ïðåäñòàâëåííîé òåîðèè ïîëíîñòüþ ñîãëàñóþò-ñÿ ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü êîìïîíåíòû íàìàãíè÷åííîñòèâäîëü âíåøíåãî ïîëÿ îò ÷àñòîòû äëÿ àíñàìáëÿ ÷àñòèö.Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü (3),òî÷êè � äàííûå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óðàâíå-íèÿ ËË�2. Àñèìïòîòè÷åñêèå çàâèñèìîñòèÏîâåäåíèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà îäíîé ñ�åðè÷åñêîé÷àñòèöû è àíñàìáëÿ òàêèõ ÷àñòèö âî âíåøíåì ïåðåìåí-íîì ìàãíèòíîì ïîëå òî÷íî îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèÿìè(12), (15). Îäíàêî èíòåãðàëû â ýòèõ óðàâíåíèÿõ íåìîãóò áûòü ðàññ÷èòàíû àíàëèòè÷åñêè. Àñèìïòîòè÷å-ñêîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïðîñòûå �îðìóëû,îïèñûâàþùèå ìàãíèòíûå ñâîéñòâà ñèñòåìû â ñëó÷àåáîëüøèõ è ìàëûõ ÷àñòîò âíåøíåãî ïîëÿ.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 35Ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ìàëûõ ÷àñòîò �pz � 1 äëÿ îä-íîé ÷àñòèöû ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó ðàçëîæåíèþ:hos�i � 1� 2� �p�pzZ0 �tg �02 �2 exp[�x2℄ d�p�pz == 1� �tg �02 �2p�pz . (4)Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîäåëàòü è äëÿ àí-ñàìáëÿ ìàãíèòíûõ ÷àñòèö. �àçëîæèì âûðàæåíèå (3)â ïðåäåëå ìàëûõ ÷àñòîò âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ:hhos�ii � �1+ 2� �Z0 �1� exp ��2�pz �sin �2�2��d� == 1�s 2��pz . (5)Çäåñü ìû ïðèìåíèëè ðàçëîæåíèå �óíêöèè Áåññåëÿìíèìîãî àðãóìåíòà ïðè �pz!1 .�àññìîòðèì ïîâåäåíèå ñ�åðè÷åñêîé ìàãíèòíîé ÷à-ñòèöû â ñëó÷àå áîëüøèõ ÷àñòîò âíåøíåãî ïîëÿ:�pz� 1. Òîãäà èç (2) ñëåäóåò, ÷òîhos�i � �1+ 21+ �tg �02 �2 + �tg �02 �21 + �tg �02 �2 4�pz. (6)Èç àíàëèçà âûðàæåíèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî åñëè â íà-÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âåêòîð íàìàãíè÷åííîñòè ÷à-ñòèöû íàïðàâëåí ïðîòèâ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ(�0! 0 è Hext < 0), òî â ïðåäåëå áîëüøèõ ÷àñòîòìàãíèòíûé ìîìåíò áóäåò íàïðàâëåí ïðîòèâ âíåøíåãîâîçäåéñòâèÿ: hos�i ! 1. Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå(�0! � è Hext < 0) èõ íàïðàâëåíèÿ áóäóò ñîâïàäàòü:hos�i !�1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì â âûñîêî÷àñòîò-íûõ ïîëÿõ ìîæíî ðàçëîæèòü è âûðàæåíèå (3), îïèñû-âàþùåå ìàãíèòíûå ñâîéñòâà àíñàìáëÿ íàøèõ ÷àñòèö:hhos�ii � �1+ 1� �Z0 �1+�pz �sin �2�2�d� � �pz2 . (7)Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíàíåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ìàëîé ñ�å-ðè÷åñêîé ÷àñòèöû â îäíîðîäíîì ïåðåìåííîì ìàãíèòíîìïîëå, à òàêæå àíñàìáëÿ òàêèõ ÷àñòèö, áåç èñïîëüçî-âàíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé è ïðåäïîëîæåíèÿ ìàëîñòèâíåøíèõ âîçìóùåíèé â îòñóòñòâèè ìàãíèòíîé àíè-
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