
42 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 4Îïðåäåëåíèå âûõîäîâ ÿäåðíûõ ðåàêöèé íà îñíîâå àíàëèçàöåïî÷åê ðàñïàäîâÑ.Ñ. Áåëûøåâ1,b , Ê.À. Ñòîïàíè2,a , Ñ.Þ. Òðîùèåâ1 , À.Ñ. Êóðèëèê1 , À.À. Êóçíåöîâ2Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 1�èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà îáùåé ÿäåðíîé �èçèêè; 2Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èíñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èìåíèÄ. Â. Ñêîáåëüöûíà. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a hatta�depni.sinp.msu.ru, b belyshev�depni.sinp.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 18.02.2011, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 22.03.2011�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âûõîäîâ ÿäåðíûõ ðåàêöèé â ýêñïåðèìåíòàõ, ïðîâîäÿùèõñÿïî ìåòîäèêå íàâåäåííîé àêòèâíîñòè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî àêòèâíîñòü ãàììà-ëèíèé ÿäåð, âõîäÿùèõâ ñîñòàâ ñëîæíûõ öåïî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàñïàäîâ, îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñòàòèñòè÷åñêîéìîäåëüþ. Ïðè îòñóòñòâèè èí�îðìàöèè î êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå äëÿ àïïðîêñèìàöèè ý��åêòèâíîéîöåíêè îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä èòåðàöèîííîãîÌÍÊ ñ ïåðåâçâåøèâàíèåì. Èññëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè îöåíîê îò âûáîðà ïåðèîäà èçìåðåíèÿñïåêòðîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÿäåðíûå ðåàêöèè, àêòèâàöèîííûé àíàëèç, ãàììà-ñïåêòðîìåòðèÿ, ëèíåéíûå ñòàòèñòè÷åñêèåìîäåëè.ÓÄÊ: 539.1.074.55. PACS: 25.20.�x.ÂâåäåíèåÂûõîäîì ÿäåðíîé ðåàêöèè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, õà-ðàêòåðèçóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü åå ïðîòåêàíèÿ. Â íàèáî-ëåå îáùåì ñëó÷àå â ýêñïåðèìåíòå èçìåðÿåòñÿ èìåííîâûõîä ðåàêöèè, èñïîëüçóåìûé çàòåì äëÿ îïðåäåëåíèÿâåëè÷èí, íå çàâèñÿùèõ îò óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ ýêñ-ïåðèìåíòà, òàêèõ êàê ñå÷åíèå. Íàïðèìåð, ïðè èçó÷å-íèè �îòîÿäåðíûõ ðåàêöèé îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïó÷îêòîðìîçíûõ �îòîíîâ, è âûõîä ðåàêöèè y çàâèñèò îòñå÷åíèÿ �(E) ñëåäóþùèì îáðàçîì:y(Ee) = Iee n EeZ0 �(E)�(E,Ee)dE, (1)ãäå Ee � ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ, �(E,Ee) � ñïåêòð òîð-ìîçíûõ �îòîíîâ, Ie � òîê ïó÷êà, à n � ÷èñëî ÿäåðâ îáëó÷àåìîé ÷àñòè ìèøåíè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñå÷åíèÿðåàêöèè �(E) íåîáõîäèìî ïðîâåñòè íåñêîëüêî ýêñïå-ðèìåíòîâ ñ ðàçëè÷íîé ýíåðãèåé ýëåêòðîíîâ, ïîñëå ÷åãî�(E) îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåïîñðåäñòâåííîå èçìåðåíèå âû-õîäîâ ðåàêöèé ïóòåì ðåãèñòðàöèè åå ïðîäóêòîâ íåâîç-ìîæíî (íàïðèìåð, åñëè òðåáóåòñÿ ðàçäåëèòü êàíàëûñ âûëåòîì ðàçëè÷íîãî ÷èñëà íåéòðîíîâ). Óäîáíûì ìå-òîäîì èçìåðåíèé, ïîçâîëÿþùèì ïðåîäîëåòü äàííîå çà-òðóäíåíèå, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàâåäåííîé àêòèâíîñòè [1℄.Â ÷àñòíîñòè, äàííûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõïðè èçó÷åíèè ìíîãî÷àñòè÷íûõ �îòîÿäåðíûõ ðåàêöèé(ñì., íàïðèìåð, [2℄ è äð. ïîäîáíûå ðàáîòû). Ïðè èñïîëü-çîâàíèè ìåòîäèêè íàâåäåííîé àêòèâíîñòè ýêñïåðèìåíòñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: íà ïåðâîì ýòàïå èññëåäóåìûéîáðàçåö îáëó÷àåòñÿ â ïó÷êå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ,à íà âòîðîì ïåðåíîñèòñÿ íà äåòåêòîð 
 -êâàíòîâ äëÿèçìåðåíèÿ ñåðèè ñïåêòðîâ îñòàòî÷íîé àêòèâíîñòè. Ïîïèêàì â èçìåðåííûõ ñïåêòðàõ èäåíòè�èöèðóþòñÿ ðàñ-ïàäû íåñòàáèëüíûõ ïðîäóêòîâ ðåàêöèé è îïðåäåëÿþòñÿèõ âûõîäû.

1. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü ïëîùàäè ïèêà â ñåðèèñïåêòðîâ×àñòî ïðè àíàëèçå àêòèâàöèîííûõ ýêñïåðèìåíòîâàêòèâíîñòü ðàñïàäà ïðîäóêòà êàêîé-ëèáî ðåàêöèè çàâè-ñèò îò ðàñïàäà ïðîäóêòîâ äðóãèõ ðåàêöèé, êîòîðûå îá-ðàçóþò ñëîæíûå öåïî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðàñïàäîâ.Â ïðèìåðå, ïðèâåäåííîì íà ðèñ. 1, àêòèâíîñòü ðàñïàäàÿäðà 6 çàâèñèò îò âûõîäîâ âñåõ ðåàêöèé, â êîòîðûõîáðàçóþòñÿ ÿäðà, ïðåäøåñòâóþùèå åìó â öåïî÷êå. Ïî-äîáíûå öåïî÷êè ðàñïàäîâ âñòðå÷àþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðèèçó÷åíèè ðåàêöèé ñ âûëåòîì áîëüøîãî ÷èñëà íóêëîíîâ.Ïðè ýòîì â öåïî÷êó âõîäÿò íå òîëüêî áåòà- è àëü�à-ðà-äèîàêòèâíûå ÿäðà, íî è èçîìåðíûå ñîñòîÿíèÿ, ðàñïàäêîòîðûõ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ðàñïàäà ÿäðà â îñíîâíîìñîñòîÿíèè.Íàêîïëåíèå è ðàñïàä ÿäåð, îáðàçóþùèõ öåïî÷êó,ïîäîáíóþ âûøåïðèâåäåííîé, îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåéñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé1:dnidt = yiIe(t) +Xj kji�jnj| {z }Íàêîïëåíèå � �ini|{z}�àñïàä, i = 1, . . . ,N , (2)

�èñ. 1. Ïðèìåð öåïî÷êè ðàñïàäîâ1Ñì. ðåøåíèå â ÷àñòíîì ñëó÷àå, íàïðèìåð, â [3℄.



ÔÈÇÈÊÀ ÀÒÎÌÍÎ�Î ßÄ�À È ÝËÅÌÅÍÒÀ�ÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ 43ãäå ni � êîëè÷åñòâî ÿäåð äàííîãî òèïà (èëè â äàííîìèçîìåðíîì ñîñòîÿíèè), yi � âûõîä ðåàêöèè îáðàçî-âàíèÿ i -ãî ÿäðà, �i � ïîñòîÿííûå ðàñïàäà, kji �âåðîÿòíîñòü ðàñïàäà j -ãî ÿäðà â i -å, Ie(t) � òîêóñêîðèòåëÿ (åñëè t > Trad (âðåìÿ îáëó÷åíèÿ), Ie(t) = 0).Äàííàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì âàðèàöèèïîñòîÿííîé, åñëè ïåðåóïîðÿäî÷èòü óðàâíåíèÿ òàêèìîáðàçîì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè âñå j < i , ò. å. kji = 0 ïðèj > i . Ýòî âîçìîæíî âñåãäà, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àåöåïî÷êà ðàñïàäîâ áûëà áû öèêëè÷åñêîé. Òîãäà â ïåðâîìóðàâíåíèè ñèñòåìû âñå kj1 = 0, è îíî èìååò ðåøåíèån1(t) = e��1t0� tZ0 y1Ie(�)e�1�d� + n011A, (3)ãäå n01 � êîëè÷åñòâî ÿäåð òèïà 1 â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè. �åøåíèå êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿñèñòåìû çàâèñèò òîëüêî îò ïðåäûäóùèõ è îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëîéni(t) = e��it tZ0 yiIe(�)e�i� d�+n0i + tZ0 i�1Xj=1 kji�jnj(�)e�i� d�!.(4)Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ÿäåð â êàæ-äûé ìîìåíò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé �óíêöèåé âû-õîäîâ yi , ò. å. ni(t) = NXj=1 aij(t)yj + 
i(t), (5)ãäå êîý��èöèåíòû aij(t) ïðîùå âñåãî îïðåäåëÿþòñÿ,åñëè ïðèðàâíÿòü íóëþ âñå n0j è âñå y , çà èñêëþ÷åíèåìyj = 1. Êîý��èöèåíòû 
i(t) ìîæíî îïðåäåëèòü, ïîëîæèââñå yj ðàâíûìè íóëþ. Ýòèì ïðèåìîì ìîæíî âîñïîëüçî-âàòüñÿ êàê â ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå, òàê è â àíàëèòè÷åñêîì.Åñëè ââåñòè èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð�Iaf (t) = e��at tZ0 e�a�f (�)d�,òî 
i(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû
i(t) = i�1Xj=1 CjiXk=1 Tijk, (6)ãäå äëÿ êàæäîé k-é ïîñëåäîâàòåëüíîñòè j ÷èñåëi > �> � > . . .> 
 > Æ> "> 1Tijk = k�i �i�Iik�����I� � � � kÆ
�Æ�IÆ �n0"e��"t� . (7)Àíàëîãè÷íàÿ �îðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ aij(t), ïðèýòîì âûðàæåíèå â ñêîáêàõ çàìåíÿåòñÿ íà y"�I"Ie(t).Îáùåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â 
i(t) ðàâíî 1+ i�1Pj=1C ji = 2i .Îòìåòèì, ÷òî 
i(t) ðàâíû íóëþ, åñëè íà÷àëüíîåêîëè÷åñòâî ÿäåð äàííîãî òèïà è òåõ, ðàñïàäû êîòîðûõïðèâîäÿò ê åãî îáðàçîâàíèþ, ðàâíî íóëþ. Ýòî òàê, åñëèâ ñîñòàâ îáëó÷àåìîé ìèøåíè íå âõîäÿò íåñòàáèëüíûåÿäðà.

Èçìåðÿÿ ñåðèè èç M ñïåêòðîâ, îïðåäåëÿþò ÷èñëîðàñïàäîâ íåñòàáèëüíûõ ÿäåð çà ïðîìåæóòêè âðåìå-íè �t . Ýòà âåëè÷èíà ñëó÷àéíà è ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíóðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà P�(x), ïàðàìåòð êîòîðîãî �â ñïåêòðå íîìåð � ðàâåí�i� = NXj=1 Aij�yj +Ci�, (8)ãäå Aij� = t�+�tZt� �iaij(�)d�, Ci� = t�+�tZt� 
i(�)d�.Ñäåëàåì âàæíîå çàìå÷àíèå. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òîñïåêòð 
 -êâàíòîâ, èñïóñêàåìûõ ïðè ðàñïàäàõ ðàçëè÷-íûõ ÿäåð, îáû÷íî ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ïèêîâ è âñåîíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûõîäîâ,íà ïðàêòèêå èñïîëüçîâàíèå äàííûõ î ïëîùàäÿõ âñåõïèêîâ ðàñïàäà â ðàìêàõ îäíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäå-ëè çàòðóäíèòåëüíî, õîòÿ èõ ýíåðãèè è îòíîñèòåëüíûåèíòåíñèâíîñòè èçâåñòíû. Äåëî â òîì, ÷òî ý��åêòèâ-íîñòü äåòåêòîðà ñëîæíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ýíåð-ãèè �îòîíîâ è îò ãåîìåòðèè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿäåòåêòîðà è îáðàçöà. Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà íååòàêæå îêàçûâàþò ý��åêòû èñòèííîãî ñëîæåíèÿ ïèêîâè ñàìîïîãëîùåíèÿ �îòîíîâ â îáðàçöå [4℄. Âñëåäñòâèåýòîãî ñîîòíîøåíèå ìåæäó àêòèâíîñòüþ îáðàçöà è ïëî-ùàäüþ ïèêà â ñïåêòðå èçâåñòíî ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äîêîý��èöèåíòà, íå ãîâîðÿ óæå î ñîîòíîøåíèè ìåæäóïëîùàäÿìè ðàçëè÷íûõ ïèêîâ îäíîãî è òîãî æå ðàñïàäà.Ïîýòîìó ïðè îáðàáîòêå ïðîùå è íàäåæíåå îïðåäåëÿòüíàáîð âûõîäîâ èç àíàëèçà ïëîùàäåé ðàçíûõ ïèêîâ ïîîòäåëüíîñòè. �åçóëüòàòû îáðàáîòêè îáû÷íî ïðèâîäÿòñÿâ âèäå, îòíîðìèðîâàííîì íà ìàêñèìàëüíûé âûõîä, ïî-ýòîìó ïðè îáðàáîòêå ïèêîâ ïî îòäåëüíîñòè íåèçâåñòíûéêîý��èöèåíò ñîêðàùàåòñÿ. Ïîñëå àíàëèçà âñåõ ïèêîâáóäåò ïîëó÷åíî íåñêîëüêî íàáîðîâ âûõîäîâ, êîòîðûåìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ èç-ìåðåíèé.Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,÷òî ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç íåêîòîðîãî ïèêà ðàñïàäà i -ãîÿäðà è íå áóäåì â äàëüíåéøåì óïîòðåáëÿòü èíäåêñ iäëÿ îáîçíà÷åíèÿ i -ãî ýëåìåíòà öåïî÷êè. Èç óðàâíå-íèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëó ðàñïàäîâ äàííîãî ñîñòîÿíèÿçà ïåðèîäû èçìåðåíèÿ ñåðèè ñïåêòðîâ ñîîòâåòñòâóåòëèíåéíàÿ ìîäåëü èçìåðåíèé, â êîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå âåêòîðà ÷èñëà ðàñïàäîâ x ðàâíîEx=Ay+ " , (9)ãäå y � âåêòîð íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ yi , à " �âåêòîð ñëó÷àéíûõ îøèáîê ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèìîæèäàíèåì è äèñïåðñèåé, ðàâíîé Ay . (Â äåéñòâèòåëü-íîñòè, åñëè C 6= 0, òî èç âåêòîðà x íåîáõîäèìî âû÷åñòüâåêòîð ïîñòîÿííûõ C , òàê ÷òî åãî ðàñïðåäåëåíèå íàñàìîì äåëå P��(x� � C). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, îäíàêî,íå ìåíÿåò ñóòè ðåøåíèÿ.)Òðàäèöèîííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷èâ ñëó÷àå ðàçíûõ çíà÷åíèé äèñïåðñèè âåêòîðà îøèáîê "ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [6℄,êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàéòè íåñìåùåííóþ ëèíåéíóþ îöåí-êó ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèè y� :y� = (AT
�1A)�1AT
�1x, (10)22 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 4



44 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 4ãäå 
 = diag(��) = diag(D") � äèàãîíàëüíàÿ âñëåä-ñòâèå íåçàâèñèìîñòè èçìåðåíèé êîâàðèàöèîííàÿ ìàò-ðèöà îøèáîê. Ïîêàæåì, ÷òî â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿÏóàññîíà äàííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé íå òîëüêîâ êëàññå ëèíåéíûõ îöåíîê. Íàéäåì ëîãàðè�ì �óíêöèèïðàâäîïîäîáèÿ:lnL= ln MY�=1 e����x��x�! != MX�=1(���+ x� ln�� � ln(x�!)).(11)Åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî ïàðàìåòðó yi ðàâíà�L�yi = MX�=1��Ai� + x���Ai�� . (12)Íàéäåì çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû èí�îðìàöèè Ôè-øåðà:Ijk(y) = E � �l�yj �l�yk�== E MX�=1��Aj� + x���Aj�� MX�=1�Ak� + x���Ak��!== E MX�=1 MX�=1�Aj�Ak��Aj� x���Ak��Ak� x���Aj�+ x�x�����Aj�Ak��!== MX�=1 MX�=1�Aj�Ak��Aj�Ex��� Ak��Ak�Ex��� Aj�+E(x�x�)���� Aj�Ak��.(13)Äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ Ïóàññîíîâñêèõ ïåðåìåííûõx� è x�E(x�x�) =(
ov(x�, x�) +Ex�Ex� = ����, åñëè � 6= �,Dx� + (Ex�)2 = �� + �2�, åñëè �= �.(14)Òàêèì îáðàçîì, Ijk = MX�=1 Aj�Ak��� , (15)èëè â ìàòðè÷íîì âèäå I = AT
�1A. Â òî æå âðåìÿäèñïåðñèÿ îöåíêè ïî ìåòîäó ÌÍÊ Dy� = (AT
�1A)�1 ,÷òî ñîâïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíèöåé íåðàâåíñòâà Êðàìå-ðà��àî Dy� > I�1(y), è äàííàÿ îöåíêà, ñëåäîâàòåëüíî,ý��åêòèâíà.2. Îöåíêè âûõîäîâ â ñëó÷àå íåèçâåñòíîéêîâàðèàöèîííîé ìàòðèöûÎïèñàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìåòîä íåïðè-ãîäåí äëÿ îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà, òàêêàê çíà÷åíèÿ ìàòðèöû 
 íåèçâåñòíû. Ýòî çàòðóäíåíèåõàðàêòåðíî è äëÿ äðóãèõ çàäà÷ ëèíåéíîé ðåãðåññèèñ íåîäèíàêîâûìè äèñïåðñèÿìè. Îáû÷íî îíî ïðåîäîëåâà-åòñÿ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿèëè èñïîëüçîâàíèåì íåêîòîðîé îöåíêè ìàòðèöû 
�1� ,ïîäñòàâëÿåìîé â (10).Â êà÷åñòâå îöåíêè 
�1� ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàò-ðèöó
�1�1 = diag(1/(x� +1)) �âìåñòî diag(1/x�)�, (16)

÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ñëó÷àåâ, êîãäà x� = 0. Êðîìåòîãî, êîãäà èìååò ìåñòî ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà, îöåí-êà (1/�)� = 1/(x+1) èìååò ìåíüøåå ñìåùåíèå, ÷åìîöåíêà 1/max(x, 1) (ñìåùåíèå ïðåäëàãàåìîé îöåíêèìåíüøå 10% ïðè x > 5, ÷òî ëåãêî ïîêàçàòü ÷èñëåííî).Ìåòîä, â êîòîðîì äàííàÿ îöåíêà äèñïåðñèè èñïîëüçó-åòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðîây�FGLS = �AT
�1�1A��1AT
�1�1x, (17)íàçûâàåòñÿ äîñòóïíûì ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ(feasible generalized least squares (îïèñàíèå ìåòîäàè ññûëêè íà ëèòåðàòóðó ñì., íàïðèìåð, â [8℄). Äîáàâèì,÷òî èìåííî â ýòîé �îðìå îí ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿàíàëèçà ñåðèé ñïåêòðîâ â ãàììà-àêòèâàöèîííûõ ýêñïå-ðèìåíòàõ.Äðóãèì ñïîñîáîì ïîëó÷åíèÿ îöåíîê â îáîáùåííûõëèíåéíûõ ìîäåëÿõ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàä-ðàòîâ ñ èòåðàöèîííûì ïåðåâçâåøèâàíèåì (iterativelyreweighted least squares), â êîòîðîì ïîëó÷åííàÿ íàêàæäîì øàãå îöåíêà y�n èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿîöåíêè 
�1�n = diag(Ay�n)�1 , ò. å. ñëåäóþùàÿ îöåíêàyn+1 ðàâíày�n+1 = �AT diag(Ay�n��1A)�1AT diag�Ay�n��1x. (18)Â [7℄ îïèñàíî èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ìåòîäà äëÿ ïîëó-÷åíèÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ â ìîäåëÿõ,ïðèíàäëåæàùèõ ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó ðàñ-ïðåäåëåíèé. Ïîêàæåì, êàê äàííûé ìåòîä ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí â íàøåì ñëó÷àå. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîéîöåíêè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ, íàïðèìåð, íåñìåùåí-íîé îöåíêîé îáû÷íîãî ÌÍÊ, â êîòîðûé êîâàðèàöèîííàÿìàòðèöà íå âõîäèò. Íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîèñõîäèòóòî÷íåíèå âåñîâ, è ýëåìåíòû âåêòîðà x ñ áîëüøåéâåëè÷èíîé ïîëó÷àþò áîëüøèé âåñ. Ñõîæäåíèå äàííîãîïðîöåññà ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó ïðåäåëüíîìó óñëî-âèþ:y�1 = �AT diag(Ay�1)�1A��1AT diag�Ay�1��1x, (19)èëèAT diag�Ay�1��1Ay�1 = AT � 1=AT diag�Ay�1��1x, (20)èëè MX�=1A�j = MX�=1 A�jx���(y�1) . (21)Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëàlimn!1 y�n ! y�1 åãî çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ìàê-ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (12). Êðîìå òîãî, â ïðåäåëåáîëüøèõ x� çíà÷åíèÿ y�1 è îöåíêè ìàêñèìàëüíîãîïðàâäîïîäîáèÿ ñîâïàäàþò ñ îöåíêîé âçâåøåííîãî ÌÍÊ,÷òî ñîîòâåòñòâóåò õîðîøî èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó: â ñëó-÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îøèáîê â ëèíåéíîéìîäåëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ðàâíàîöåíêå âçâåøåííîãî ÌÍÊ è ý��åêòèâíà [5℄.Ïðèáëèçèòüñÿ ê íîðìàëüíîñòè âåêòîðà x âîçìîæ-íî, óâåëè÷èâàÿ çíà÷åíèÿ åãî ýëåìåíòîâ x� . Åñëè ñå-ðèÿ ñïåêòðîâ óæå èçìåðåíà, òî äîñòè÷ü ýòîãî ìîæ-íî, ñóììèðóÿ íåñêîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûõ èçìåðåíèé.Ýòî æåëàòåëüíî ñ òî÷êè çðåíèÿ óëó÷øåíèÿ ñâîéñòâý��åêòèâíîñòè îöåíêè, íî íåÿñíî, êàê ýòî ñêàæåòñÿíà åå äèñïåðñèè. �àññìîòðèì âëèÿíèå, îêàçûâàåìîå íà



ÔÈÇÈÊÀ ÀÒÎÌÍÎ�Î ßÄ�À È ÝËÅÌÅÍÒÀ�ÍÛÕ ×ÀÑÒÈÖ 45îöåíêó äèñïåðñèè îïåðàöèåé ñóììèðîâàíèÿ íåñêîëüêèõïîñëåäîâàòåëüíûõ ñïåêòðîâ è èñïîëüçîâàíèÿ èõ â ìåòî-äå âçâåøåííîãî ÌÍÊ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿDy� = �AT
�1A��1 = �AT (
�1)1/2(
�1)1/2A�= (BTB),(22)ãäå (
�1)1/2(
�1)1/2 � ðàçëîæåíèå Õîëåöêîãî ìàòðè-öû 
�1 , B � íîðìàëèçîâàííàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâó-þùàÿ ëèíåéíîé ìîäåëè ñ åäèíè÷íûìè äèñïåðñèÿìèèçìåðåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèé åé âåêòîð èçìåðåíèé �(
�1)1/2x . Ñëîæåíèþ ÷àñòè ñïåêòðîâ ñåðèè ñîîòâåò-ñòâóåò íîâàÿ ìàòðèöà C , ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþòñóììàì ñòðîê ìàòðèöû B ñ ïîñëåäóþùåé íîðìèðîâêîé.�àññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ñóììèðóþòñÿ ïîñëåäíèå mñòðîê ìàòðèöû B . Ýòî äîïóùåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîçâîëè-òåëüíûì, òàê êàê ñóììèðóåìûå ñòðîêè ïåðåñòàíîâêîéìîãóò áûòü ïåðåìåùåíû â íèæíþþ ÷àñòü ìàòðèöû B ,÷òî íå ñêàæåòñÿ íà ðåçóëüòàòå. Ââåäåì ñëåäóþùèåîáîçíà÷åíèÿ: B =�B1Bm�, C = �B1Cm�, (23)ãäå Bm � ïîñëåäíèå m ñòðîê ìàòðèöû B , B1 � âåðõ-íÿÿ ÷àñòü ýòîé ìàòðèöû, Cm � ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èçñóìì ñòîëáöîâ ìàòðèöû Bm , íîðìèðîâàííîé íà 1/pm .Äèñïåðñèÿ îöåíîê âûõîäîâ â ýòîì ñëó÷àå áóäåò îïðå-äåëÿòüñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé (CTC)�1 , íå çàâèñÿùåé îòïåðåñòàíîâêè ñòðîê â ìàòðèöå B . �àññìîòðèì ýëåìåíòûìàòðèö BTB è CTC :(BTB)ij = M�m�1Xk=1 BkiBkj + MXk=M�mBkiBkj, (24)(CTC)ij = M�m�1Xk=1 BkiBkj + 1m MXk=M�mBki! MXk=M�mBkj!.(25)Ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå êðàòêîé �îðìå:BTB = BT1 B1 +BTmBm, (26)CTC = BT1 B1 +CTmCm. (27)�àññìîòðèì ðàçíîñòü ìàòðèöBTB�CTC = BTmBm �CTmCm == BTmImBm � 1mBTm11TBm = BT �Im � 1m11T�Bm, (28)ãäå Im � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà m�m , 1 � åäèíè÷íûéâåêòîð. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a ìàòðè-öà Im � aaT > 0, åñëè aTa6 1 [6℄. Â íàøåì ñëó÷àåaTa = 1m1T1= 1, ò. å. äàííîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ1.Äàëåå, åñëè íåêîòîðàÿ ìàòðèöà P > 0, òî QTPQ > 0 äëÿâñåõ ìàòðèö Q . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî BTB�CTC > 0,èëè BTB >CTC . Â ñîîòâåòñòâèè ñ [9℄ ýòî çíà÷èò,÷òî ïëàí ýêñïåðèìåíòà, çàäàâàåìûé ìàòðèöåé B , áî-ëåå îïòèìàëåí, ÷åì ïëàí, çàäàâàåìûé ìàòðèöåé C .Åäèíñòâåííûì ñëó÷àåì, êîãäà óâåëè÷åíèå äèñïåðñèèîöåíîê íå ïðîèñõîäèò, ÿâëÿåòñÿ ñóììèðîâàíèå èçìå-ðåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäèíàêîâûì ñòðîêàì B . Ýòîïîíÿòíî è íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå: îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûå èçìåðåíèÿ, âçÿòûå ïî îòäåëüíîñòè, íå íåñóòíèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî,áåç îñîáîé ïîòåðè òî÷íîñòè ñëîæåíèå ñïåêòðîâ ìîæíîïðîèçâîäèòü, êîãäà âðåìåííîé ìàñøòàá ñêëàäûâàåìûõèçìåðåíèé ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ èçìåíåíèÿïëîùàäè èññëåäóåìîãî ïèêà.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ, äåìîíñòðèðó-þùèå ïðèìåíåíèå îïèñàííûõ ìåòîäîâ. �àññìàòðèâàëàñüöåïî÷êà, ñîñòîÿùàÿ èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ñ ïîñòîÿííû-ìè ðàñïàäà 2.0, 0.1, 0.7 è 0.0. Êàæäûé ýëåìåíò ñ îäè-íàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ ðàñïàäàåòñÿ âî âñå ïîñëåäóþùèå.Íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ áûëà ðàññ÷èòàíà ìàòðèöà A, ñî-îòâåòñòâóþùàÿ 100 èçìåðåíèÿì ñïåêòðîâ ñ íà÷àëüíîãîìîìåíòà äî t = 100. ×åòâåðòûé ñòîëáåö ìàòðèöû ðàâåííóëþ, ïîýòîìó áûë îòáðîøåí. �åçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿâûõîäîâ ðàçíûìè ìåòîäàìè ïðèâåäåíû â òàáëèöå.�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò, â ÷àñòíîñòè,ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî îáðàáîòêà äàííûõ ìåòîäîìFGLS (äîñòóïíûé ÌÍÊ) äàåò íåñêîëüêî õóäøèå ðå-çóëüòàòû, ÷åì äðóãèå ìåòîäû.3. Îñîáåííîñòè àíàëèçà ðåàëüíûõ äàííûõÄëÿ òîãî ÷òîáû ïðèìåíÿòü îïèñàííûå îöåíêè íàïðàêòèêå, òðåáóåòñÿ ñäåëàòü íåñêîëüêî óòî÷íåíèé. Ïåð-âîå ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â ðåàëüíîñòè èçìåðÿåòñÿ íå÷èñëî ðàñïàäîâ, à ïëîùàäü ïèêà, èìåþùåãî �îðìó�óíêöèè �àóññà. Îáû÷íî ïèê ñîäåðæèòñÿ â íåñêîëü-êèõ ñîñåäíèõ êàíàëàõ ñïåêòðà, êàæäûé èç êîòîðûõïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåçàâèñèìîå èçìåðåíèå. Ïîýòîìó÷èñëî óðàâíåíèé â ëèíåéíîé ìîäåëè (9) óâåëè÷èâàåòñÿâ ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç, ò. å. óðàâíåíèå íîìåð �çàìåíÿåòñÿ íà b óðàâíåíèé:A�,�y= x�,�, � = 1, . . . , b, Aj�,� =Aj�(d(E�+1)�d(E�)),(29)ãäå d(E2) � d(E1) � èíòåãðàë �óíêöèè �àóññà îò E1äî E2 . Ýòà çàìåíà òðèâèàëüíà, ïîñêîëüêó, íå ãîâîðÿóæå îá ýíåðãèè ïèêà, øèðèíà ïèêà ïðè äàííîé ýíåðãèèõîðîøî èçâåñòíà ïîëüçîâàòåëþ äåòåêòîðà è ñ áîëüøîéòî÷íîñòüþ ñòàáèëüíà ïðè ðàçíûõ ñêîðîñòÿõ ñ÷åòà.Âòîðîå çàìå÷àíèå ñâÿçàíî ñ ïåðâûì è êàñàåòñÿ íàëè-÷èÿ �îíà â èçìåðåííûõ äàííûõ. Ôîí â êàæäîì êàíàëåñïåêòðà ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîñòîÿííîé ÷àñòè, êîòîðàÿòàêæå îáû÷íî èçìåðåíà ýêñïåðèìåíòàòîðàìè ñ áîëüøîéòî÷íîñòüþ, è èç ìåíÿþùåéñÿ ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþùåéâëèÿíèþ ðàñïàäîâ â îáëó÷åííîì îáðàçöå. Ïîñòîÿííàÿ÷àñòü �îíà â ïåðâîå âðåìÿ ïîñëå îáëó÷åíèÿ ïðåíå-áðåæèìî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ àêòèâíîñòüþ îáðàçöà,à çàòåì ìîæåò áûòü ëåãêî ó÷òåíà â ìîäåëè òåì æåñïîñîáîì, ÷òî è ÷ëåíû Ci .×òî êàñàåòñÿ èñêóññòâåííîé ÷àñòè �îíà, òî åå ìîæ-íî ó÷åñòü ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîââ ëèíåéíóþ ìîäåëü. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí îòêëèê äåòåêòîðàíà ïîòîê 
 -êâàíòîâ ñ ýíåðãèåé 662 êýÂ (ñòàíäàðò-íûé îáðàçåö 137Cs). Îí ñîñòîèò ñîáñòâåííî èç ïèêàïîëíîãî ïîãëîùåíèÿ è îáëàñòè êîíòèíóóìà. Ïëîùàäüîáåèõ îáëàñòåé ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåíñèâíîñòè ðàñïà-äîâ, à �îðìà â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìèäåòåêòîðà è õîðîøî îïèñûâàåòñÿ ìîäåëèðîâàíèåì (ñì.,íàïðèìåð, [10, 11℄). Â ðåàëüíî èçìåðåííûõ ñïåêòðàõ1Çàïèñü A> 0 îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííà, à A> B çíà÷èò, ÷òî A�B > 0.



46 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 4�åçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ âûõîäîâ ïî ñãåíåðèðîâàííûì äàííûì�i OLS �, % WLS �, % FGLS �, % IGLS �, % pDy�, %I. y1 = 103, y2 = 104, y3 = 2 � 104. Ïëîùàäü ïèêà îò 150 äî 70001 1 003.39 74.12 1 004.99 64.88 1 036.43 64.94 1 004.98 64.88 64.432 9 998.49 5.10 9 996.91 4.05 9 930.63 4.05 9 996.91 4.05 4.043 19 999.15 0.82 19 998.95 0.76 19 991.91 0.76 19 998.95 0.76 0.76II. y1 = 105, y2 = 106, y3 = 2 � 106. Ïëîùàäü ïèêà îò 15000 äî 7000001 99 945.41 7.38 99 969.94 6.40 100 001.57 6.40 99 969.95 6.40 6.442 1 000 045.76 0.51 1 000 019.78 0.40 999 953.51 0.40 1 000 019.77 0.40 0.403 2 000 013.12 0.08 2 000 011.03 0.08 2 000 003.96 0.08 2 000 011.03 0.08 0.08� Ïðèâåäåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ îöåíîê, ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè.×èñëî ïîâòîðåíèé: 10000. Ïîñëåäíèé ñòîëáåö � îöåíêà ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ âçâåøåííîãî ÌÍÊ.

�èñ. 2. Îòêëèê äåòåêòîðà íà ïîòîê ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ 
 -êâàíòîâçà îáðàçîâàíèå �îíîâîé ïîäëîæêè îòâå÷àþò îäèí-äâàâûñîêîèíòåíñèâíûõ ðàñïàäà. Îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåìíàèáîëåå ïðîñòûõ ðåàêöèé, òàêèõ êàê (
,n), è ïîýòîìóèõ êðèâàÿ ðàñïàäà çàâèñèò òîëüêî îò âûõîäà ýòîé ðåàê-öèè. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èññëåäóåìàÿ öåïî÷êà ðàñïàäîâíå çàâèñèò îò ýòîãî âûõîäà, ìîæíî äîïîëíèòü (29) åùåîäíèì ÷ëåíîì A�,�y+E�,�yb = x�,�, (30)ãäå Ej�,� � âêëàä j -ãî âûñîêîèíòåíñèâíîãî ðàñïàäàâ �îí â êàíàëå ñïåêòðà � â èçìåðåíèè íîìåð � ,à yb � âûõîäû ðåàêöèé, â êîòîðûõ ðîæäàþòñÿ ýòèÿäðà. ×èñëî ýëåìåíòîâ â yb , êàê óæå áûëî ñêàçàíî,íåâåëèêî, à êîý��èöèåíòû Ej�,� ìîæíî îïðåäåëèòü,íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Òàêèì îá-ðàçîì, ñèñòåìîé (30) ïîëíîñòüþ îïèñûâàåòñÿ íåñêîëüêîêàíàëîâ ñïåêòðà â îêðåñòíîñòè èññëåäóåìîãî ïèêà, åñëèíàáîðû âûõîäîâ y è yb íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðè óñëîâèèäîñòàòî÷íî ïîëíîãî çíàíèÿ �îðìû ñïåêòðà â îáëàñòèêîíòèíóóìà ìåòîä ðåøåíèÿ, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì

ðàçäåëå, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå âûõîäû yïðè íàëè÷èè �îíà.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ïðî�. Þ.Ï. Ïûòü-åâó çà ðÿä öåííûõ çàìå÷àíèé è ñîâåòîâ ïðè ïîäãîòîâêåíàñòîÿùåé ðàáîòû.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Êóçíåöîâ �.À. Àêòèâàöèîííûé àíàëèç. Èçä. 2-å. Ì.,1974.2. Àëèåâ �.À., Åðìàêîâ À.Í., Èøõàíîâ Á.Ñ. è äð. // Âåñòí.Ìîñê. óí-òà. Ôèç. Àñòðîí. 2006. � 6. Ñ. 55.3. Bateman H. // Pro
. Cambridge Philos. So
. 1910. 15.P. 423.4. Gilmore G.R. Pra
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al gamma-ray spe
trometry. 2nd ed.John Wiley & Sons, 2008.5. Áîðîâêîâ À.À. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. Íîâîñè-áèðñê, 1997.6. Rao C.R., Toutenburg H., Shalabh, Heumann C. Linearmodels and generalizations. Springer, 2008.7. M
Cullagh P., Nelder J.A. Generalized linear models. Chap-man and Hall, 1989.8. Be
k N., Katz J.N. // Amer. Polit. S
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