
34 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 5ÕÈÌÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ, ÔÈÇÈ×ÅÑÊÀß ÊÈÍÅÒÈÊÀ È ÔÈÇÈÊÀ ÏËÀÇÌÛÇàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ âèõðÿ â ñæèìàåìîé íåðàâíîâåñíîé ñðåäåÍ.À. Âèííè÷åíêîa , À. Â. Óâàðîâb , À.È. ÎñèïîâÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà ìîëåêóëÿðíîé �èçèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: anikvinn�yandex.ru, buvarov�phys.msu.ru,  osipov�phys.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 24.02.2011, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 28.03.2011�àññìîòðåí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí äëÿ âèõðÿ â ñæèìàåìîé ðå-ëàêñèðóþùåé ñðåäå. Âûäåëåíèå òåïëà â ðåçóëüòàòå ðåëàêñàöèè â íåðàâíîâåñíîé ñðåäå ïðèâîäèòê ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëí ñæàòèÿ, óíîñÿùèõ ÷àñòü âåùåñòâà. Òðàäèöèîííûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿâ òàêîì ñëó÷àå ïðàêòè÷åñêè íåïðèìåíèìû. Ïðåäëîæåíà êîíöåïöèÿ èíòåãðàëüíîé âåëè÷èíû, ñîõðà-íÿþùåéñÿ ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, íåñìîòðÿ íàïåðåñå÷åíèå ãðàíèöû îáëàñòè âîëíàìè ñæàòèÿ. Â ðàìêàõ ýòîé êîíöåïöèè äëÿ êîëîííîîáðàçíûõâèõðåé â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîãî âîçäåéñòâèÿ ïîëó÷åí øèðîêèé êëàññ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ,âêëþ÷àþùèé öèðêóëÿöèþ è ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà âèõðÿ. Äëÿ íåîñåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿïîêàçàíî ñîõðàíåíèå ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà è ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëàýíåðãèè. Ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ ïðîâåðêà òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ ïîëó÷åííûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿè ðàññìîòðåí âîïðîñ îá èõ ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèõðü, èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, íåðàâíîâåñíûé ãàç.ÓÄÊ: 532.527:532.517.43. PACS: 47.32.Ñ�, 47.32.Ef, 47.70.Nd.ÂâåäåíèåÇàêîíû âèõðåâîãî äâèæåíèÿ æèäêîñòè, â òîì ÷èñëåçàêîíû ñîõðàíåíèÿ, áûëè ïîëó÷åíû áîëåå ñòà ëåò íà-çàä â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ �åëüìãîëüöà è Êåëüâèíà.Íåñìîòðÿ íà ýòî, ìíîãèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ îáðà-çîâàíèåì è äèíàìèêîé âèõðåé â ðàçëè÷íûõ ãàçîäèíà-ìè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ, îñòàþòñÿ íåðåøåííûìè äî ñèõ ïîð.Äàæå â ïðèáëèæåíèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, êîòîðîåèñïîëüçîâàëîñü ïðè ïîñòðîåíèè êëàññè÷åñêîé òåîðèèâèõðåé, ñóùåñòâóþò òðóäíîñòè ñ îïðåäåëåíèåì èíòå-ãðàëîâ äâèæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ðàñõîäèìîñòüþ èíòåãðà-ëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âèõðåé ñ íå ñëèøêîì áûñòðîóáûâàþùåé óãëîâîé êîìïîíåíòîé ñêîðîñòè, íàïðèìåðâèõðåé �ýíêèíà èëè Ëàìáà�Îçèíà, èìåþùèõ àñèìï-òîòèêó óãëîâîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè v' � 1/r , ãäå r �ðàññòîÿíèå äî öåíòðà âèõðÿ, òðàäèöèîííûå èíòåãðàëûäâèæåíèÿ, òàêèå êàê êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ R �v22 dV(� � ïëîòíîñòü, v � ñêîðîñòü) èëè èìïóëüñ R �vdV ,î÷åâèäíûì îáðàçîì ðàñõîäÿòñÿ. Ýòà ïðîáëåìà õîðîøîèçâåñòíà [1℄, è äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ðàçðàáîòàíðÿä ñïîñîáîâ óëó÷øèòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ. Íà-ïðèìåð, Ëàìá [2℄ ïðåäëîæèë âìåñòî èìïóëüñà R �v dVèñïîëüçîâàòü âèõðåâîé èìïóëüñ 12 R �r � ! dV , ïðåä-ñòàâëÿþùèé ÷àñòü èìïóëüñà, ñâÿçàííóþ ñ ïðîñòðàí-ñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèåì çàâèõðåííîñòè ! . Â êíèãåÁýò÷åëîðà [3℄ ïðèâåäåí àíàëîãè÷íûé ìåòîä íîðìèðîâêèêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, â òîì ÷èñëå è äëÿ äâóìåðíûõòå÷åíèé. Áîëåå ïîëíî âîïðîñ î âèõðåâûõ èíòåãðàëàõäâèæåíèÿ â èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè èçëîæåíâ ìîíîãðà�èè Ñý��ìýíà [4℄.Äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè ñ îïðåäåëåíèåì çàêîíîâñîõðàíåíèÿ âîçíèêàþò â ñëó÷àå ñæèìàåìîé æèäêî-ñòè. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [5, 6℄, âûäåëåíèå òåïëàâ íåðàâíîâåñíîé ñðåäå ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ äàâëåíèÿ

â îáëàñòè ýíåðãîâûäåëåíèÿ, íàðóøåíèþ áàëàíñà ìåæäóöåíòðîáåæíîé ñèëîé è ðàäèàëüíûì ãðàäèåíòîì äàâëå-íèÿ â âèõðå è îáðàçîâàíèþ âîëí ñæàòèÿ, ïåðåðàñïðåäå-ëÿþùèõ âåùåñòâî â âèõðå. �àñïðîñòðàíÿÿñü ïî íàïðàâ-ëåíèþ îò ðàéîíà ýíåðãîâûäåëåíèÿ, ýòè âîëíû áûñòðîïîêèäàþò ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü, óíîñÿ ÷àñòü âå-ùåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè áðàòü êîíå÷íóþ îáëàñòüèíòåãðèðîâàíèÿ, òî ìàññà ãàçà â âèõðå, à òàêæå ñâÿçàí-íûå ñ íåé òðàäèöèîííûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ, òàêèåêàê ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E = R(p�T �p+�"+�v2/2)dV , ãäå" � ýíåðãèÿ âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, T � òåì-ïåðàòóðà, p � äàâëåíèå, p � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòüïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè, íå ñîõðàíÿþòñÿ. Îäèí èçâîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû � ðàñ-ñìàòðèâàòü îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàñøèðÿþùóþñÿñ òå÷åíèåì âðåìåíè òàê, ÷òîáû �ðîíò óõîäÿùåé âîëíûâñåãäà îñòàâàëñÿ âíóòðè. Òàêîé ïîäõîä ðåàëèçóåòñÿâ çàäà÷å î òî÷å÷íîì âçðûâå, íî îí èìååò ñóùåñòâåííûéíåäîñòàòîê: çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿïðîâåðêè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, è èíòå-ãðàëû â ýòîì ñëó÷àå æåëàòåëüíî áðàòü ïî êîíå÷íîéîáëàñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí àëüòåðíàòèâ-íûé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ñîõðàíèòü äîñòàòî÷íî øè-ðîêèé êëàññ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, íåñìîòðÿ íà âûíîñâåùåñòâà çà ïðåäåëû îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ âîëíàìèñæàòèÿ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ âèõðåé â ñæèìàåìîéæèäêîñòè ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ïðàê-òè÷åñêè íå èññëåäîâàëîñü. Ìîæíî óïîìÿíóòü ëèøüîáîáùåíèå âûðàæåíèÿ äëÿ âèõðåâîãî èìïóëüñà íà ñëó-÷àé íåîäíîðîäíîé ïî ïëîòíîñòè íåñæèìàåìîé æèäêîñòèâ [7℄ è ðàáîòó [8℄, â êîòîðîé ÷àñòü ïîëó÷åííûõ íèæåèíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ áûëè âûâåäåíû äëÿ íåîäíîðîä-íîé ïî ïëîòíîñòè íåñæèìàåìîé è äëÿ áàðîòðîïíîéæèäêîñòè. Ê ñîæàëåíèþ, ïðèáëèæåíèå áàðîòðîïíîé



ÕÈÌÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ, ÔÈÇÈ×ÅÑÊÀß ÊÈÍÅÒÈÊÀ È ÔÈÇÈÊÀ ÏËÀÇÌÛ 35æèäêîñòè, õîòÿ è çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ñèòóàöèþñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, èìååò äîâîëüíî óç-êóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè: �èçè÷åñêèå ý��åêòû, êàêïðàâèëî, ñâÿçàíû ñ âûäåëåíèåì òåïëà, è ÷àùå áûâàåòìîæíî ïðåíåáðå÷ü èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ (ïðèáëèæåíèåÁóññèíåñêà), íåæåëè èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû. Ïðèðàññìîòðåíèè ýâîëþöèè âèõðåé â íåðàâíîâåñíîì ãàçå,êàê áûëî ïîêàçàíî â [5, 6℄, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòüïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòèñ ó÷åòîì ýíåðãèè âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Äëÿîïðåäåëåííîñòè, èìåííî ýòà ñèñòåìà áóäåò ðàññìîòðåíàâ íàñòîÿùåé ðàáîòå, õîòÿ ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä èìååòîáùèé õàðàêòåð è ìîæåò áûòü ïðèìåíåí â äðóãèõçàäà÷àõ, â êîòîðûõ â îáëàñòè âèõðåâîãî äâèæåíèÿ æèä-êîñòè èëè ãàçà ïðîèñõîäèò ìãíîâåííîå èëè íåïðåðûâ-íîå âûäåëåíèå ýíåðãèè èç äîïîëíèòåëüíûõ èñòî÷íèêîâ.Ïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü âèõðè â õèìè÷åñêè ðåàãèðó-þùèõ ñðåäàõ, à òàêæå ïðîáëåìà óñèëåíèÿ òðîïè÷åñêèõöèêëîíîâ, â êîòîðîé ðîëü èñòî÷íèêà ýíåðãèè èãðàåòêîíäåíñàöèÿ âîäÿíîãî ïàðà.Êðèòåðèé äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî âûïîëíåíèÿçàêîíà ñîõðàíåíèÿÁóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òå÷åíèå íåðàâíîâåñíîãîãàçà ïîä÷èíÿåòñÿ ñèñòåìå óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêèñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèè âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, íîáåç ó÷åòà âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè:���t +div(�v) = 0,�dvdt =�gradp,p�dTdt � dpdt = �"� "eq(T)�(T ) , (1)d"dt =�"� "eq(T )�(T ) ,�= p�RT ,ãäå � � ìîëÿðíàÿ ìàññà ãàçà, R � ãàçîâàÿ ïîñòî-ÿííàÿ, � � âðåìÿ ðåëàêñàöèè, "eq(T) � ðàâíîâåñíîåçíà÷åíèå ýíåðãèè âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðèòåìïåðàòóðå T , d/dt = �/�t + (vr). Ó÷åò äèññèïàòèâ-íûõ ïðîöåññîâ ïðèâåë áû ê ïîñòåïåííîìó çàòóõàíèþâèõðÿ è óìåíüøåíèþ åãî öèðêóëÿöèè, ïîëíîãî ìîìåí-òà èìïóëüñà è äðóãèõ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê.Êðîìå òîãî, â [6℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåñòðîéêàâèõðÿ â ðåçóëüòàòå âûäåëåíèÿ òåïëà ïðîèñõîäèò ãîðàçäîáûñòðåå, ÷åì âÿçêàÿ äèññèïàöèÿ âèõðÿ. Ïîýòîìó ìûîãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì âîïðîñà î ñóùåñòâîâàíèèñîõðàíÿþùèõñÿ âåëè÷èí äëÿ âèõðÿ â íåâÿçêîé ñðåäå.Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå çàäàí ñòàöèîíàðíûé êîëîí-íîîáðàçíûé âèõðü: vr = vz = 0, v' = v'(r), p = p(r),T = T (r), � = �(r), �p/�r = �v2'/r , p = R�T/� , ãäår, ' � êîîðäèíàòû ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïëîñ-êîñòè ñå÷åíèÿ âèõðÿ. Âîçáóæäåíèå âíóòðåííèõ ñòåïå-íåé ñâîáîäû â îáëàñòè âèõðÿ ïðèâîäèò [5, 6℄ ê ïîñòå-ïåííîìó ïåðåõîäó âëîæåííîé ýíåðãèè èç âíóòðåííèõñòåïåíåé ñâîáîäû â òåïëî, îáðàçîâàíèþ âîëí ñæàòèÿè ïåðåðàñïðåäåëåíèþ âåùåñòâà â âèõðå. Ïîñêîëüêó÷àñòü âåùåñòâà óíîñèòñÿ âîëíàìè çà ïðåäåëû ëþáîéêîíå÷íîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ

äëÿ öèðêóëÿöèè âèõðÿ, åãî ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëü-ñà è ýíåðãèè íå âûïîëíÿþòñÿ â òî÷íîñòè. Îäíàêîîíè ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêè: åñëè èíòåãðàëRRAr dr d' â ïðîöåññå ïåðåñòðîéêè âèõðÿ ìåíÿåòñÿíà âåëè÷èíó, ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèèðàäèóñà îáëàñòè, ïî êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ èíòåãðè-ðîâàíèå, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåëè÷èíà A (åþ ìî-æåò áûòü ïëîòíîñòü, çàâèõðåííîñòü èëè êàêàÿ-ëèáîèõ �óíêöèÿ) ñîõðàíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè. �àññìîòðèì,êàêèì òðåáîâàíèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü âåëè÷èíà A,÷òîáû àñèìïòîòè÷åñêèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìåë ñìûñë(ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà) è âûïîëíÿëñÿ ïðè äèíàìèêåâèõðÿ. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü òðè óñëîâèÿ.1. Ñàì çàêîí ñîõðàíåíèÿ â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìådAdt +Adiv v= 0. (2)Åñëè A � ïëîòíîñòü, òî óðàâíåíèå (1) ïåðåõîäèòâ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, âûðàæàþùåå ñîõðàíåíèåìàññû. Ïîñêîëüêó èç-çà âîëíû, óíîñÿùåé ìàññó, ìàññàâ êîíå÷íîé îáëàñòè íå ñîõðàíÿåòñÿ, A= � çàïðåùàþòîñòàëüíûå óñëîâèÿ.2. Ïðîèçâåäåíèå ïîòîêà ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè èíòå-ãðèðîâàíèÿ íà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû äî ãðàíè-öû îáëàñòè äîëæíî ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè Rint !1 ,ãäå Rint � ðàäèóñ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ îñåñèì-ìåòðè÷íîãî âîçáóæäåíèÿ âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû,íå çàâèñÿùåãî îò êîîðäèíàòû âäîëü îñè âèõðÿ, ýòîóñëîâèå çàïèøåòñÿ êàêN(Rint)�t = Rint�t Z Avr d' == 2�A(Rint)vr(Rint)Rint�t! 0 ïðè Rint!1. (3)Òî åñòü âåëè÷èíà A(r) (èëè A(r,') â íåîñåñèììåòðè÷-íîì ñëó÷àå) äîëæíà äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàòü ïðèr!1 . Ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðîõîæäåíèåâîëíû ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íå íàðó-øàëî çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Ñ÷èòàÿ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíå-íèÿ âîëíû ïîñòîÿííîé, �t � Rint , çíà÷èò, äëÿ A= � ,ó÷èòûâàÿ, ÷òî â öèëèíäðè÷åñêîé âîëíå vr � r�1/2 , ýòîóñëîâèå íå âûïîëíåíî.3. Ñàì èíòåãðàë RRAr dr d'= 2� RintR0 A(r)r dr äîëæåíñõîäèòüñÿ, èíà÷å çàêîí ñîõðàíåíèÿ íå èìååò ñìûñëà.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåëè÷èíà A(r) óáûâàåò áûñòðåå,÷åì r�2 . Òàêèì îáðàçîì, ýòî óñëîâèå îêàçûâàåòñÿ áîëååñòðîãèì, ÷åì óñëîâèå (3), êîòîðîå òðåáóåò óáûâàíèÿáûñòðåå r�3/2 .Åñëè ýòè òðè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî ìîæíî ïðîèí-òåãðèðîâàòü óðàâíåíèå (2) ïî ïëîùàäè è ïîëó÷èòü��t ZZ Ar dr d'=�N(Rint). (4)Òàê êàê âåëè÷èíà A(r) óáûâàåò äîñòàòî÷íî áûñòðî (âû-ïîëíåíû âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ), èçìåíåíèå èíòåãðàëàRRAr dr d' ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè Rint!1 . Òàêèìîáðàçîì, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ðàäèóñ îáëàñòè èíòå-ãðèðîâàíèÿ òàê, ÷òîáû çàêîí ñîõðàíåíèÿ áûë âûïîëíåíñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.18 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



36 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 5Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àåÂñå âûøåïðèâåäåííîå ïîñòðîåíèå ëèøåíî ñìûñëàáåç êîíêðåòíûõ âåëè÷èí A, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿëè áûâñåì òðåì óñëîâèÿì. Ïîñêîëüêó âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿêàñàþòñÿ ëèøü àñèìïòîòèêè A(r), ìîæíî èñêàòü A êàêðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùååïðè r!1 . Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ âåëè÷èíà Aâèäà A= a � F(b1, b2, . . .), (5)ãäå a � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2), F � ïðîèçâîëüíàÿ�óíêöèÿ, à bi � âåëè÷èíû ñ íóëåâîé ïîëíîé ïðîèçâîä-íîé ïî âðåìåíè (dbi/dt � 0), ñàìà áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøå-íèåì óðàâíåíèÿ (2). Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿëåãêî ïðîâåðèòü ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ (5)â óðàâíåíèå (2):dAdt +Adiv v= dadt F + aXi �F�bi dbidt + aF div v== F �dadt + a div v�= 0.Ïîèñê âåëè÷èí A ñâîäèòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ê ïîèñêóïîäõîäÿùèõ a è bi (ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è äðóãèåðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2), íå ïðåäñòàâèìûå â âèäå (5)).Ïðåèìóùåñòâî ïîèñêà a íàä ïîèñêîì A çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî âåëè÷èíà A äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü âòîðîìóè òðåòüåìó òðåáîâàíèÿì, à íà âåëè÷èíû a òàêîå îãðàíè-÷åíèå íå íàêëàäûâàåòñÿ: âûïîëíåíèå òðåáîâàíèé ìîæíîîáåñïå÷èòü ïóòåì âûáîðà �óíêöèè F . Îäíà âåëè÷èíà aóæå óïîìèíàëàñü � ýòî ïëîòíîñòü, êîòîðàÿ óäîâëåòâî-ðÿåò óðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè. Âòîðîé âåëè÷èíîé ïðèîñåñèììåòðè÷íîì òå÷åíèè (çàâèñèìîñòü âñåõ âåëè÷èíòîëüêî îò r è t ) ÿâëÿåòñÿ çàâèõðåííîñòü ! , êîòîðàÿóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ôðèäìàíàd!dt � (!r)v+ ! div v= 1�2 [grad �� grad p℄,êîòîðîå â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèäd!dt + ! div v= 0,ïîñêîëüêó çàâèõðåííîñòü â ýòîì ñëó÷àå èìååò åäèí-ñòâåííóþ íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó !z = ! , à ãðàäèåíòûïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ êîëëèíåàðíû. Íóëåâóþ ïîëíóþïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àåèìåþò (è ñëåäîâàòåëüíî, ïîäõîäÿò â êà÷åñòâå bi )b1 = !/� è b2 = rv' . Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèéÔðèäìàíà è íåïðåðûâíîñòè ñëåäóåò, ÷òîddt �!��= 1� d!dt � !�2 d�dt =�!� div v� !�2 d�dt ==�!�2 �d�dt + � div v�= 0,à èç àçèìóòàëüíîé êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ �÷òî ddt (rv') = r dv'dt + vrv' =�vrv' + vrv' = 0.Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâîè â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ òå÷åíèÿ îò r, z è tïðè ó÷åòå êîíå÷íîé ïðîòÿæåííîñòè çîíû âîçáóæäåíèÿ

âäîëü îñè âèõðÿ. Â ðàâíîâåñíîì ãàçå ïîÿâëÿåòñÿ åùåîäíà âåëè÷èíà bi , à èìåííî ýíòðîïèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿóðàâíåíèþ ýíåðãèè äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ds/dt = 0.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äâå âåòâè âå-ëè÷èí A äëÿ îñåñèììåòðè÷íûõ âèõðåé â íåðàâíîâåñíîìãàçå: A1 = �F1(!/�, rv'), A2 = !F2(!/�, rv'), (6)ãäå F1 è F2 � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè. Ïîñêîëüêóóðàâíåíèå (2) ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî A è îäíîðîäíî,åãî ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ òàêæå ëþáûå ëèíåéíûå êîì-áèíàöèè âåëè÷èí A1 è A2 . Ëþáàÿ èç íèõ, óáûâàþùàÿïðè r!1 áûñòðåå, ÷åì r�2 , ïðèâîäèò ê çàêîíó ñî-õðàíåíèÿ äëÿ RRAr dr d' , âûïîëíÿþùåìóñÿ ñ ëþáîéíàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ (ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âû-áîðå ðàäèóñà çîíû èíòåãðèðîâàíèÿ Rint ). Â ÷àñòíîñòè,ïðè ýâîëþöèè âèõðÿ â íåðàâíîâåñíîé ñðåäå â ñëó÷àåîñåñèììåòðè÷íîãî âîçáóæäåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ïîëíûéìîìåíò èìïóëüñà 2� R �v'r2 dr (A= � � rv' ) äëÿ âñåõâèõðåé ñ v'(r), óáûâàþùåé áûñòðåå r�3 , è öèðêó-ëÿöèÿ 2� R!r dr (A= !) äëÿ âñåõ âèõðåé ñ v'(r),óáûâàþùåé áûñòðåå r�1 . Äëÿ âèõðåé ñ áîëåå ïîëîãèìïðî�èëåì v'(r) ýòè âåëè÷èíû ïðîñòî íå èìåþò ñìûñëà,òàê êàê èíòåãðàëû ðàñõîäÿòñÿ.Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ñïðà-âåäëèâû äëÿ ëþáîãî îñåñèììåòðè÷íîãî íåðàâíîâåñíîãîèëè òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðîì íå èçìåíÿþòñÿóðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè è äâèæåíèÿ. Ñïðàâåäëèâîñòüçàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñàè öèðêóëÿöèè ïðîâåðÿëàñü ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäå-ëèðîâàíèÿ ìåòîäîì �îäóíîâà âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.Ïðè Rint = 25 �Rvor , ãäå Rvor � ðàäèóñ âèõðÿ, íà÷àëüíîåè êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ îòëè÷àëèñü ìåíåå ÷åìíà 0.5% ïðè òîì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå èçìåíåíèå v'ñîñòàâëÿëî ïðèìåðíî 14%.Â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè âåëè÷èí îò z , îñòàþò-ñÿ ñïðàâåäëèâûìè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ âåëè÷èíA1 = �F1(rv'). Â ðàâíîâåñíîì ãàçå ê ÷èñëó àðãóìåíòîâ�óíêöèé F1 è F2 ìîæíî äîáàâèòü ýíòðîïèþ s . Ïðèíåîñåñèììåòðè÷íîì âîçäåéñòâèè ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñèì-ìåòðèÿ çàäà÷è, îáåñïå÷èâàâøàÿ âûïîëíåíèå íåîáõîäè-ìûõ óñëîâèé äëÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí a è bi , íàðó-øàåòñÿ, îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëíûé ìîìåíòèìïóëüñà RR �v'r2 dr d' âñå ðàâíî ñîõðàíÿåòñÿ. Ýòîìóïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ðàçäåë.Íåîñåñèììåòðè÷íîå âîçäåéñòâèå: ñîõðàíåíèåïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñàÅñëè çàäà÷à íå îñåñèììåòðè÷íà, è ïàðàìåòðû òå-÷åíèÿ çàâèñÿò îò ' , d(rv')/dt = �(1/�)(dp/d') 6= 0.Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ A = � � rv' âìåñòî óðàâíåíèÿ (2)èìååì d(� � rv')dt + � � rv' div v=� �p�' .Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè çàêîíà ñîõðàíåíèÿíå îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû óðàâíåíèå (2) áûëî âûïîëíå-íî â êàæäîé òî÷êå. Äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èíòåãðàë ïîïëîùàäè îò ïðàâîé ÷àñòè áûë ðàâåí íóëþ èëè õîòÿáû ñòðåìèëñÿ ê íóëþ ïðè Rint!1 . Òîãäà èçìåíå-íèå èíòåãðàëà RRAr dr d' áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íó-ëþ ïðè Rint!1 . Äåéñòâèòåëüíî, âìåñòî (4) èìååì��t RRAr dr d' = �N(Rint) + RRRHS r dr d' , ãäå RHS �



ÕÈÌÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ, ÔÈÇÈ×ÅÑÊÀß ÊÈÍÅÒÈÊÀ È ÔÈÇÈÊÀ ÏËÀÇÌÛ 37ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2) â íåîñåñèììåòðè÷íîì ñëó-÷àå. Äëÿ ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà RHS = ��p/�' ,è ïîñêîëüêó p(r,') ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöè-åé ' , èíòåãðàë îò ïðàâîé ÷àñòè RRRHS r dr d' ðàâåííóëþ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî è ïðèíåîñåñèììåòðè÷íîì âîçäåéñòâèè ñëîæíûé ïðîöåññ èç-ìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ âèõðÿ, âêëþ÷àþùèé ðàñïðîñòðà-íåíèå âîëíû ñæàòèÿ, îáðàçîâàíèå ñïèðàëè íàãðåòîãîãàçà è ïàäåíèå ãîðÿ÷åãî ãàçà íà öåíòð âèõðÿ [6℄,íå ìåíÿåò ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà âèõðÿ, åñëè íåó÷èòûâàòü äèññèïàòèâíûå ïðîöåññû. Âèõðü íå èñ÷åçàåòäàæå ïðè î÷åíü ñèëüíîì âîçäåéñòâèè: íåñìîòðÿ íà òî,÷òî âîëíà óíîñèò ÷àñòü ìàññû, ìîìåíò èìïóëüñà äîë-æåí ñîõðàíèòüñÿ, ïîýòîìó ïðîèñõîäèò ëèøü íåáîëüøîåèçìåíåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè.Èíòåãðàë ýíåðãèèÑèñòåìà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ (6) èìååò îäèí ñó-ùåñòâåííûé íåäîñòàòîê: â íåé íåò íè îäíîé âåëè-÷èíû, ñâÿçàííîé ñ çàïàñîì ýíåðãèè âî âíóòðåííèõñòåïåíÿõ ñâîáîäû. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (6) ïîêà-çûâàåò, êàêèå âåëè÷èíû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ïðèëþáîé âåëè÷èíå âîçäåéñòâèÿ, íî íå îïèñûâàåò çà-âèñèìîñòü âåëè÷èíû èçìåíåíèé îò âåëè÷èíû âîçäåé-ñòâèÿ. Êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå âèõðÿ çàâèñèò íå òîëüêîîò íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè,íî è îò òîãî, êàêàÿ ýíåðãèÿ áûëà âëîæåíà âî âíóò-ðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïîýòîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòüïàðàìåòðû ýòîãî êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ, íåîáõîäèìî ïî-ñòðîèòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ äëÿ êàêîé-ëèáî âåëè÷èíû,ñâÿçàííîé ñ ïîñòóïàòåëüíîé òåìïåðàòóðîé è ýíåðãèåéâíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Âïîëíå ëîãè÷íî, ÷òîòàêîé âåëè÷èíîé ìîæåò ÿâëÿòüñÿ íåêîòîðàÿ ýíåðãèÿ.Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ e = p�T � p+ �"+ �v2/2 íå ñîõðàíÿ-åòñÿ, ïîñêîëüêó âîëíà ñæàòèÿ, âûçâàííàÿ ðåëàêñàöèåéýíåðãèè âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, óíîñèò ÷àñòüâåùåñòâà, à ñëåäîâàòåëüíî, è âíóòðåííþþ ýíåðãèþ,êîòîðîé ýòî âåùåñòâî îáëàäàëî. Ïîëó÷èòü çàêîí ñî-õðàíåíèÿ ìîæíî, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå âåëè÷èíû Aíå e , à Ae = e�p�T1+p1��"eq(T1), ãäå p1 è T1 �äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà â íåâîçìóùåííîé ñðåäå. Óáå-äèìñÿ â òîì, ÷òî ýòà âåëè÷èíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì òðåìòðåáîâàíèÿì. Ïðåæäå âñåãî,dAedt +Ae div v== dedt+e div v+p1 div v��pT1+"eq(T1)��d�dt + � div v�== dedt + e div v+ p1 div v.Èç óðàâíåíèÿ ýíåðãèè (áåç ó÷åòà äèññèïàòèâ-íûõ ïðîöåññîâ) �e/�t + div(v(e+ p)) = 0 ñëåäóåò, ÷òîde/dt + e div v = � div(pv). Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2) äëÿ Ae ðàâíà � div((p� p1)v).Èíòåãðàë ïî ïëîùàäè îò ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí� RRS div((p� p1)v)dS =� H�S(p� p1)vr dl . Â îñåñèììåò-ðè÷íîì ñëó÷àå èíòåãðàë ïî êîíòóðó (îêðóæíîñòè, îãðà-íè÷èâàþùåé îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ) ëåãêî áåðåòñÿ:�2�Rint(p(Rint) � p1)vr(Rint). Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òîïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè Rint!1 .

Ïðîñòîé îöåíêè äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé âîëíû vr � 1/príåäîñòàòî÷íî, ïîýòîìó îáðàòèìñÿ ê èçâåñòíîé çàäà÷å,èìåþùåé ìíîãî îáùåãî ñ ýâîëþöèåé âèõðÿ ïðè âîçáóæ-äåíèè âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, à èìåííî ê çàäà÷åî òî÷å÷íîì âçðûâå. Ôàêòè÷åñêè çàäà÷à îá èçìåíåíèèïàðàìåòðîâ âèõðÿ â ðåçóëüòàòå ðåëàêñàöèè íà÷àëüíîãîâîçáóæäåíèÿ � ýòî îáîáùåíèå çàäà÷è î òî÷å÷íîìâçðûâå, â êîòîðîì, âî-ïåðâûõ, ó÷èòûâàåòñÿ âðàùåíèåñðåäû (ñàì âèõðü), à âî-âòîðûõ, âûäåëåíèå ýíåðãèèìîæåò ïðîèñõîäèòü ïîñòåïåííî ïî ìåðå ðåëàêñàöèèâîçáóæäåíèÿ. Â îñòàëüíîì ýòè çàäà÷è ñõîæè: â îïðåäå-ëåííîé òî÷êå ïðîèñõîäèò ýíåðãîâûäåëåíèå (ñåé÷àñ íàñèíòåðåñóåò òîëüêî àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ïðè r ! 1 ,ïîýòîìó ýíåðãîâûäåëåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷å÷íûì),â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ âîëíà, êîòîðàÿ óíîñèò ÷àñòüìàññû, îñòàâëÿÿ â öåíòðå îáëàñòü íàãðåòîãî ëåãêîãîãàçà. Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ,à òàêæå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ [6℄ ïîêàçûâàþò, ÷òîâðàùåíèå íå îêàçûâàåò çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà ðàäè-àëüíîå ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû, òî äëÿ îöåíêè ñêîðî-ñòè óáûâàíèÿ (p(Rint) � p1) è vr(Rint) ïðè Rint!1ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíîé àñèìïòîòèêîé äëÿðåøåíèÿ çàäà÷è î öèëèíäðè÷åñêîì òî÷å÷íîì âçðûâå [9℄:vr(r), (p(r)� p1) � r�3/4 äëÿ âçðûâà ñ ó÷åòîì ïðîòèâî-äàâëåíèÿ èëè vr(r), (p(r)� p1) � 1/r â ïðèáëèæåíèèñèëüíîãî âçðûâà. Áîëåå ñëàáîé (è áîëåå òî÷íîé ïðèr!1) îöåíêè äëÿ âçðûâà ñ ó÷åòîì ïðîòèâîäàâëåíèÿâïîëíå äîñòàòî÷íî: Rint(p(Rint) � p1)vr(Rint) � R�1/2int ,ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë îò ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿäëÿ Ae , àíàëîãè÷íîãî (2), ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðèóâåëè÷åíèè ðàäèóñà îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, è çàêîíñîõðàíåíèÿ áóäåò (àñèìïòîòè÷åñêè) âûïîëíåí, åñëèAe(r) óáûâàåò áûñòðåå 1/r2 . ×òîáû âûÿñíèòü, êàêèåòðåáîâàíèÿ ýòî íàêëàäûâàåò íà èñõîäíûé âèõðü è íà ðà-äèàëüíûé ïðî�èëü âîçáóæäåíèÿ, ïðåäñòàâèì Ae â âèäåAe(r) = p�(r)(T(r)�T1)� (p(r)� p1) ++ �("(r)� "eq(T1)) + �(r)v2(r)/2.Îöåíêà àñèìïòîòèêè ýòèõ ñëàãàåìûõ â íà÷àëüíîìñîñòîÿíèè âèõðÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî Ae(r) óáûâàåò áûñò-ðåå 1/r2 , åñëè v'(r) óáûâàåò áûñòðåå 1/r è âåëè÷èíàâîçáóæäåíèÿ Ti(r)�T1 (ãäå Ti � òåìïåðàòóðà âíóò-ðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû) óáûâàåò áûñòðåå 1/r2 . Òîåñòü äëÿ ìîäåëåé âèõðÿ ñ áîëåå êðóòûì ïðî�èëåì óãëî-âîé ñêîðîñòè, ÷åì ó âèõðÿ �ýíêèíà, è äëÿ äîñòàòî÷íîëîêàëüíîãî âîçáóæäåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ñõîäÿùèéñÿèíòåãðàë ýíåðãèè, ñîõðàíÿþùèéñÿ ïðè òîì, ÷òî ÷àñòüâåùåñòâà (è ÷àñòü ïîëíîé ýíåðãèè e ) âîëíà óíîñèò çàïðåäåëû êîíå÷íîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêóïðè âûâîäå èíòåãðàëà ýíåðãèè èñïîëüçîâàëèñü óðàâíå-íèÿ ãèäðîäèíàìèêè â âåêòîðíîé �îðìå, âñå âûøåñêà-çàííîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ íåîñåñèììåòðè÷íîãî âîçáóæ-äåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, â íåîñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àåñóùåñòâóþò ïî êðàéíåé ìåðå äâà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ:ñîõðàíåíèå ïîëíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà è ñîõðàíåíèåýíåðãèè Ae . ÂûâîäûÂûäåëåíèå ýíåðãèè â ðåçóëüòàòå ðåëàêñàöèè âíóò-ðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîëåêóë èëè äåéñòâèÿ äðóãîãîèñòî÷íèêà ýíåðãèè ïðèâîäèò ê èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ19 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



38 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 5êîëîííîîáðàçíîãî âèõðÿ. Íàðóøàåòñÿ áàëàíñ ìåæäóðàäèàëüíûì ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ â âèõðå è öåíòðî-áåæíîé ñèëîé. Îáðàçóåòñÿ âîëíà ñæàòèÿ, êîòîðàÿ óíî-ñèò ÷àñòü âåùåñòâà, ñîçäàþùóþ èçáûòî÷íîå äàâëåíèå,ïî íàïðàâëåíèþ îò îñè âèõðÿ. Èç-çà âûíîñà âîëíîé÷àñòè âåùåñòâà çà ïðåäåëû ëþáîé êîíå÷íîé îáëàñòèèíòåãðèðîâàíèÿ òðàäèöèîííûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿêîíå÷íîé îáëàñòè íå âûïîëíåíû. Òåì íå ìåíåå ìîæíîñ�îðìóëèðîâàòü êðèòåðèé, îáåñïå÷èâàþùèé àñèìïòî-òè÷åñêîå âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ: èçìåíåíèåñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ â ïðîöåññå ýâî-ëþöèè âèõðÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óâåëè÷åíèè ðàäèóñàîáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêîé ïîäõîä, â îòëè÷èå îòïîñòîÿííîãî ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïîìåðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü çàêî-íû ñîõðàíåíèÿ, âûïîëíÿþùèåñÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþäëÿ êîíå÷íîé îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ, è ïðîâåðèòü ñ èõïîìîùüþ òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ýéëåðî-âûõ êîîðäèíàòàõ. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñèììåòðèÿ çàäà÷èâ ñëó÷àå íà÷àëüíîãî âîçáóæäåíèÿ âíóòðåííèõ ñòåïåíåéñâîáîäû â îñåñèììåòðè÷íîé îáëàñòè, êîíöåíòðè÷åñêîéñ âèõðåì, ïîçâîëÿåò íàéòè øèðîêèé êëàññ ñîõðàíÿþ-ùèõñÿ âåëè÷èí, âêëþ÷àþùèé öèðêóëÿöèþ è ïîëíûéìîìåíò èìïóëüñà âèõðÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíûé ìîìåíòèìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ è â ñëó÷àå íåîñåñèììåòðè÷íî-ãî âîçáóæäåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî âîëíà óíîñèò÷àñòü âåùåñòâà, îáëàäàþùóþ îïðåäåëåííîé òåïëîâîéýíåðãèåé, ìîæíî ââåñòè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì íîðìè-ðîâàííûé èíòåãðàë ýíåðãèè, êîòîðûé ñîõðàíÿåòñÿ êàê
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