
48 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 6ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀÎáîáùåííîå ïðèáëèæåíèå Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà äëÿ ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåìñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿìåæäó ÷àñòèöàìèÏ.Í. ÍèêîëàåâÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò, êà�åäðàêâàíòîâîé ñòàòèñòèêè è òåîðèè ïîëÿ. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: nikolaev�phys.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 07.06.2011, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 29.06.2011Ïðåäëîæåí íîâûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ õîðîøî èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ Êàðíàõàíà � Ñòàðëèíãà äëÿñèñòåì òâåðäûõ ñ�åð, à òàêæå åãî îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà òî÷íî èçâåñòíûõ âè-ðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ. Ïîêàçàíà ý��åêòèâíîñòü äàííîãî ìåòîäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîéòåðìîäèíàìèêè ñèñòåìû ìÿãêèõ ñ�åð, ãäå íàéäåíû àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèèè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, õîðîøî ñîãëàñóþùèåñÿ ñ äàííûìè ìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà. �àññìîòðåííûéïîäõîä îáîáùåí íà ñèñòåìû ñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó÷àñòèöàìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåðìîäèíàìè÷åñêèå �óíêöèè, óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, êðèñòàëëèçàöèÿ.ÓÄÊ: 536. PACS: 64.10.+h, 61.20.Gy, 65.20.�w.ÂâåäåíèåÏîëó÷åíèå âûñîêîòî÷íûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ äëÿñèñòåì ìíîãèõ ÷àñòèö ñîñòàâëÿåò ãëàâíóþ çàäà÷ó ñòàòè-ñòè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè. Îñîáåííî öåííûìè ÿâëÿþò-ñÿ âûñîêîòî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ê êîòîðûìîòíîñèòñÿ óðàâíåíèå Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà äëÿ ñèñòå-ìû òâåðäûõ ñ�åð [1℄. Îíî áûëî ïîëó÷åíî èç àíàëèçà èç-âåñòíûõ øåñòè âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ è ñîõðàíÿåòâàæíîå çíà÷åíèå äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè, êîãäà ñòàëîèçâåñòíî äåñÿòü âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ [2℄.Íî äàííîå óðàâíåíèå îáëàäàåò è îïðåäåëåííûìèíåäîñòàòêàìè. Îíî òî÷íî âîñïðîèçâîäèò ëèøü ïåðâûåòðè èçâåñòíûõ âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòà, à îñòàëü-íûå � äîñòàòî÷íî õîðîøî, íî ïðèáëèæåííî. Ïîýòîìóâ öåëîì ðÿäå ñëó÷àåâ òî÷íîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ óæåíåäîñòàòî÷íà. Åñòü è äðóãîé âîïðîñ � ìîæíî ëèäàííûé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ Êàðíàõàíà�Ñòàð-ëèíãà îáîáùèòü íà ñëó÷àé ñèñòåì ñ áîëåå ñëîæíûìòèïîì ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ? �åøåíèþ äàííûõïðîáëåì è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.Ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà ïîêàçû-âàåò, ÷òî íàèáîëåå åñòåñòâåííî åãî ìîæíî îáîáùèòüíà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ïîòåíöèàëû âçàèìî-äåéñòâèÿ. Íî â îòëè÷èå îò ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åðýòî òðåáóåò íå òîëüêî �îðìàëüíîãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿêîý��èöèåíòîâ ñòåïåííîãî ðÿäà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ,íî è �èçè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû òåðìîäèíà-ìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ è �óíêöèé [3, 4℄.Â ïåðâîì ðàçäåëå äàíî îáîáùåíèå ïðèáëèæåíèÿÊàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð. Â ðå-çóëüòàòå íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîä-íîé ýíåðãèè è óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, òî÷íî âîñïðîèçâî-äÿùèå âñå èçâåñòíûå âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû è õî-ðîøî îïèñûâàþùèå äàííûå ìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà.Â ðàçäåëå 2 àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ðåàëèçîâàíà äëÿñèñòåìû ìÿãêèõ ñ�åð. È çäåñü ìû íàøëè ñîîòâåòñòâó-

þùèå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèèè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. �àçäåë 3 ïîñâÿùåí îáîáùåíèþïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà íà ñëó÷àé ñèñòåì ñ ïîëîæèòåëü-íî îïðåäåëåííûì ïîòåíöèàëîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó÷àñòèöàìè. Â çàêëþ÷åíèè îáñóæäàþòñÿ ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû è ïåðñïåêòèâû èõ èñïîëüçîâàíèÿ.1. Ïðèáëèæåíèå Êàðíàõàíà � Ñòàðëèíãà è åãîîáîáùåíèå äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åðÓðàâíåíèå Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà äëÿ ñèñòåìû òâåð-äûõ ñ�åð èìååò âèä [1℄pv� = 1+ y+ y2 � y3(1� y)3 (1)è ïîëó÷åíî íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè n-ãî âèðèàëüíîãîêîý��èöèåíòà íåêîòîðîé �îðìóëîé, êîòîðàÿ óäà÷íîâîñïðîèçâîäèò ïåðâûå øåñòü âèðèàëüíûõ êîý��èöèåí-òîâ. Â ðåçóëüòàòå ñîîòíîøåíèå (1) ïîëó÷àåòñÿ ñóììè-ðîâàíèåì âèðèàëüíîãî ðàçëîæåíèÿz= pv� = 1+ 1Xn=2 bnyn�1. (2)Çäåñü y = ��3�/6, � � äèàìåòð òâåðäûõ ñ�åð,�=N/V = 1/v � ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö, �= kT , T �àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà,bn � áåçðàçìåðíûå âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû äëÿïåðåìåííîé y .Ïðè ðåøåíèè íàøåé çàäà÷è óäîáíåå èñõîäèòü íå èçâûðàæåíèÿ äëÿ ñæèìàåìîñòè (1), à èç ïîëó÷åííîãî èçíåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèèF = F0 +N�4y� 3y2(1� y)2 , (3)ãäå F0 � ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èäåàëüíîãî ãàçà.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 49Ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû â îáùåì ñëó÷àå ìîæíîïðåäñòàâèòü êàê F = F0 � �Nm ln q. (4)Äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð m è q � íåêîòîðûå�óíêöèè ïëîòíîñòè, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåìqmN =Q. (5)Çäåñü Q = Z exp(�U/�)VN dq1 dq2 � � �dqN (6)� ïðèâåäåííûé ñòàòèñòè÷åñêèé èíòåãðàë, U � ïîòåí-öèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Ôóíêöèÿ m èìååò ñìûñëïîëîâèíû ý��åêòèâíîãî ÷èñëà áëèæàéøèõ ñîñåäåé [3℄.Äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð ýòî âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿïëîòíîñòè, à �óíêöèÿ q , ñîãëàñíî (5) è (6), îáðàùàåòñÿâ íîëü ïðè ïëîòíîé óïàêîâêå.Òàêèì îáðàçîì, èç âûðàæåíèÿ (4) äëÿ ñâîáîäíîéýíåðãèè ñëåäóåò, ÷òî îíî èìååò îñîáåííîñòü ïðè ïëîò-íîé óïàêîâêå. Êðîìå òîãî, �óíêöèþ m ìîæíî àïïðîê-ñèìèðîâàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíà áóäåò îáëàäàòüîñîáåííîñòüþ âíå �èçè÷åñêè çíà÷èìîé îáëàñòè. Òàê,â ïðèáëèæåíèè Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà, ñîãëàñíî âûðà-æåíèþ (3), ýòî y = 1. Ñîîòíîøåíèå (4) ïîçâîëÿåò âûÿñ-íèòü �èçè÷åñêèå ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ îñîáåííîñòåéó ñâîáîäíîé ýíåðãèè è ýòèì âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò�îðìàëüíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ àïïðîêñèìàöèé.Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (3) è (4), âèäèì, ÷òî â ïðè-áëèæåíèè Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà �óíêöèþ åñòåñòâåííîâûáðàòü â âèäå m(y) = m1(y)(1� y)2 , (7)ãäå m1(y) � íîâàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ ìåä-ëåííåå, ÷åì �óíêöèÿ m(y). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (7)â ñîîòíîøåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè (4), èìååìF = F0 �N� m1 lnq(1� y)2 . (8)Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïëîòíîñòè, íå ñëèøêîì áëèçêèåê ïëîòíîñòè ïðè ïëîòíîé óïàêîâêå, òî ìîæíî èñêàòü�óíêöèþ m1 ln q â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì y�m1 lnq = 
1y+ 
2y2 + 
3y3 + . . . , (9)ãäå êîý��èöèåíòû 
i ñîîòíîøåíèÿ (9) íàõîäÿòñÿ èçóñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå y! 0âûðàæåíèÿ (8) è ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ïëîòíîñòèñâîáîäíîé ýíåðãèèF = F0 +N� 1Xi=2 biyi�1i� 1 . (10)Â èòîãå èç (8)�(10) îêîí÷àòåëüíî èìååì âûðàæåíèå äëÿñâîáîäíîé ýíåðãèèF = F0 +N� 1(1� y)2�4y� 3y2 +0.121589y3 �� 0.187044y4 � 0.027655y5 +0.020812y6 � . . .�. (11)Èç âûðàæåíèÿ (11) âèäèì, ÷òî ïðèáëèæåíèå Êàðíàõà-íà�Ñòàðëèíãà ïîëó÷àåòñÿ ïðè ó÷åòå âòîðîãî è òðåòüåãîâèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ. Ó÷åò ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ

ïðèâîäèò ê îáîáùåíèþ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Îòñþäà ìûïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñæèìàåìîñòèz= 1(1� y)3�1 + y+ y2 � 0.635232y3 � 0.869766y4 ++0.235839y5 +0.207822y6 � . . .�. (12)Îáîáùåííîå âûðàæåíèå äëÿ ñæèìàåìîñòè (12), â îò-ëè÷èå îò óðàâíåíèÿ Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà (1), òî÷íîâîñïðîèçâîäèò âñå èçâåñòíûå âèðèàëüíûå êîý��èöèåí-òû ðÿäà (2) è çíà÷èòåëüíî ëó÷øå îïèñûâàåò äàííûåìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà.Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîãîîòêëîíåíèÿ ñæèìàåìîñòè �z= 1�z/zM (zM � äàííûåìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà [5℄) ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åðäëÿ îäíîðîäíîé �àçû â ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèÿõ îòäàííûõ ìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà. Òðåóãîëüíèêàìè îáî-çíà÷åíî âèðèàëüíîå ïðèáëèæåíèå (2) ïðè ó÷åòå äåñÿòèâèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ, êâàäðàòàìè � ðåçóëüòàòûïðèáëèæåíèÿ Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà (1), ðîìáàìè �îáîáùåííîå ïðèáëèæåíèå Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà (12),äàþùåå íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò. Âìåñòå ñ òåì íåïîñðåä-ñòâåííî âèäíî, ÷òî ïðè âûñîêèõ ïëîòíîñòÿõ â ìåòàñòà-áèëüíîé îáëàñòè âîçìîæíîñòè óëó÷øåíèÿ ïðèáëèæåíèÿÊàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà ñòàíîâÿòñÿ ìåíüøå.

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîãî îòêëîíåíèÿ ñæè-ìàåìîñòè ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð äëÿ îäíîðîäíîé �àçûâ ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèÿõ îò äàííûõ ìàøèííîãîýêñïåðèìåíòà. Òðåóãîëüíèêàìè îáîçíà÷åíî âèðèàëüíîåïðèáëèæåíèå, êâàäðàòàìè � ïðèáëèæåíèå Êàðíàõà-íà�Ñòàðëèíãà, ðîìáàìè � îáîáùåííîå ïðèáëèæåíèåÊàðíàõàíà�ÑòàðëèíãàÁîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ìåòàñòàáèëüíîé îáëàñòèäàåò ïðèáëèæåíèå, â êîòîðîì â êà÷åñòâå m1 èñïîëüçó-åòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî ïëîòíîñòè, à òàê-æå ó÷èòûâàåòñÿ �àêò îáðàùåíèÿ â íîëü ïðè ïëîòíîéóïàêîâêå �óíêöèè q [6℄. Ïðè ýòîì ïðèíèìàåòñÿ âîâíèìàíèå, ÷òî ý��åêòèâíîå ÷èñëî áëèæàéøèõ ñîñåäåéäëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð èçìåíÿåòñÿ îò 6 ïðè ìàëûõïëîòíîñòÿõ äî 12 ïðè áîëüøèõ. Íåèçâåñòíîé îñòàåòñÿëèøü �óíêöèÿ, êîòîðàÿ èùåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî ñòå-ïåíÿì ïëîòíîñòè. Âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèèïîëó÷àåòñÿ ïðè òàêîì ïîäõîäå äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì.Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ìåòîäà öåëåñîîáðàçíîïðè èññëåäîâàíèÿõ ïðè áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ, êîãäàòðåáóåòñÿ áîëüøàÿ òî÷íîñòü.25 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



50 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 62. Îáîáùåííîå ïðèáëèæåíèå Êàðíàõàíà-Ñòàðëèíãàäëÿ ñèñòåìû ìÿãêèõ ñ�åðÏðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìûòâåðäûõ ñ�åð â êà÷åñòâå áàçîâîé ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿíåý��åêòèâíûì, è â ýòîì êà÷åñòâå ïðèìåíÿåòñÿ ñè-ñòåìà ìÿãêèõ ñ�åð, õîòÿ ýòî è ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè÷èñëåííûìè òðóäíîñòÿìè êàê ïðè ðàññìîòðåíèè ñàìîéñèñòåìû, òàê è ïðè èñïîëüçîâàíèè åå â êà÷åñòâå áàçî-âîé â òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé [7�11℄.Äëÿ ñèñòåìû ìÿãêèõ ñ�åð ïîòåíöèàë âçàèìîäåé-ñòâèÿ èìååò âèä �(r) = "��r �n , (13)ãäå " è � � ïàðàìåòðû, à çíà÷åíèå n â (13) îáû÷íîáåðóò ðàâíûì 12. Ó ýòèõ ñèñòåì ïðèâåäåííîå óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ çàâèñèò ëèøü îò îäíîé ïåðåìåííîé�= ��3��"��1/4 . (14)�àçëîæåíèå äëÿ ñæèìàåìîñòè â ñòåïåííîé ðÿä ÿâëÿåòñÿðàçëîæåíèåì ïî ñòåïåíÿì � , à êîý��èöèåíòû ðàçëîæå-íèÿ áóäóò ïîñòîÿííûìè.Äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð â ïðèáëèæåíèè Êàðíàõà-íà�Ñòàðëèíãà ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êå y = 1 ïîëó÷àåòñÿêàê ðåçóëüòàò ñóììèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íîãî àïïðîêñèìè-ðóþùåãî ðÿäà, ïîñòðîåííîãî òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíäîñòàòî÷íî õîðîøî âîñïðîèçâîäèò íåñêîëüêî ïåðâûõèçâåñòíûõ âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ. Îáîáùåíèå íàñëó÷àé ñèñòåìû ìÿãêèõ ñ�åð äëÿ �óíêöèè m(�) â ïðî-ñòåéøåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü âûáðàíî êàêm(�) = m1(�)(1� a�)2 , (15)ãäå a � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå(4) ïðè ó÷åòå (15) ïðèíèìàåò âèäF = F0 �N�m1(�) lnq(1� a�)2 .Ïî àíàëîãèè ñ ñîîòíîøåíèåì (9) �óíêöèþ èùåì â âèäåðÿäà ïî ñòåïåíÿì�m1 ln q = 
1�+ 
2�2 + 
3�3 + . . . . (16)Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïåðâûå ïÿòü òî÷íî èçâåñòíûõ âè-ðèàëüíûõ êîý��èöèåíòà äëÿ ñèñòåìû ìÿãêèõ ñ�åðâîñïðîèçâîäèëèñü òî÷íî ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷å-íèè a . Ýòî ïîçâîëèò îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòû 
i(i = 1, . . . , 5).�ëàâíîé çàäà÷åé îñòàåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîñòîÿí-íîé a . Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ îöåíî÷íûìè çíà÷å-íèÿìè äëÿ âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ ñ øåñòîãî ïîäåñÿòûé, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü èç òåîðèè âîçìóùå-íèé [4℄. Íàéäåííîå ñ èñïîëüçîâàíèåì (16) âûðàæåíèåäëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèèF = F0 +N�
1�+ 
2�2 + 
3�3 + . . .(1� a�)2 , (17)ãäå � îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (14), áóäåò çàâèñåòüîò ïàðàìåòðà a . Èç ñîîòíîøåíèÿ (17) íàõîäèì âûðàæå-íèå äëÿ ñæèìàåìîñòèz= 1+ d1�+ d2�2 + d3�3 + . . .(1� a�)3 , (18)

ãäå di (i > 1) � ïîñòîÿííûå, ñâÿçàííûå ñ 
i :d1 = 
1 � 3a , d2 = 2
2 + a
1 + a2 , d3 = 3
3 � a3 , . . . ,ïîýòîìó îò ïàðàìåòðà a áóäåò çàâèñåòü è âûðàæåíèåäëÿ ñæèìàåìîñòè (18).Êàê îòìå÷åíî âûøå, â âèðèàëüíîì ðàçëîæåíèè äëÿñæèìàåìîñòè ñèñòåìû ìÿãêèõ ñ�åðz= 1+ b2�+ b3�2 + b4�3 + . . . (19)èçâåñòíû ïåðâûå ïÿòü êîý��èöèåíòîâ [7℄b2 = 2.56651,b3 = 3.7908,b4 = 3.528,b5 = 2.113. (20)×òî êàñàåòñÿ øåñòîãî âèðèàëüíîãî êîý��èöèåíòàâ (19), òî îí èçâåñòåí èç àïïðîêñèìàöèé ëèáî äàííûõìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà, ëèáî ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâïî òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè âîçìóùåíèé. Ñëåäóþùèåâèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû î÷åíü áûñòðî óìåíüøàþòñÿïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå [4℄. Ïîýòîìó äëÿ ñèñòåìûòâåðäûõ ñ�åð ÷àñòî îãðàíè÷èâàþòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîìäî øåñòîãî âèðèàëüíîãî êîý��èöèåíòà âêëþ÷èòåëüíî.Íî ïðè ýòîì ïðè âûñîêèõ ïëîòíîñòÿõ â ìåòàñòàáèëüíîéîáëàñòè ïîëó÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíîå ðàñõîæäåíèå ñ äàí-íûìè ìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà. Âèðèàëüíûå êîý��è-öèåíòû ñ øåñòîãî ïî äåñÿòûé, íàéäåííûå èç âûðà-æåíèÿ (18), ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà a ïîäáåðåì òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû â ìåòðèêå L2 îíè íàèëó÷øèì îáðà-çîì ñîîòâåòñòâîâàëè ñîîòâåòñòâóþùèì êîý��èöèåíòàì,îïðåäåëåííûì èç òåîðèè âîçìóùåíèé [4℄. Äëÿ ñèñòåìûìÿãêèõ ñ�åð ïîëó÷àåì a = 0.262197. Â ðåçóëüòàòåâûðàæåíèÿ (17) è (18) áóäóò îïðåäåëåíû ïîëíîñòüþ.Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ñæèìàåìîñòè zîò ïðèâåäåííîãî ïàðàìåòðà � äëÿ îäíîðîäíîé �àçûñèñòåìû ìÿãêèõ ñ�åð, îïðåäåëåííàÿ èç âûðàæåíèÿ (18).Òðåóãîëüíèêàìè, êâàäðàòàìè è ðîìáàìè èçîáðàæåíûäàííûå ìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà (ðàáîòû [7, 8℄ è [9℄ñîîòâåòñòâåííî). Íåïîñðåäñòâåííî âèäíî õîðîøåå ñîâ-ïàäåíèå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âîâñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñæèìàåìîñòè z , âû÷èñëåííîé íàîñíîâå îáîáùåííîãî ïðèáëèæåíèÿ Êàðíàõàíà�Ñòàð-ëèíãà, îò ïðèâåäåííîãî ïàðàìåòðà � äëÿ îäíîðîäíîé�àçû ñèñòåìû ìÿãêèõ ñ�åð. Òðåóãîëüíèêàìè, êâàä-ðàòàìè è ðîìáàìè èçîáðàæåíû äàííûå ìàøèííîãîýêñïåðèìåíòà (ðàáîòû [7, 8℄ è [9℄ ñîîòâåòñòâåííî)



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 51Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà a ìî-æåò áûòü ðåàëèçîâàí è äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð.Â îòëè÷èå îò ñèñòåìû ìÿãêèõ ñ�åð, ãäå òî÷íî èçâåñòíûëèøü ïåðâûå ïÿòü êîý��èöèåíòîâ (20), âñå íåîáõîäè-ìûå âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû çäåñü èçâåñòíû òî÷íî,à íå ïðèáëèæåííî. Íàéäåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà aîêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ðàâíûì 1 äëÿ ïàðàìåòðà ðàç-ëîæåíèÿ y (äëÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð � = ��3 ), êàêýòî è äîëæíî áûòü â ïðèáëèæåíèè Êàðíàõàíà�Ñòàð-ëèíãà.3. Ïðèáëèæåíèå Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãàäëÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ïîòåíöèàëîââçàèìîäåéñòâèÿÏîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ïîòåíöèàëû âçàèìî-äåéñòâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèëàì îòòàëêèâàíèÿ, øè-ðîêî èñïîëüçóþòñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîé òåîðèè âîç-ìóùåíèé. Òàêèå ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ ïîòåíöèàëàìèâçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè áàçîâîé ñèñòåìû.Ñðåäè ýòèõ ïîòåíöèàëîâ íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü áóäóòèíòåðåñîâàòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ïîòåíöèàëû,ñ�îðìèðîâàííûå íà îñíîâå ÷àñòè ïîòåíöèàëà Ëåííàð-äà�Äæîíñà [12�15℄, ïîñêîëüêó îíè èñïîëüçóþòñÿ â òåî-ðèè æèäêîãî ñîñòîÿíèÿ Âèêñà�×àíäëåðà�Àíäåðñåíà.Òâåðäûå ñ�åðû è ìÿãêèå ñ�åðû äëÿ ïîòåíöèàëîâ òàêîãîòèïà ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëüíûì ñëó÷àÿì íèçêèõ è âû-ñîêèõ òåìïåðàòóð ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó â ýòèõñëó÷àÿõ íàì óäàëîñü ïîñòðîèòü ý��åêòèâíûå âûðàæå-íèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, òîåñòü âñå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî è â îáùåì ñëó÷àåñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ áóäóò âåñüìà òî÷íûìè.Êàê èçâåñòíî, äëÿ áàçîâîé ñèñòåìû î÷åíü âàæíîíàëè÷èå êîìïàêòíîãî àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿñâîáîäíîé ýíåðãèè. Ïðåäëîæåííûå âûøå ïîäõîäû ìîãóòáûòü îáîáùåíû è íà ýòîò ñëó÷àé è äàäóò íåîáõîäèìîåâûðàæåíèå äëÿ ýòîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.Â äàííîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå ñëåäóåò âåñòè ïî ñòåïåíÿìïëîòíîñòè � . Â ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå (17) ïðèîáðåòàåòâèä F = F0 +N�h1�+ h2�2 + h3�3 + . . .(1� a�)2 , (21)ãäå a è hi � íåêîòîðûå �óíêöèè òåìïåðàòóðû. Â îá-ùåì âèäå ðàçëîæåíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî ñòåïåíÿìïëîòíîñòè èìååò âèäF = F0 +N� 1Xi=2 �bi�i�1i� 1 . (22)Â ðàçëîæåíèè (22) �bi � âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû, ÿâ-ëÿþùèåñÿ �óíêöèÿìè òåìïåðàòóðû. Äëÿ ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííûõ ïîòåíöèàëîâ ïåðâûå ïÿòü âèðèàëüíûõ êî-ý��èöèåíòîâ ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû äîñòàòî÷íî áûñòðîïðè ïðîèçâîëüíîé òåìïåðàòóðå. Ïîýòîìó ìû áóäåì ñ÷è-òàòü èõ èçâåñòíûìè.Ïåðâûå ïÿòü �óíêöèé òåìïåðàòóðû hi íàéäåì èçóñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ â àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå �! 0

âûðàæåíèé (21) è (22). Â èòîãå èìååìh2 = �b2,h3 = �b32 � 2a�b2,h4 = �b43 � a�b3 + a2�b2,h5 = �b54 � 2a�b43 + a2�b32 . (23)Ôóíêöèè hi çàâèñÿò òàêæå îò a . Âû÷èñëåíèå ýòèõ�óíêöèé ìîæíî îñóùåñòâèòü ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìîéìÿãêèõ ñ�åð. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ ïîòåîðèè âîçìóùåíèé [4℄, à çàòåì ðàçëîæèì åå â ðÿä ïîñòåïåíÿì ïëîòíîñòè. Íàéäåííûå ïðè ýòîì ïðèáëèæåí-íûå âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû ñ øåñòîãî ïî äåñÿòûéáóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè a . Ïîàíàëîãèè ñ ñèñòåìîé ìÿãêèõ ñ�åð a âûáèðàåòñÿ òàêèìîáðàçîì, ÷òîáû íàéäåííûå íà îñíîâå âûðàæåíèÿ (21)âèðèàëüíûå êîý��èöèåíòû ëó÷øå âñåãî ñîîòâåòñòâîâà-ëè âèðèàëüíûì êîý��èöèåíòàì, íàéäåííûì ïî òåîðèèâîçìóùåíèé. Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì (23) âûðàæåíèå äëÿñâîáîäíîé ýíåðãèè (21) áóäåò îïðåäåëåíî ïîëíîñòüþ.Âûðàæåíèå äëÿ ñæèìàåìîñòè íåòðóäíî ïîëó÷èòü èçâûðàæåíèÿ (21), è îíî èìååò âèäz= 1+ ��((F � F0)/N�)�� . (24)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü íàéäåíû è äðóãèåòåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ïðîâåäåííîå çäåñü ðàññìîò-ðåíèå âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ñèñòåìóòâåðäûõ ñ�åð è ñèñòåìó ìÿãêèõ ñ�åð. Íî â ñèëó áîëü-øåé îáùíîñòè âèäà ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ êàêñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ (21), òàê è ñæèìàåìîñòü (24) çàâèñÿòêàê îò ïëîòíîñòè � , òàê è îò òåìïåðàòóðû � . Ìîæíîïðåäñòàâèòü ñîîòíîøåíèÿ (21)�(24) â ïðèâåäåííîì âè-äå. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèåïàðàìåòðû ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ �(r).Ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà èí�îð-ìàöèè î âèðèàëüíûõ êîý��èöèåíòàõ, êîòîðûå ìîãóòáûòü îïðåäåëåíû êàê êëàññè÷åñêèì îáðàçîì, òàê è íàîñíîâå êâàíòîâîé ñòàòèñòèêè [16�19℄. Ïîýòîìó åãîìîæíî ïðèìåíÿòü è ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõ, êîãäàâàæíû íå òîëüêî êâàíòîâûå ý��åêòû, íî è òèï ñòà-òèñòèêè. Çàêëþ÷åíèå�àçâèòîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáîáùåíèå ïðèáëèæå-íèÿ Êàðíàõàíà � Ñòàðëèíãà ïîçâîëèëî íàéòè àíàëèòè-÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè è óðàâíåíèéñîñòîÿíèÿ ó øèðîêîãî êëàññà ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåìñ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì ïîòåíöèàëîì âçàèìî-äåéñòâèÿ. Ýòî îáîáùåíèå îñíîâûâàåòñÿ íà �èçè÷åñêîìèññëåäîâàíèè ñòðóêòóðû âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîéýíåðãèè è ýòèì âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò �îðìàëüíûõìàòåìàòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ [10, 20℄.Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð ýòîïðèâîäèò ê àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì, îïèñûâàþùèìäàííûå ìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà ñóùåñòâåííî áîëååòî÷íûì îáðàçîì, ÷åì ñòàíäàðòíûé ïîäõîä Êàðíàõà-íà�Ñòàðëèíãà. Îñîáîå çíà÷åíèå èìååò òîò �àêò, ÷òî26 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



52 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 6íàéäåííûå ñîîòíîøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷-íûìè â ðàìêàõ èçâåñòíûõ âèðèàëüíûõ êîý��èöèåí-òîâ. Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò ëó÷øå îöåíèòüìíîãî÷èñëåííûå âèäû ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ,èìåþùèõ îñîáåííîñòè êàê â �èçè÷åñêè çíà÷èìîé îá-ëàñòè, òàê è â íåðåàëèçóåìûõ îáëàñòÿõ. Ýòî ñòàëîâîçìîæíûì çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îá ý�-�åêòèâíîì ÷èñëå áëèæàéøèõ ñîñåäåé, èìåþùèì ÿñíûé�èçè÷åñêèé ñìûñë è õàðàêòåðíóþ çàâèñèìîñòü îò ïëîò-íîñòè.×òî êàñàåòñÿ ñèñòåìû ìÿãêèõ ñ�åð, òî ñòàíäàðòíûéïîäõîä Êàðíàõàíà�Ñòàðëèíãà çäåñü íå ìîæåò áûòü ðå-àëèçîâàí â ñèëó îñîáåííîñòåé â ïîâåäåíèè âèðèàëüíûõêîý��èöèåíòîâ. Ýòî íà ïðîòÿæåíèè äîëãîãî âðåìåíèâûçûâàëî ïîòðåáíîñòü èññëåäîâàíèÿ äàííîé ñèñòåìûñ èñïîëüçîâàíèåì àïïàðàòà òåîðèè âîçìóùåíèé, ëèáîïîëóýìïèðè÷åñêèõ �îðìóë. Â ñèëó ãðîìîçäêîñòè è ðàç-íîðîäíîñòè äàííîãî ïîäõîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîäõîäàìè,èñïîëüçóåìûìè äëÿ ñèñòåì òâåðäûõ ñ�åð, óêàçàííû-ìè âûøå íåäîñòàòêàìè îáëàäàëè è áàçîâûå ñèñòåìûâ ïðèáëèæåíèè Âèêñà�×àíäëåðà�Àíäåðñåíà. Ïðîâåäåí-íîå â ðàáîòå ðàññìîòðåíèå ñíèìàåò äàííóþ ïðîáëåìóè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ ñèñòåìûìÿãêèõ ñ�åð íà îñíîâå òàêîãî æå ïîäõîäà, êàê è äëÿñèñòåìû òâåðäûõ ñ�åð. Õîðîøåå ñîãëàñèå ñ äàííûìèìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ íàéäåííîãî óðàâíåíèÿñîñòîÿíèÿ êàê â ñòàáèëüíîé, òàê è â ìåòàñòàáèëüíîéîáëàñòÿõ ïîäòâåðæäàåò ý��åêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãîïîäõîäà. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Carnahan N.F., Starling K.E. // J. Chem. Phys. 1969. 51,N 2. P. 635.
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