
ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 6 53Ñìåøàííûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû äëÿ àíàëèçà âåùåñòâåííûõè êîìïëåêñíûõ ìîä öèëèíäðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâÀ.Ë. Äåëèöûía , Ñ.È. ÊðóãëîâbÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà ìàòåìàòèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a delitsyn�mail.ru, bms-sf�yandex.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 08.02.2011, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 18.07.2011�àññìîòðåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñìåøàííûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ àíàëèçà äèñïåðñèîííûõêðèâûõ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëíîâîäîâ ñ ãðàäèåíòíûì çàïîëíåíèåì. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòèðî-âàíèÿ àëãîðèòìà è ðàñ÷åòîâ ñèñòåì ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíîâîçíèêíîâåíèå êîìïëåêñíûõ âîëí â ñëîèñòûõ âîëíîâîäàõ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: öèëèíäðè÷åñêèå âîëíîâîäû, êîìïëåêñíûå ìîäû, äèñïåðñèîííûå êðèâûå, ìåòîä ñìåøàííûõêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.ÓÄÊ: 517.95. PACS: 41.20.�q.ÂâåäåíèåÕîðîøî èçâåñòíî ñóùåñòâîâàíèå êîìïëåêñíûõ ìîäâ ðåãóëÿðíûõ âîëíîâîäàõ ñ äèýëåêòðè÷åñêèì çàïîëíå-íèåì [1℄. Ïîä êîìïëåêñíûìè ìîäàìè ïîíèìàþò ìîäûñ êîìïëåêñíûì êâàäðàòîì ïîñòîÿííîé ðàñïðîñòðàíåíèÿâ óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ïîòåðü â âîëíîâîäå. Èçâåñòíî,÷òî ïîäîáíûå âîëíû âîçíèêàþò óæå â äâóõñëîéíûõâîëíîâîäàõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà áîëü-øîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ íåïîñðåäñòâåííî-ìó íàõîæäåíèþ ïîäîáíûõ ìîä, çàêîí÷åííàÿ ìàòåìà-òè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îïèñûâàþùàÿ èõ êà÷åñòâåííîå ïî-âåäåíèå, â íàñòîÿùèé ìîìåíò âðåìåíè îòñóòñòâóåò.Âû÷èñëåíèå êîìïëåêñíûõ ïîñòîÿííûõ ðàñïðîñòðàíåíèéâ ñëîèñòûõ âîëíîâîäàõ ïðîâîäèëîñü ïóòåì ðåøåíèÿäèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ, â ìîíîãðà�èè [1℄ ïðèâåäåíîáîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ ïîäîáíûõ ðàñ÷åòîâ.Äëÿ âîëíîâîäîâ ñ áîëåå ñëîæíûì çàïîëíåíèåì âîçìîæ-íî ïðèìåíåíèå ðÿäà ìåòîäîâ äëÿ ðàñ÷åòà ïîñòîÿííûõðàñïðîñòðàíåíèÿ, èç êîòîðûõ, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëü-øåé îáùíîñòüþ îáëàäàåò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõðåàëèçàöèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðàñ÷åòàìîä âîëíîâîäîâ ñ äèýëåêòðè÷åñêèì çàïîëíåíèåì, çàäà÷àðàçðàáîòêè ïðîãðàììû äëÿ âîëíîâîäîâ ñ ðàäèàëüíûìèçìåíåíèåì ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ íå ìîæåò ñ÷èòàòü-ñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíî ðåøåííîé. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿâ èñïîëüçîâàíèè ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòî-ðîé íóëü ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.Â òî æå âðåìÿ èìåþùååñÿ ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèåïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ðàáîòû â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîð-äèíàò. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷èäëÿ âîëíîâîäîâ ñ ðàäèàëüíûì çàïîëíåíèåì òðåáóåòïðèìåíåíèÿ ìåòîäà, íå ó÷èòûâàþùåãî âîçìîæíîñòüðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðåøå-íèÿ äâóìåðíûõ çàäà÷. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ðåøàåòñÿêðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà,íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñìåøàííûå êîíå÷íûå ýëåìåí-òû äëÿ ïðàâèëüíîé àïïðîêñèìàöèè íóëåâîãî ñîáñòâåí-íîãî çíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó ãðàíèöà îáëàñòè è ëèíèèðàçðûâà äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïðåäñòàâëÿþòñîáîé îêðóæíîñòè, òî ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìû êîíå÷-

íûå ýëåìåíòû íóëåâîãî�ïåðâîãî ïîðÿäêîâ. Ýòî ïðè-âîäèò íà ïðàêòèêå ê äîñòàòî÷íî íåâûñîêîé òî÷íîñòèâû÷èñëåíèé â ñëó÷àå ãðóáîé ñåòêè ëèáî ê çàìåòíî-ìó âðåìåíè ðàáîòû ïðîãðàììû, íå ñîîòâåòñòâóþùåìóîäíîìåðíîìó õàðàêòåðó çàäà÷è. Îäíèì èç ñïîñîáîâðåøåíèÿ çàäà÷è â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿââåäåíèå �èêòèâíîãî èäåàëüíî ïðîâîäÿùåãî ñòåðæíÿ,ðàñïîëîæåííîãî íà îñè âîëíîâîäà, ðàäèóñ êîòîðîãîóñòðåìëÿåòñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì èñ÷åçàåò îñîáàÿ òî÷êàñèñòåìû óðàâíåíèé â íà÷àëå êîîðäèíàò. Â ñèëó ëåã-êî ïðîâåðÿåìîãî äëÿ äàííîé çàäà÷è àíàëîãà òåîðåìûÑàìàðñêîãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è ñî ñòåðæíåìñòðåìÿòñÿ ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èñõîäíîé çàäà÷è,ïðè ñòðåìëåíèè ðàäèóñà ñòåðæíÿ ê íóëþ. Ê ñîæàëå-íèþ, äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòèâ íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíà.Äëÿ çàäà÷è î âîëíîâîäå ñ ðàäèàëüíûì èçìåíåíèåìïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà ââåäå-íèè �èêòèâíîãî ñòåðæíÿ, áûë ðåàëèçîâàí â ðàáîòå [2℄.Â ýòîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ñìåøàííûå êîíå÷íûåýëåìåíòû 1-ãî è 2-ãî ïîðÿäêîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòûñîãëàñîâûâàëèñü ñ òî÷íûìè, ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëèñüäîñòàòî÷íî ãðóáûå ñåòêè (20 ýëåìåíòîâ) ïðè âûñîêîìïîðÿäêå ýëåìåíòîâ. Â òî æå âðåìÿ ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòûîáíàðóæèëè íåâûñîêóþ òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-òàòîâ. Â òàáëèöå (âî 2-ì ýëåìåíòå êàæäîé êëåòêèòàáëèöû) ïîêàçàíî, ÷òî òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåí-íûõ çíà÷åíèé ñîñòàâëÿåò äâà çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.Ìû ïîêàçàëè, ÷òî âûñîêóþ òî÷íîñòü ìîæíî ïîëó÷èòü,ïðèìåíÿÿ ýëåìåíòû 0-ãî è 1-ãî ïîðÿäêîâ, íà ñåòêåèç 200 ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîñòàâëÿåò ÷åòûðå çíàêà ïîñëåçàïÿòîé ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ òåñòèðóåìûõ òî÷êàõ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ñðàâíèâàåì ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû ñ èçâåñòíûìè, à òàêæå ïðèâîäèì íîâûå ðå-çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ âîëíîâîäîâ ñ áîëåå ñëîæíûìè ïîêà-çàòåëÿìè ïðåëîìëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðå-íî âû÷èñëåíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ øåñòèñëîéíîãîâîëíîâîäà, ðàñ÷åò êîòîðûõ, îñîáåííî â êîìïëåêñíîéîáëàñòè (ìåòîäîì ñøèâàíèÿ ìîä), ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìà-ëîý��åêòèâíûì.27 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6



54 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 61. Ïðèìåíåíèå ñìåøàííûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâê ðàñ÷åòó äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ âîëíîâîäîâñ ãðàäèåíòíûì çàïîëíåíèåìÝëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âîëíîâîäà îïèñûâàåòñÿ ñè-ñòåìîé Ìàêñâåëëà èç âîñüìè óðàâíåíèé äëÿ øåñòèíåèçâåñòíûõ 8>>>><>>>>:rotH =�ik"E,rotE = ikH,divH = 0,div "E = 0. (1)Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ èìåþòâèä 8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
1r �Hz�' � �H'�z =�ik"Er,�Hr�z � �Hz�r =�ik"E',1r ��r (rH')� 1r �Hr�' =�ik"Ez,1r �Ez�' � �E'�z = ikHr,�Er�z � �Ez�r = k"H',1r ��r (rE')� 1r �Er�' = k"Hz,

(2)
8>><>>:1r ��r (rHr) + 1r �H'�' + �Hz�z = 0,1r ��r (r"Er) + "r �E'�' + "�Ez�z = 0. (3)Áóäåì èñêàòü íîðìàëüíûå âîëíû, ò. å. ðåøåíèÿ, çà-âèñÿùèå îò z è ' â âèäå E, H � eiz+im' .Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âåêòîðîâ ïîäîáíîãî âèäàâ (2), (3) è ñîêðàùåíèÿ íà ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæè-òåëü ïðèõîäèì ê çàäà÷å íà îòðåçêå [0, 1℄, â êîòîðîéðîëü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ èãðàåò ïàðàìåòð  :8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:
1r imHz� iH' =�ik"Er,iHr � dHzdr =�ik"E',1r ddr (rH')� 1r imHr =�ik"Ez,1r imEz� iE' = ikHr,iEr � dEzdr = k"H',1r ddr (rE')� 1r imEr = k"Hz,

(4)
8><>:1r ddr (rHr) + 1r imH'+ iHz = 0,1r ddr (r"Er) + "r imE' + "iEz = 0. (5)

Ñðàâíåíèå âû÷èñëåííûõ è òî÷íûõ çíà÷åíèé ïîñòîÿííûõðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëîãî âîëíîâîäà ("= 1, m= 1, r = 1)K Im , H11 Re , H11 Im , E11 Re , E110 1.8411951.840110(1.841183) 0 3.8317313.831707(3.831706) 00.5 1.7720041.770960(1.771992) 0 3.7989693.799002(3.798943) 01 1.5459621.54504(1.545948) 0 3.6989413.699150(3.698914) 01.5 1.0677071.067069(1.067688) 0 3.5259273.526454(2.525900) 02 0 0.7810250.780595(0.781051) 3.2683583.269388(3.268328) 02.5 0 1.6911531.690184(1.691165) 2.9038192.905643(2.903785) 03 0 2.3685432.367184(2.368552) 2.3837272.386935(2.383688) 03.5 0 2.9765752.974869(2.976582) 1.5595401.566197(1.559478) 04 0 3.5510563.549028(3.551062) 0 1.1479681.136093(1.148054)4.5 0 4.1060924.103758(4.106098) 0 2.3596251.136093(2.359667)5 4.6486554.646026(4.648660) 0 3.2121133.205581(3.212168)Â íàøåì ñëó÷àå óäîáíî âûáðàòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:8>>>>><>>>>>:1r mHz� H' + k"Er = 0,iHr � ddrHz+ ik"E' = 0,1r ddr (r"Er) + 1r i"mE' + i"Ez = 0, (6)8>>>>><>>>>>:1r mEz � E' � kHr = 0,iEr � ddr Ez � ikH' = 0,1r ddr (rHr) + 1r imH'+ iHz = 0. (7)Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:X = (Hr,H',Ez)T ,Y = ("Er , "E',Hz)T .Ïîäñòàâëÿÿ Y èç (7) â (6), ïðèõîäèì ê çàäà÷å íà



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 55ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé:0BBBBBB� ddr 1r ddr r + k2"r imr ddr 1r �k"mim1r ddr r �m2r + k2"r �ik"r ddrkm" ik ddr r" ddr r" ddr � "rm21CCCCCCAX=
= 2r0BB�1 0 00 1 00 0 "1CCAX (8)ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìèHr(0) = 0, Ez(0) = 0, Hr(1) = 0, Ez(1) = 0, jX(0)j <1.(9)Â ñëó÷àå ðàçðûâíîãî " äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäèìîïîñòàâèòü óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå íåïðåðûâíî-ñòè: [H'℄s = [Ez℄s = 0. (10)Êðîìå òîãî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåèñïîëüçîâàííîåóðàâíåíèå Ìàêñâåëëà�ik"Ez = 1r ddr (rH')� 1r imHr, (11)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (8),åñëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå  íå ðàâíî íóëþ.Ñëåäóÿ ðàáîòå [2℄, ïåðåíåñåì êðàåâûå óñëîâèÿ èçòî÷êè r = 0 â òî÷êó r = a . Ïðè ñòðåìëåíèè a ê íóëþñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé çàäà÷è ñòðåìÿòñÿ ê ñîá-ñòâåííûì çíà÷åíèÿì èñõîäíîé. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-÷è (8)�(10) èñïîëüçóåì ìåòîä ñìåøàííûõ êîíå÷íûõýëåìåíòîâ [3℄. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå Hr = rHr ,H' = iH' , äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷àÿ èõ òåìè æå ñèìâî-ëàìè. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (8) íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîðX = �eHr, eH', eEz� , óäîâëåòâîðÿþùèé ãðàíè÷íûì óñëî-âèÿì, óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ è óñëîâèÿì ãëàäêîñòè,è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì1Z� �1r ddrHr + mr H'��1r ddr eHr + mr eH'� r dr ++ 1Z� " r dEzdr deEzdr + m2r EzeEz!� 1Z��k2"�1r Hr eHr +H' eH��++ km"1r (Ez eHr �HreEz)� k"r� ddr Ez eH'�H' ddr eEz��dr ==�2 1Z� �1r Hr eHr + rH' eH' + "rEzeEz�dr. (12)Áóäåì ïðèáëèæåííî èñêàòü êîìïîíåíòû âåêòîðà Xâ âèäå: rHr =X1 HriNi(r),Ez =Xi EziNi(r),iH' =Xi H'iPi(r),

ãäå N(r), P(r) � êóñî÷íî-ëèíåéíûå è êóñî÷íî-ïîñòî-ÿííûå áàçèñíûå �óíêöèè (ñì. [2, 3℄).Ïîäñòàâëÿåì ýòè âûðàæåíèÿ â (12), ãäå äëÿ âåêòî-ðà eX èñïîëüçóþòñÿ àíàëîãè÷íûå �óíêöèè, è ïîëó÷àåìçàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âèäà AX = 2BX , äëÿðåøåíèÿ êîòîðîé èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíóþ ïðîãðàììóïàêåòà MATLAB.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìà.Ñðàâíèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ñëó÷àÿ ïîëîãî âîë-íîâîäà ("= 1, r = 1, m= 1) ñ òî÷íûìè (ñì. òàáëèöó).Çíà÷åíèå m= 0 íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, ïîñêîëüêóâ ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñêàëÿðíîé. Ïåðâûéýëåìåíò êëåòêè â òàáëèöå îòâå÷àåò ýëåìåíòàì 1-ãîè 0-ãî ïîðÿäêîâ, âòîðîé � 2-ãî è 1-ãî, â ñêîáêàõïðèâåäåíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ. �åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïî-êàçûâàþò, ÷òî ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ ðàñ-ïðîñòðàíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ òî÷íûìè äî òðåõ-÷åòûðåõ

�èñ. 1. 1-ÿ è 2-ÿ äèñïåðñèîííûå êðèâûå äâóõñëîéíîãîâîëíîâîäà

�èñ. 2. 3-ÿ è 4-ÿ äèñïåðñèîííûå êðèâûå äâóõñëîéíîãîâîëíîâîäà28 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 6
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�èñ. 3. Õàðàêòåðèñòèêè øåñòèñëîéíîãî âîëíîâîäà

�èñ. 4. 1-ÿ è 2-ÿ äèñïåðñèîííûå êðèâûå øåñòèñëîéíîãîâîëíîâîäà

�èñ. 5. 3-ÿ è 4-ÿ äèñïåðñèîííûå êðèâûå øåñòèñëîéíîãîâîëíîâîäà, âîçíèêíîâåíèå êîìïëåêñíûõ ìîäçíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. �àäèóñ âíóòðåííåãî öèëèíäðàáûë âûáðàí ñëåäóþùèì îáðàçîì: a= 0.000001; åãî íà-ëè÷èå íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ. Â êà-÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ïðèâåäåí ðàñ÷åò ìîä äâóõñëîé-íîãî âîëíîâîäà ("= 10, 0 < r < 0.2; "= 1, 0.2 < r < 1,m= 1).

�èñ. 6. 5-ÿ è 6-ÿ äèñïåðñèîííûå êðèâûå øåñòèñëîéíîãîâîëíîâîäà, ïåðåñå÷åíèå äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ

�èñ. 7. 7-ÿ è 8-ÿ äèñïåðñèîííûå êðèâûå øåñòèñëîéíîãîâîëíîâîäà, âîçíèêíîâåíèå êîìïëåêñíûõ ìîäÑðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, îïóáëèêîâàííûìè â ìî-íîãðà�èè [1℄, ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ãðà�è÷åñêîé òî÷íîñòüþèìååòñÿ èõ ñîâïàäåíèå (ðèñ. 1, 2). Íà ðèñ. 2 âèäåíý��åêò âîçíèêíîâåíèÿ êîìïëåêñíûõ ìîä.�àçðàáîòàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòüìîäû âîëíîâîäîâ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì äèýëåêòðè÷å-ñêèõ ñëîåâ è â òîì ÷èñëå � ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåìïðåëîìëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì äèñïåð-ñèîííûå êðèâûå øåñòèñëîéíîãî âîëíîâîäà. Ïîäîáíàÿñèñòåìà âûáðàíà â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà, äëÿêîòîðîãî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñøèâàíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà êîì-ïëåêñíûõ âåòâåé äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ ïðîáëåìàòè÷-íî. Åãî õàðàêòåðèñòèêè îòîáðàæåíû íà ðèñ. 3. Ïîñòðî-èì äèñïåðñèîííûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå m= 1. Íàðèñ. 4 îòîáðàæåíû 1-ÿ è 2-ÿ äèñïåðñèîííûå êðèâûå.Ïðè ýòîì îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî àíîìàëèè â èõ ïî-



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 57âåäåíèè. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû 3-ÿ è 4-ÿ äèñïåðñèîí-íûå êðèâûå. Âèäíî âîçíèêíîâåíèå êîìïëåêñíûõ ìîä.Íà ðèñ. 6 ïðîèñõîäèò ïåðåñå÷åíèå 5-é äèñïåðñèîííîéêðèâîé ñ 6-é. Íà ðèñ. 7 èçîáðàæåíû 7-ÿ è 8-ÿ äèñïåð-ñèîííûå êðèâûå. Ñíîâà âîçíèêàþò êîìïëåêñíûå ìîäû.Òàêèì îáðàçîì, ïîÿâëåíèå êîìïëåêñíûõ ìîä ÿâëÿåòñÿäîñòàòî÷íî òèïè÷íûì. Äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ý��åê-òà âîçíèêíîâåíèÿ ïîäîáíîãî ÿâëåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ öåëüþíàñòîÿùåé ðàáîòû. Çàêëþ÷åíèå�àçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòüñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè âîëíîâîäîâ ñ ãðàäèåíò-íûì äèýëåêòðè÷åñêèì çàïîëíåíèåì ñ âûñîêîé òî÷íî-ñòüþ (êàê ïðàâèëî, ÷åòûðå çíàêà ïîñëå çàïÿòîé). Ïðè-

ìåíÿåìûé àëãîðèòì îñíîâàí íà ñòðîãîé ýëåêòðîäèíàìè-÷åñêîé ïîñòàíîâêå, ïðè÷åì íå èñïîëüçóþòñÿ êàêèå-íè-áóäü óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò 09-01-00408à).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Âåñåëîâ �.È., �àåâñêèé Ñ.Á. Ñëîèñòûå ìåòàëëî-äèýëåêòðè-÷åñêèå âîëíîâîäû. Ì., 1988.2. Äåëèöûí À.Ë., Ñòåïàíîâ È.Â. // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ôèç.Àñòðîí. 2005. � 5. Ñ. 10.3. Handbook of Numerial Analysis. V. 2 / Ed. by P.G. Ciar-let, J. C. Lions. North-Holland, 1990.Mixed finite elements for ylindrial waveguides real and omplex mode analysisA.L. Delitsyna , S. I. KruglovbDepartment of Mathematis, Faulty of Physis, M.V. Lomonosov Mosow State University,Mosow 119991, Russia.E-mail: a delitsyn�mail.ru, bms-sf�yandex.ru.Mixed finite elements appliation for ylindrial waveguide mode analysis is onsidered. The results of omputationsompared with exat. The origin of omplex modes in gradient waveguides is taking plae.Keywords: ylindrial waveguides, mixed finite elements, dispersion urves, omplex modes.PACS: 41.20.�q.Reeived 8 February 2011.English version: Mosow University Physis Bulletin 6(2011).Ñâåäåíèÿ îá àâòîðàõ1. Äåëèöûí Àíäðåé Ëåîíèäîâè÷ � äîêò. �èç.-ìàò. íàóê, ïðî�åññîð; òåë.: (495) 939-39-47, e-mail: delitsyn�mail.ru.2. Êðóãëîâ Ñòàíèñëàâ Èâàíîâè÷ � ñòóäåíò; òåë.: (495) 939-39-47, e-mail: ms-sf�yandex.ru.
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