
ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 6 85�ðà� ïîä÷èíåíèÿ ñîðòîâ ìíîãîãðàííèêîâ Äèðèõëå�Âîðîíîãîïî ïðèíöèïó ïîâûøåíèÿ ñèììåòðèèÀ.Ñ. Ïîïëàâíîéa , �.È. ÔèëèïïîâbÊåìåðîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò, êà�åäðàòåîðåòè÷åñêîé �èçèêè. �îññèÿ, 650043, Êåìåðîâî, óë. Êðàñíàÿ, ä. 6.E-mail: apopl�kemsu.ru, b blakrat�list.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 03.05.2011, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 12.05.2011Ïðåäñòàâëåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à ïîä÷èíåíèÿ 24 ñîðòîâ Äåëîíå ïî ïðèíöè-ïó ïîâûøåíèÿ ñèììåòðèè. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò íàéòè ñèììåòðèêî-òîïîëîãè÷åñêèå çàâèñèìîñòèìåæäó âñåìè 24 ñîðòàìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîðò ðåøåòêè, ñèìâîë Äåëîíå, ãðà� ïîä÷èíåíèÿ, ñèììåòðèÿ.ÓÄÊ: 548.1.02:548.713. PACS: 61.50.Ah, 61.43.Bn.ÂâåäåíèåÌíîãîãðàííèêè Äèðèõëå�Âîðîíîãî [1℄, ñîîòâåò-ñòâóþùèå ðåøåòêàì ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ êðèñòàë-ëè÷åñêèõ ñòðóêòóð, íàçûâàþò òàêæå ÿ÷åéêàìè Âèãíå-ðà�Çåéòöà. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ îäíî-âðåìåííî è îáðàòíîé ðåøåòêîé äëÿ êàêîé-ëèáî äðóãîéðåøåòêè, ìíîæåñòâî ìíîãîãðàííèêîâ Äèðèõëå�Âîðî-íîãî (ÿ÷ååê Âèãíåðà�Çåéòöà) è ïåðâûõ çîí Áðèëëþýíàñîâïàäàþò. Îäíàêî äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ðåøåòêèìíîãîãðàííèê Äèðèõëå�Âîðîíîãî è ïåðâàÿ çîíà Áðèë-ëþýíà ìîãóò ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àòüñÿ. Íàïðèìåð, äëÿêóáè÷åñêîé ãðàíåöåíòðèðîâàííîé ðåøåòêè ìíîãîãðàí-íèêîì Äèðèõëå�Âîðîíîãî ÿâëÿåòñÿ ðîìáîäîäåêàýäð,à ïåðâîé çîíîé Áðèëëþýíà � �åäîðîâñêèé êóáîîêòàýäð.Òàêèì îáðàçîì, êëàññè�èêàöèè ìíîãîãðàííèêîâ Äèðèõ-ëå�Âîðîíîãî è ïåðâûõ çîí Áðèëëþýíà ñîâïàäàþò, íîâçàèìíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ýòèìè êëàññè�èêàöèÿìèäîâîëüíî ñëîæíû.Êîìáèíàòîðíî-ñèììåòðèéíàÿ êëàññè�èêàöèÿ ìíîãî-ãðàííèêîâ Äèðèõëå�Âîðîíîãî ïðåäñòàâëåíà â [2℄. Òàìæå ïðèâåäåí ãðà� èçìåíåíèÿ òèïîâ ðåøåòîê Áðàâå ïðèáåñêîíå÷íî ìàëûõ äå�îðìàöèÿõ, â êîòîðîì îòîáðàæå-íû ïåðåõîäû ñ ïîíèæåíèåì ñèììåòðèè. Ïî òàêîìóæå ïðèíöèïó ñòðîèòñÿ ñõåìà ïîä÷èíåíèé ñèíãîíèé,ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 1. Íà ýòîì ðèñóíêå îáû÷íûìèñòðåëêàìè ïîêàçàíû íàïðàâëåíèÿ ïîíèæåíèÿ ñèììåò-ðèè, êîòîðûå è îòðàæàþò ñõåìó ïîä÷èíåíèÿ ñèíãîíèé.Ïóíêòèðíûìè ñòðåëêàìè ïîêàçàíû íàïðàâëåíèÿ ïîâû-øåíèÿ ñèììåòðèè.
�èñ. 1. Ñõåìà ïîä÷èíåíèÿ ñèíãîíèé. Îáû÷íûå ñòðåë-êè îòîáðàæàþò íàïðàâëåíèÿ ïîíèæåíèÿ ñèììåòðèè.Ïóíêòèðíûå ñòðåëêè îòîáðàæàþò ïóòè ïîâûøåíèÿñèììåòðèèÌåòîä ïîñòðîåíèÿ ñëîæíûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñòðóê-òóð â âèäå ñîâîêóïíîñòè ïîäðåøåòîê Áðàâå ðàçëè÷íîãîòèïà ïðåäñòàâëåí â [3℄. Ïðè ýòîì ñèììåòðèÿ ïîäðå-

øåòîê ìîæåò îêàçàòüñÿ âûøå êðèñòàëëè÷åñêîé, è ýòà¾ñêðûòàÿ¿ ñèììåòðèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêèõîñîáåííîñòÿõ ñïåêòðîâ ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé [4,5℄. Äëÿ ïîèñêà âûñîêîñèììåòðè÷íûõ ñòðóêòóð, ñîâìå-ñòèìûõ ñ íèçêîñèììåòðè÷íûìè, ïîëåçíî ¾ïîâåðíóòü¿ñõåìó ïîä÷èíåíèÿ ñèíãîíèé â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè(ðèñ. 1, ïóíêòèðíûå ñòðåëêè) è ïîñòðîèòü ãðà� ïîä-÷èíåíèÿ ñîðòîâ ìíîãîãðàííèêîâ Äèðèõëå�Âîðîíîãî ïîïðèíöèïó ïîâûøåíèÿ ñèììåòðèè.

�èñ. 2. 24 ñîðòà ìíîãîãðàííèêîâ Äèðèõëå�Âîðî-íîãî [2℄



86 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 61. Ñîðòà ðåøåòîê ïî ÄåëîíåÍà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû 24 ñîðòà ìíîãîãðàííèêîâÄèðèõëå�Âîðîíîãî â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè�èêàöèåéÁ.Í. Äåëîíå [2℄. Â êàæäîì ñòîëáöå ðàñïîëîæåíû êîì-áèíàòîðíî-îäèíàêîâûå ìíîãîãðàííèêè, â êàæäîé ñòðî-êå � îäèíàêîâûå ïî ñèììåòðèè (ãîëîýäðèè).Ñîðò ðåøåòêè íàïðÿìóþ ñâÿçàí ñ åå ïðèâåäåí-íûì ðåïåðîì ÷åðåç ïîïàðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ.Ïóñòü a , b ,  � âåêòîðû ïðèâåäåííîãî ðåïåðà (ðåïåðà,ïîñòðîåííîãî íà òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìèíèìóìàõðåøåòêè). Ââåäåì ÷åòâåðòûé âåêòîð d = �(a + b + ).Èç ýòèõ ÷åòûðåõ âåêòîðîâ ìîæíî ñîñòàâèòü øåñòüðàçëè÷íûõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé: (a, b), (a, ), (a,d),(b, ), (b,d), (,d). Ýòè øåñòü ïàðàìåòðîâ Çåëëèíãàäëÿ óäîáñòâà çàïèñûâàþò íà ðåáðàõ òåòðàýäðà, ïî-ñòðîåííîãî íà êîíöàõ âåêòîðîâ a , b ,  , d (ðèñ. 3).Êàæäûé ñîðò ðåøåòêè íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ â âèäåíåðàâåíñòâ íà ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Åñëè èñ-ïîëüçîâàòü îáû÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿðàâåíñòâ ðåáåð (ïàðàìåòðîâ) â âèäå øòðèõîâ è äîáàâèòüñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå íà ðàâåíñòâî íóëþ â âèäåâûêîëîòîé òî÷êè, òî ñîðò ìîæíî çàïèñàòü â óäîáíîìè êîìïàêòíîì ïðåäñòàâëåíèè, íàçûâàåìîì ñèìâîëîìÄåëîíå (ðèñ. 4).

�èñ. 3. �àçìåùåíèå øåñòè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé íàòåòðàýäðå
�èñ. 4. Ñèìâîë Äåëîíå, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîðòó K3

Íåðàâåíñòâà, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ íà ñèìâîëå,îïðåäåëÿþò îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé äëÿ øåñòèïàðàìåòðîâ Çåëëèíãà. Ñàìûì ¾ñâîáîäíûì¿ ñèìâîëîìÄåëîíå ÿâëÿåòñÿ ñèìâîë äëÿ ñîðòà T1 áåç îãðàíè÷åíèéíà ïàðàìåòðû Çåëëèíãà. Ñðåäè åãî ìíîæåñòâà äîïóñòè-ìûõ çíà÷åíèé íàéäóòñÿ òàêèå, êîòîðûå áóäóò îòâå÷àòüñèìâîëàì Äåëîíå äëÿ äðóãèõ ñîðòîâ (ðèñ. 5).Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èç ñîðòà T1ìîæíî ïåðåéòè ê ñîðòó (ñèìâîëó) T2, à èç T2 â T3ñîîòâåòñòâåííî. Óêàçàííûå ïåðåõîäû èäóò â íàïðàâ-ëåíèè ïîâûøåíèÿ ñèììåòðèè, è òåì íå ìåíåå çäåñüìîæíî óñìîòðåòü àíàëîãèþ ñ ïîä÷èíåíèåì ñèíãîíèéè ïðîñòðàíñòâåííûõ ãðóïï, â êîòîðûõ êðèòåðèåì ïîä-÷èíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿ ãðóïïà�ïîäãðóïïà � ò. å.óêàçûâàåòñÿ ïåðåõîä îò ìíîæåñòâà ñ áîëüøèì ÷èñëîìýëåìåíòîâ ê ìíîæåñòâó ñ ìåíüøèì. Òî æå ñàìîå èìååòìåñòî è â íàøåì ñëó÷àå, ãäå íàïðàâëåíèå ïåðåõîäà èäåòîò ìíîæåñòâà áåç îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû ê ìíîæå-ñòâàì ñ óâåëè÷èâàþùèìñÿ ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé.2. Ïîñòðîåíèå ãðà�àÎ÷åâèäíî, ÷òî ñîðò T1 ñîäåðæèò â ñåáå âñå âîç-ìîæíûå ñîðòà, ò. å. íåïðåðûâíî èçìåíÿÿ ïàðàìåòðûÇåëëèíãà íà ñèìâîëå Äåëîíå äëÿ T1, ìîæíî ïåðåéòèâ ëþáîé èç 24 ñîðòîâ. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî, âûáðàâïðîèçâîëüíóþ ïàðó ñèìâîëîâ Äåëîíå, íå âñåãäà ìîæ-íî ñîâåðøèòü ïåðåõîä îò îäíîãî âûáðàííîãî ñîðòàê äðóãîìó. Ïðèìåðîì òàêîé ïàðû ìîæåò ñëóæèòü ïàðàT3�H4: íóëè íà ñèìâîëàõ ðàñïîëîæåíû òîïîëîãè÷åñêèïî-ðàçíîìó. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðåäñòàâëåíèåìäëÿ ñèìâîëà Äåëîíå, êîòîðîå óäîáíî äëÿ ïðîãðàììèðî-âàíèÿ: çàïèøåì âñå øåñòü óñëîâèé ñèìâîëà â îïðåäå-ëåííîì ïîðÿäêå â âèäå ìàññèâà è áóäåì èñïîëüçîâàòüäëÿ çàïèñè 0 � åñëè ïàðàìåòð Çåëëèíãà äîëæåí áûòüðàâåí íóëþ, n � åñëè ïàðàìåòð ïðèíàäëåæèò ãðóï-ïå n , ñ îïðåäåëåííûì çíà÷åíèåì äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ(ðèñ. 6). Åñëè íà ðåáðå íåò óñëîâèÿ, òî ðåáðî îáðàçóåòãðóïïó ñ óíèêàëüíûì ÷èñëîì.×òîáû îïðåäåëèòü âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà ìåæäó âû-áðàííûìè ñîðòàìè, íóæíî çàïèñàòü èõ ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ìàññèâû îäèí íàä äðóãèì è îïðåäåëèòü ïåðåõîäûìåæäó ÷èñëàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ÷èñëî a èç îäíîãîìàññèâà ïåðåõîäèò â ÷èñëî b äðóãîãî, òî âñå ÷èñëà aäîëæíû ïåðåõîäèòü â b . Äîáàâèâ óñëîâèå ïåðåõîäà0! 0 (íîëü ìîæåò ïåðåõîäèòü òîëüêî ñàì â ñåáÿ),ïîëó÷àåì ïðîñòîé àëãîðèòì ïðîâåðêè ñîâìåñòèìîñòèäâóõ ñîðòîâ. Çäåñü ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî çàïèñü ñèìâîëàÄåëîíå â âèäå ìàññèâà íåîäíîçíà÷íà, è, åñëè ó÷åñòü
�èñ. 5. Ñðåäè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñîðòà T1 åñòü çíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå T2; â ìíîæåñòâå T2 åñòüçíà÷åíèÿ T3



ÔÈÇÈÊÀ ÊÎÍÄÅÍÑÈ�ÎÂÀÍÍÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈß ÂÅÙÅÑÒÂÀ 87Âîçìîæíûå ïåðåõîäû äëÿ âñåõ 24 ñîðòîâ1 2 3 4 5K � � �Q K1, K3 K3 K5R K1, K5 K3O Q1, Q2 Q1, O3 O3, Q2 K3 Q5,H4 Q5M M22, M3,O11, O12 M22, O11,O4, O2, R1 M3, O2, O4 O3, Q2, Q5 O3, R3 O4, O5T T2, M11, M12 T3, M21, M22, M4 M3, O5H �
�èñ. 6. Çàïèñü ñèìâîëà Äåëîíå äëÿ ñîðòà O3

�èñ. 7. Èòîãîâûé ãðà�, ðàçáèòûé ïî êîíå÷íûì óçëàìïåðåõîäîâ (K1, K3, K5, H4)

âñå âîçìîæíûå âðàùåíèÿ è çåðêàëüíûå îòðàæåíèÿ, òîñóùåñòâóåò 24 âîçìîæíûõ çàïèñè, êàæäóþ èç êîòîðûõíåîáõîäèìî ïðîâåðèòü â âûøåîïèñàííîé ïðîöåäóðå.Ïîñòðîèâ âñå âîçìîæíûå ïåðåõîäû ìåæäó ñîðòàìè(êîòîðûå ê òîìó æå áóäóò íîñèòü îäíîíàïðàâëåííûéõàðàêòåð), ìû ïîëó÷èì, âûðàæàÿñü ìàòåìàòè÷åñêè, ìàò-ðèöó ñìåæíîñòè äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðà�à. Îïðå-äåëèì ¾ëèøíþþ¿ ñâÿçü S1! S3 êàê ïåðåõîä ìåæäóäâóìÿ ñîðòàìè S1 è S3, êîòîðûé ìîæíî îñóùåñòâèòü÷åðåç ïðîìåæóòî÷íûé ñîðò S2. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñðå-äè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ñîðòà S1 åñòüçíà÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîðòó S2, à â ìíîæåñòâåçíà÷åíèé ñîðòà S2 åñòü çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùèåñîðòó S3.Îáîçíà÷èì òåêóùèé ãðà� ñîðòîâ êàê G . Ïîñòóïèìñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéäåì âñå óçëû â G , â êîòîðûõîòñóòñòâóþò ïåðåõîäû èç äðóãèõ óçëîâ. Áóäåì íàçûâàòüòàêèå óçëû íà÷àëüíûìè. Íàéäåì âñå ¾íå ëèøíèå¿ñâÿçè, âûõîäÿùèå èç íà÷àëüíûõ óçëîâ, è äîáàâèì èõê íîâîìó ïóñòîìó ãðà�ó G0 . Òàê êàê â íà÷àëüíûåñîðòà íåâîçìîæíî ïåðåéòè èç äðóãèõ, òî èñêëþ÷èìèõ èç G , ïîñëå ÷åãî ïîâòîðèì âñþ îïåðàöèþ äëÿ G .Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîñòðîåí íîâûé ãðà� G0 , ñîäåðæà-ùèé òîëüêî ¾íå ëèøíèå¿ ñâÿçè. Â òàáëèöå ïðèâåäåíûâîçìîæíûå ïåðåõîäû äëÿ êàæäîãî èç ñîðòîâ, íàéäåííûåïî ïðèâåäåííîìó àëãîðèòìó. Íóìåðàöèÿ ñîðòîâ â ýòîéòàáëèöå ñîîòâåòñòâóåò íóìåðàöèè íà ðèñ. 2. Ñîðòà K1,K3, K5 è H4, êàê ýòî âèäíî èç ðèñ. 2, ÿâëÿþò-ñÿ êîíå÷íûìè è äëÿ íèõ íå ñóùåñòâóåò âîçìîæíûõïåðåõîäîâ.Äàæå ñ òàêèì íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñâÿçåé èòî-ãîâûé ãðà� âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî çàïóòàííûì, ïîýòîìóðàçîáüåì åãî ïî êîíå÷íûì óçëàì ãðà�à, èç êîòîðûõ íåñóùåñòâóåò ïåðåõîäîâ (ðèñ. 7).Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðèâåäåíà èäåÿ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ãðà-�à ïîä÷èíåíèÿ ñîðòîâ. Äàííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçî-âàí íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ python ñ èñïîëüçîâàíè-åì âñïîìîãàòåëüíûõ áèáëèîòåê ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êî-òîðûå ðåàëèçóþò îðèãèíàëüíûå ìåòîäèêè èç ðàáîòû [1℄.�åçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 7, ìîãóò áûòüïîëåçíûìè ïðè ïîèñêå âûñîêîñèììåòðè÷íûõ ñòðóêòóðâ íèçêîñèììåòðè÷íûõ, â ÷àñòíîñòè ïðè íàõîæäåíèèòðàíñëÿöèîííî-ñîâìåñòèìûõ ïîäðåøåòîê ðàçíîãî òèïàÁðàâå â êðèñòàëëàõ ñëîæíîãî ñîñòàâà [3℄.
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