
ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 6 93ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß, ÀÑÒ�ÎÔÈÇÈÊÀ È ÊÎÑÌÎËÎ�ÈßÏðèìåíåíèå �óíêöèé Õààðà ñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì äëÿ ïîèñêàêîñìè÷åñêèõ ñòðóíÎ.Ñ. Ñàæèíà�îñóäàðñòâåííûé àñòðîíîìè÷åñêèé èíñòèòóò èìåíè Ï.Ê. Øòåðíáåðãà (�ÀÈØ Ì�Ó).�îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Óíèâåðñèòåòñêèé ïðîñï., ä. 13.E-mail: tedeshka�mail.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 12.04.2011, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 16.06.2011Êîñìè÷åñêèå ñòðóíû � ïðåäñêàçûâàåìûå òåîðèåé îäíîìåðíûå ñòðóêòóðû êîñìîëîãè÷åñêèõ ìàñ-øòàáîâ, ïîèñê êîòîðûõ àêòèâíî âåäåòñÿ ïîñëåäíèå ãîäû ñ ïîìîùüþ îïòè÷åñêèõ è ðàäèîíàáëþäåíèé.Îäèí èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîèñêà òàêèõ îáúåêòîâ � àíàëèç ñòðóêòóðû àíèçîòðîïèèðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ãåíåðèðîâàíà êîñìè÷åñêèìè ñòðóíàìè. Äëÿ òàêîéçàäà÷è àâòîðàìè áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëà ïî ìîäè�èöèðîâàííûì �óíêöèÿì Õààðà,à èìåííî îáëàäàþùèõ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì. Îäíàêî äëÿ êîððåêòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìûòàêèõ �óíêöèé íåîáõîäèìî äîêàçàòåëüñòâî åå ïîëíîòû è îðòîíîðìàëüíîñòè, ÷åìó è ïîñâÿùåíàïðåäëàãàåìàÿ ñòàòüÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �óíêöèè Õààðà, êîñìè÷åñêàÿ ñòðóíà, êîñìîëîãèÿ.ÓÄÊ: 524.8. PACS: 02.60.�x, 95.75.Mn, 98.70.V
, 98.80.�k, 95.35.+d, 95.36.+x.ÂâåäåíèåÂ ðàìêàõ ïðîáëåìû èññëåäîâàíèÿ òåìíîé ýíåðãèèðàííåé Âñåëåííîé îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âîç-ìîæíûå ñîëèòîííûå è ñîëèòîíîïîäîáíûå ðåøåíèÿ, êî-òîðûìè ÿâëÿþòñÿ ñòàáèëüíûå îäíîìåðíûå ñòðóêòóðû �êîñìè÷åñêèå ñòðóíû, âîçíèêàþùèå âî âñåõ íàèáîëååðåàëèñòè÷íûõ ìîäåëÿõ �èçèêè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö [1,2℄. Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â ñîâðåìåííîé �èçèêåýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö äàþò ìíîæåñòâî óêàçàíèé íàñóùåñòâîâàíèå íîâîé �èçèêè çà ðàìêàìè Ñòàíäàðòíîéìîäåëè. Êîñìè÷åñêèå ñòðóíû âîçíèêàþò êàê â ðàìêàõìîäåëåé Âåëèêîãî îáúåäèíåíèÿ, òàê è â òåîðèè ñóïåð-ñòðóí [3, 4℄. Îáíàðóæåíèå òàêèõ îáúåêòîâ ïîçâîëèëîáû íå òîëüêî âûÿâèòü ïðèðîäó è çàêîíîìåðíîñòè ðàçâè-òèÿ òåìíîé ýíåðãèè ðàííåé Âñåëåííîé, íî è èçó÷èòüìàñøòàáû ýíåðãèé, íå äîñòèæèìûõ íà ñîâðåìåííûõóñêîðèòåëÿõ.Êîñìè÷åñêèå ñòðóíû êàê âîçìîæíûå êîñìîëîãè÷å-ñêèå îáúåêòû áûëè âïåðâûå ïðåäñêàçàíû Ò. Êèááëîìâ 1976 ã. è àêòèâíî èçó÷àëèñü â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõß.Çåëüäîâè÷à, à òàêæå À. Âèëåíêèíà è Ï. Øåëëàðäà[2, 5�7℄. Ñóùåñòâîâàíèå êîñìè÷åñêèõ ñòðóí íå ïðî-òèâîðå÷èò âñåì èìåþùèìñÿ íà ñåãîäíÿøíèé ìîìåíòêîñìîëîãè÷åñêèì íàáëþäàòåëüíûì äàííûì è, áîëååòîãî, íàõîäèò øèðîêóþ ïîääåðæêó â òåîðèè, à òàêæåêîñâåííóþ ïîääåðæêó â íàáëþäåíèÿõ.Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ìåòîäà ïîèñêà êîñìè÷å-ñêèõ ñòðóí âî Âñåëåííîé: ïîèñê õàðàêòåðíûõ öåïî-÷åê ñîáûòèé ãðàâèòàöèîííîãî ëèíçèðîâàíèÿ �îíîâûõïî îòíîøåíèþ ê ñòðóíå èñòî÷íèêîâ [8�16℄, à òàêæåàíàëèç àíèçîòðîïèè ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ, êîòîðàÿìîæåò ãåíåðèðîâàòüñÿ êîñìè÷åñêèìè ñòðóíàìè ñîâìåñò-íî ñ êëàññè÷åñêèìè àäèàáàòè÷åñêèìè âîçìóùåíèÿìèïëîòíîñòè [17�19℄.Â ðàáîòå [18℄ áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ãåíå-ðàöèè àíèçîòðîïèè ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ îäèíî÷íîé

ñòðóíîé è áûëà âûÿâëåíà õàðàêòåðíàÿ ñòðóêòóðà òàêîéàíèçîòðîïèè. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ñòðóêòóðà àíèçî-òðîïèè íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñòðóíû (ëèíåéíîéïëîòíîñòè ñòðóíû, åå ñêîðîñòè è ðàññòîÿíèÿ äî íà-áëþäàòåëÿ). Äëÿ àíàëèçà ðåàëüíûõ êàðò íàáëþäåíèéàíèçîòðîïèè ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ, ïîëó÷åííûõ êîñ-ìè÷åñêèì àïïàðàòîì WMAP [20℄, à òàêæå äëÿ ïðîåêòà¾Ïëàíê¿ (¾Plan
k¿), íåîáõîäèìû àëãîðèòìû ðàçäåëåíèÿâîçìîæíûõ ñèãíàëîâ îò êîñìè÷åñêèõ ñòðóí îò ¾�îíà¿àäèàáàòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ïëîòíîñòè.Îäíà èç íàèáîëåå âàæíûõ çàäà÷, âîçíèêàþùèõ ïðèïîèñêå ñòðóí ïî àíèçîòðîïèè, � ýòî ó÷åò ïðîèçâîëü-íîñòè îðèåíòàöèè êîñìè÷åñêîé ñòðóíû â ïðîñòðàíñòâå.Äëÿ ýòîé öåëè àâòîðàìè ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ñè-ñòåìó �óíêöèé Õààðà ñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì, êîòîðàÿè äàåò âîçìîæíîñòü ó÷åòà ïîâîðîòà ñòðóíû. Îäíàêî äëÿêîððåêòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ââîäèìîé ñèñòåìû äëÿ îá-ðàáîòêè ðåàëüíûõ äàííûõ íåîáõîäèìî äîêàçàòåëüñòâîåå ïîëíîòû è îðòîíîðìàëüíîñòè, ÷òî è ïðåäñòàâëåíîâ íàñòîÿùåé ñòàòüå.1. Ôóíêöèè Õààðà ñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîìÑîãëàñíî îáùèì òåîðåìàì äëÿ åâêëèäîâûõ ïðî-ñòðàíñòâ [21, 22℄, â ïðîñòðàíñòâå L2 ñóùåñòâóþò ïîë-íûå îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû �óíêöèé. Â ÷àñòíîñòè,Õààðîì [21℄ áûë ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé íàáîð �óíê-öèé, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïîëíóþ îðòîíîðìàëüíóþñèñòåìó íà îòðåçêå [0, 1℄:�0 = 1,�01,�11, �12,�21, �22, �23, �24,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,�n1, �n2, �n3, . . . , �n2n .



94 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 6Ñåðèÿ íîìåð n ñîäåðæèò 2n �óíêöèé. Â îáùåì ñëó÷àå�0 = 1, (1)�ni =8>>>>>>><>>>>>>>:2n/2,
i� 12n < x < i� 12n + 12n+1 ,�2n/2, i� 12n + 12n+1 < x < i2n ,0, x /2 � i� 12n ; i2n � , (2)n= 0, 1, . . . ; i = 1, 2, . . . , 2n.Â òî÷êàõ ðàçðûâà �óíêöèè f�nig ñèñòåìû Õààðàìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì.Îïðåäåëèì �óíêöèè Õààðà f nig ñ öèêëè÷åñêèìñäâèãîì. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì òàêèå �óíêöèè íàîòðåçêå [0, 1℄ ñ äåéñòâèòåëüíûì öèêëè÷åñêèì ñäâèãîìa 2 [0, 1/2℄. Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a �óíêöèèf nig äåëÿòñÿ íà ÷åòûðå ãðóïïû.Åñëè 0 < a < 1� i/2n , òî (a)ni =8>>>>>>><>>>>>>>:2n/2,

i� 12n + a < x < i� 12n + a+ 12n+1 ,�2n/2, i� 12n + a+ 12n+1 < x < i2n + a,0, x /2 � i� 12n + a; i2n + a� . (3)Åñëè 1� i/2n < a < 1� i/2n +1/2n+1 , òî
 (b)ni =8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

2n/2, i� 12n + a < x < i� 12n + a+ 12n+1 ,�2n/2, i� 12n + a+ 12n+1 < x < 1 [[ 0 < x < i2n + a� 1,0, x 2 � i2n + a� 1; i� 12n + a� . (4)
Åñëè 1� i/2n +1/2n+1 < a< 1� i/2n +1/2n , òî

 (
)ni =8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
2n/2, i� 12n + a < x < 1 [[ 0 < x < i�12n + a+ 12n+1 � 1,�2n/2, i� 12n + a+ 12n+1 � 1 < x < i2n + a� 1,0, x 2 � i2n + a� 1; i� 12n + a� . (5)Åñëè 1� (i� 1)/2n < a < 1/2, òî (d)ni =8>>>>>>><>>>>>>>:2n/2,

i� 12n + a� 1 < x < i� 12n + a� 1+ 12n+1 ,�2n/2, i� 12n + a� 1+ 12n+1 < x < i2n + a� 1,0, x /2 � i� 12n + a� 1; i2n + a� 1� . (6)Âåëè÷èíà ñäâèãà îáúÿñíÿåòñÿ òåì �àêòîì, ÷òî �óíê-öèè Õààðà ñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì a 2 (1/2, 1℄ ìîãóòáûòü ëåãêî ïîëó÷åíû èç �óíêöèé Õààðà ñ öèêëè÷åñêèì

ñäâèãîì a 2 [0, 1/2℄ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè îòðàæåíèÿîòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè.Äîêàæåì, ÷òî äëÿ �èêñèðîâàííîãî ñäâèãà a íàáîð�óíêöèé Õààðà ñî ñäâèãîì (3)�(6) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûìè îðòîíîðìàëüíûì, òàê æå êàê è ñèñòåìà êëàññè÷åñêèõ�óíêöèé Õààðà (1), (2).2. Îðòîíîðìàëüíîñòü ñèñòåìû �óíêöèé Õààðàñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîìÈçâåñòíî, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà �óíêöèé Õààðà(âåéâëåòû Õààðà) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíóþ îðòîíîð-ìàëüíóþ ñèñòåìó [23�25℄.Äëÿ óäîáñòâà äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîé íàì îðòî-íîðìàëüíîñòè �óíêöèé Õààðà ñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîìñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà �óíêöèé (1), (2) ÿâëÿ-åòñÿ îðòîíîðìàëüíîé â ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé L2[0, 1℄,è èñïîëüçóåì ýòó ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà â äàëüíåéøåì:(�ni�mj) = Z10 �ni(x)�mj(x)dx=(0, i 6= j,1, i = j. (7)Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè m < n . Äëÿ äîêàçàòåëü-ñòâà (7) äîêàæåì äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû. �àññìîò-ðèì äâå ñåðèè �óíêöèé f�nig è f�mjg , i = 1, 2, . . . , 2n ;j = 1, 2, . . . 2m .Ëåììà 1. �àññòîÿíèå �= jxn � xmj , ãäåxn = i� 12n + 12n+1 , xm = j� 12m + 12m+1 ,íå ìåíüøå �� = 2�(n+1) äëÿ i = 1, 2, . . . , 2n ;j = 1, 2, . . . , 2m è m < n.Äîêàçàòåëüñòâî. �àññòîÿíèå � îïðåäåëÿåòñÿ êàê�= ���� i� 12n + 12n+1 � j� 12m � 12m+1 ����== ���� i2n � 12n+1 � j2m + 12m+1 ���� (8)Íàéäåì, ïðè êàêèõ i è j îíî äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìó-ìà. Ýòî, î÷åâèäíî, ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà âûðàæåíèåïîä çíàêîì ìîäóëÿ ðàâíî íóëþ:i = 12 + j � 2n�m � 2n�m�1.Îäíàêî i åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ñëåäîâàòåëüíî, �äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðèi�1,2 = j � 2n�m � 2n�m�1; j � 2n�m � 2n�m�1 +1.Ïîäñòàâëÿÿ îáà âûðàæåíèÿ äëÿ i� â (8), íàõîäèì�� = 2�(n+1) . Äëÿ ëþáûõ i > i� âûïîëíÿåòñÿ �>�� ,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �Ëåììà 2. Ôóíêöèè ñåðèé Õààðà f�nig è f�mjg äëÿëþáûõ i 6= j ; i = 1, 2, . . . , 2n ; j = 1, 2, . . . , 2m íå ìåíÿþòçíàê îäíîâðåìåííî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1, ðàññòîÿíèå îò êîíöàèíòåðâàëà, íà êîòîðîì �óíêöèÿ �ni íå ðàâíà íóëþ, äîêîíöà èíòåðâàëà, íà êîòîðîì �óíêöèÿ �mj íå ðàâíàíóëþ, åñòü âåëè÷èíà, íå ìåíüøàÿ �� = 2�(n+1) . Íî�� åñòü äëèíà èíòåðâàëà, íà êîòîðîì �óíêöèÿ �ni íåìåíÿåò çíàê. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà �óíêöèÿ �ni ìåíÿåòçíàê, �óíêöèÿ �mj çíàê íå ìåíÿåò, ÷òî è òðåáîâàëîñüäîêàçàòü. �



ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß, ÀÑÒ�ÎÔÈÇÈÊÀ È ÊÎÑÌÎËÎ�Èß 95Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (�ni,�mj) êóñî÷íî-ïîñòîÿí-íûõ �óíêöèé ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó ïðîèçâåäåíèé íàêàæäîì èç èíòåðâàëîâ 2�� . Ïî ëåììå 2,(�ni,�mj) = 22n+1 (�ni�mj + (��ni)�mj�ni(��mj) + (��ni)(��mj) = 0.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè Õààðà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéîðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó. Äîêàæåì, ÷òî ýòà ñèñòåìàÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé:k�nik2 = Z10 �ni(x)2 dx = �2n/2�2� 12n+1+��2n/2�2� 12n+1 = 1.Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà �óíêöèé Õààðà ÿâ-ëÿåòñÿ îðòîíîðìàëüíîé íà îòðåçêå [0, 1℄ ïî íîðìåïðîñòðàíñòâà L2 .�àññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó �óíêöèé Õààðà ñ öèê-ëè÷åñêèì ñäâèãîì (3)�(6). Äîêàæåì äëÿ íåå ñîîòíîøå-íèå (7).Ëåììà 1� . �àññòîÿíèå �= jxn � xmj , ãäåxn =8><>: i� 12n + 12n+1 + a, 0 < a< 1� i2n + 12n+1 ,i� 12n + 12n+1 + a� 1, 1� i2n + 12n+1 < a < 12 ,xm =8><>: j� 12m + 12m+1 + a, 0 < a< 1� j2m + 12m+1 ,j� 12m + 12m+1 + a� 1, 1� j2m + 12m+1 < a < 12íå ìåíüøå �� = 2�(n+1) äëÿ i = 1, 2, . . . , 2n ;j = 1, 2, . . . 2m è m < n.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ñëó÷àåâxn = i� 12n + 12n+1 + a, xm = j� 12m + 12m+1 + aèxn = i� 12n + 12n+1 + a� 1, xm = j� 12m + 12m+1 + a� 1ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1, ïî-ñêîëüêó ñäâèã a , îäèíàêîâûé äëÿ îäíîãî íàáîðà �óíê-öèé, íå âëèÿåò íà âåëè÷èíó ðàññìàòðèâàåìîãî èí-òåðâàëà.�àññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àéxn = i� 12n + 12n+1 + a, xm = j� 12m + 12m+1 + a� 1,ïîñêîëüêóxn = i� 12n + 12n+1 + a� 1, xm = j� 12m + 12m+1 + a,î÷åâèäíî, àíàëîãè÷åí. Èìååì�= ���� i� 12n + 12n+1 + a� j� 12m � a� 12m+1 +1����== ���� i2n � 12n+1 � j2m + 12m+1 +1���� .Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäóëÿ åñòü�= 12n+1 + 12m+1 >��,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì äëÿ êëàññè÷åñêîé ñè-ñòåìû Õààðà èç ëåììû 1� çàêëþ÷àåì, ÷òî �óíêöèèñåðèé Õààðà ñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì íå ìåíÿþò çíàêîäíîâðåìåííî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèç-âåäåíèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé ñèñòåìû (3)�(6)ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó ïðîèçâåäåíèé íà êàæäîì èçèíòåðâàëîâ 2�� , ïðè÷åì( ni, mj) = 22n+1 ( ni mj + (� ni) mj ni(� mj) + (� ni)(� mj) = 0.Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè Õààðà ñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîìïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó.Äîêàæåì, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííîé:


 (a)ni 


2 = Z10  (a)ni (x)2 dx == �2n/2�2 � 12n+1 + ��2n/2�2 � 12n+1 = 1,


 (b)ni 


2 = Z10  (b)ni (x)2 dx == �2n/2�2 � 12n+1 + ��2n/2�2 ���1� i� 12n � a� 12n+1 + i2n + a� 1�== �2n/2�2 � 12n+1 + ��2n/2�2 � 12n+1 = 1,


 (
)ni 


2 = Z10  (
)ni (x)2 dx == �2n/2�2 ��1� i�12n � a+ i�12n + a+ 12n+1�1�++ ��2n/2�2 � 12n+1 == �2n/2�2 � 12n+1 + ��2n/2�2 � 12n+1 = 1,


 (d)ni 


2 = Z10  (d)ni (x)2 dx == �2n/2�2 � 12n+1 + ��2n/2�2 � 12n+1 = 1.Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà �óíêöèé Õààðà ñ äåé-ñòâèòåëüíûì öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì ÿâëÿåòñÿ îðòîíîð-ìàëüíîé íà îòðåçêå [0, 1℄ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2 .3. Ïîëíîòà ñèñòåìû �óíêöèé Õààðàñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîìÏîëüçóÿñü óêàçàíèÿìè â êíèãå [21℄, äîêàæåì, ÷òîñèñòåìà (3)�(6) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Mn+1(�)ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Mn+1(�) åñòü ìíîæåñòâîâñåõ �óíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íàêàæäîì èç èíòåðâàëîâ �i :�1 = 1/2n+1 � �, �i = 1/2n+1 (i= 2, ...,n),�n+1 = 1/2n+1 + �,ïîëó÷åííûõ ðàçáèåíèåì îòðåçêà [0, 1℄. Âåëè÷èíà� 2 [0, 1/2n+1℄ çàäàåò öèêëè÷åñêèé ñäâèã a ñèñòåìûÕààðà (3)�(6): a= �+ p � 1/2n+1,ãäå 06 p6 2n � öåëîå ÷èñëî.



96 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2011. � 6Äëÿ ëþáûõ äâóõ �óíêöèé f1 2Mn+1(�) è f2 2Mn+1(�)èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ �f1 + �f2 2 Mn+1(�) 8 �, � .Òàêèì îáðàçîì, Mn+1(�) åñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâîðàçìåðíîñòè 2n+1 . Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ìî-æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïðåäåë ðàâíîìåðíî ñõîäÿ-ùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ, ñîñòîÿùèõ èç�óíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó Mn+1(�) (ò. å.ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé �óíêöèé èçMn+1(�)). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì nëþáóþ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ ìîæíî àïïðîêñèìèðî-âàòü ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ �óíêöèÿìè èç ïðî-ñòðàíñòâà Mn+1(�).Ôóíêöèè ñèñòåìû Õààðà ñî ñäâèãîì (3)�(6) ïðè-íàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Mn+1(�) (i = 1, 2, . . . , 2n ). Ýòè�óíêöèè, êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéîðòîíîðìàëüíóþ ñèñòåìó. Èõ êîëè÷åñòâî åñòü1+ nXk=0 2k = 2n+1.Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèè f nig ëèíåéíî íåçàâèñèìû,èç ÷åãî â ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóåò, ÷òî îíè ïîðîæäàþò ïðî-ñòðàíñòâî Mn+1(�). Èñõîäÿ èç óêàçàííûõ âûøå ñâîéñòâïðîñòðàíñòâà Mn+1(�), �óíêöèè f nig ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ïîëíóþ ñèñòåìó.4. Àíàëèç ãåíåðèðóåìîé êîñìè÷åñêîé ñòðóíîéàíèçîòðîïèè ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ�óíêöèé Õààðà ñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîìÏîñêîëüêó àíèçîòðîïèÿ ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ, ãå-íåðèðóåìàÿ îäèíî÷íîé ïðÿìîé êîñìè÷åñêîé ñòðóíîé,ñîäåðæèò õàðàêòåðíûé ñêà÷îê [18℄, òî íàèáîëåå öåëåñî-îáðàçíûì ìåòîäîì åå âûÿâëåíèÿ ìû ïîëàãàåì èñïîëü-çîâàíèå �óíêöèé Õààðà, ìîäè�èöèðîâàâ èõ ïîäõîäÿ-ùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî ââîäèìûå íàìè �óíêöèèñ ïðîèçâîëüíûì âåùåñòâåííûì ñäâèãîì îòëè÷àþòñÿ îòêëàññè÷åñêèõ âåéâëåòîâ Õààðà, ïîñêîëüêó �îðìèðóþòñÿöèêëè÷åñêè, ïóòåì ñøèâêè êîíöà è íà÷àëà ðàññìàò-ðèâàåìîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ (îòðåçêà [0, 1℄), ÷òîíåîáõîäèìî äëÿ ó÷åòà ïîâîðîòîâ êîñìè÷åñêîé ñòðóíû.Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ¾ñèãíàë¿ � èñêîìûåñòðóêòóðû â àíèçîòðîïèè, îáóñëîâëåííîé êîñìè÷åñêîéñòðóíîé, ¾øóì¿ � àíèçîòðîïèÿ, âûçâàííàÿ àäèàáàòè÷å-ñêèìè âîçìóùåíèÿìè. Àíàëèçèðóåìûå íàáëþäàòåëüíûåäàííûå ïðåäñòàâëåíû â âèäå äâóìåðíîé êàðòû; ñèãíàëèùåòñÿ êàê �óíêöèÿ äâóõ ðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ,íàïðèìåð ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò. Çàâèñÿùàÿ îò óãëîâîéïåðåìåííîé ÷àñòü íàáëþäàåìîãî ñèãíàëà, g(�), èùåòñÿâ âèäå ñóììû ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå f ni(�)g :g(�) = 1Xn=0 2nXi=1 
ni ni(�),ãäå êîý��èöèåíòû Ôóðüå 
ni åñòü
ni = 1k nik2 Z10 g(�) ni(�)d�,ãäå � � óãîë ïîâîðîòà ñòðóíû, íîðìèðîâàííûé ïîäõî-äÿùèì îáðàçîì. Ôóíêöèÿ  ni(�) � îäíà èç ÷åòûðåõ,îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿìè (3)�(6). Êàê áûëî äîêà-çàíî, íàáîð �óíêöèé Õààðà ñ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîìÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è îðòîíîðìàëüíûì, ÷òî íåîáõîäèìîäëÿ èõ èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ.

Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå äîêàçàíû ïîëíîòà è îðòîíîðìàëüíîñòüìîäè�èöèðîâàííûõ �óíêöèé Õààðà, ïîëó÷åííûõ ïðîèç-âîëüíûì âåùåñòâåííûì ñäâèãîì êëàññè÷åñêèõ �óíêöèéÕààðà, ïðè÷åì ñäâèã ïðîèçâîäèòñÿ öèêëè÷åñêè, ïóòåìñøèâêè íà÷àëà è êîíöà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ � îòðåçêà[0, 1℄. Ââåäåíèå òàêèõ �óíêöèé íåîáõîäèìî äëÿ àíàëè-çà äàííûõ ïî àíèçîòðîïèè ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ äëÿïîèñêà õàðàêòåðíûõ ñòðóêòóð, îáóñëîâëåííûõ êîñìè÷å-ñêèìè ñòðóíàìè.Èñïîëüçîâàíèå �óíêöèé Õààðà ñ öèêëè÷åñêèì ñäâè-ãîì äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïî ìóëüòèïîëüíûì ãàðìîíèêàìàíèçîòðîïèè ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ äàåò âîçìîæíîñòüó÷åòà ðåàëüíîé îðèåíòàöèè êîñìè÷åñêîé ñòðóíû â ïðî-ñòðàíñòâå. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî ïðåäâàðèòåëüíîé îáðà-áîòêå äàííûõ ñåìè ëåò íàáëþäåíèé ñïóòíèêà WMAP,óêàçàííûé ìåòîä âïåðâûå äàåò âîçìîæíîñòü îáíàðóæå-íèÿ ñèãíàëîâ ñ àìïëèòóäàìè ïîðÿäêà 8� 10 ìêK (ïðèâåëè÷èíå àìïëèòóäû êëàññè÷åñêèõ àäèàáàòè÷åñêèõ âîç-ìóùåíèé ïëîòíîñòè ïîðÿäêà 100 ìêÊ), à ñêà÷îê àíèçî-òðîïèè, îáóñëîâëåííîé ñòðóíîé, åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà1.5� 10 ìêK [18℄.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò 10-02-00961à) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �ÔÌÊ-473.2010.2. �àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîåêòàÌèíîáðàçîâàíèÿ � 14.740.11.0085.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Hindmarsh A. // The formation and evolution of 
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