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Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóìåðíîãî öèëèíäðè÷åñêîãî òîêîâîãî ñëîÿÈ.Þ. Âàñüêîa , Â.Þ. ÏîïîâbÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà ìàòåìàòèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.Èíñòèòóò êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé �ÀÍ.�îññèÿ, 117997, Ìîñêâà, óë. Ïðî�ñîþçíàÿ, ä. 84/32.E-mail: a vaskoiy�yandex.ru, bmasterlu�mail.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 28.05.2011, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 13.09.2011�àáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ êëàññà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé Âëàñî-âà�Ìàêñâåëëà â âèäå äâóìåðíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òîêîâûõ ñëîåâ ñ òîêîì âäîëü àçèìóòàëüíî-ãî íàïðàâëåíèÿ j = j�(�, z)e� . Ìàãíèòíîå ïîëå òàêîé ñèñòåìû îáëàäàåò äâóìÿ êîìïîíåíòàìèB = Bz(�, z)ez + B�(�, z)e� . Ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèé íåëèíåéíîãîóðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ �óíêöèè u(�, z) : �2u/�x2 + x�1�2u/�z2 = e�u , ãäå x = �2 .Ìåòîäàìè òåîðèè ãðóïï íàéäåíî òðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òî÷íûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿè ðàññìîòðåíû àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ � è âáëèçè îñè öèëèíäðè÷åñêîéñèñòåìû êîîðäèíàò (�� 0). Îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîñòðîåííîãî êëàññà ðåøåíèé äëÿ îïèñàíèÿòîêîâûõ ñëîåâ, íàáëþäàåìûõ â ìàãíèòîñ�åðàõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, ìàãíèòíûå äèïîëèêîòîðûõ ëåæàò â ïëîñêîñòè ýêëèïòèêè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà óðàâíåíèé Âëàñîâà�Ìàêñâåëëà, íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,öèëèíäðè÷åñêèé òîêîâûé ñëîé, ìàãíèòîñ�åðû ïëàíåò.ÓÄÊ: 533.95. PACS: 52.25.Dg.

ÂâåäåíèåÊëþ÷åâûì âîïðîñîì �èçèêè êîñìè÷åñêîé ïëàçìûÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñòðóêòóðå è äèíàìèêå òîêîâûõ ñëîåâ,êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ â ãåëèîñ�åðå, â ÷àñòíîñòè â ìàã-íèòîñ�åðàõ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû è â ñîëíå÷íîìâåòðå. Ýòè ïëàçìåííûå îáúåêòû îáëàäàþò óíèêàëüíûìñâîéñòâîì íàêàïëèâàòü è çàòåì âçðûâíûì îáðàçîìâûñâîáîæäàòü ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ðåçóëüòàòåèìåííî òîêîâûå ñëîè èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â êðóïíî-ìàñøòàáíûõ ìàãíèòíûõ âîçìóùåíèÿõ (ñóááóðÿõ) â ìàã-íèòîñ�åðàõ ïëàíåò, âî âñïûøêàõ íà Ñîëíöå è óñêîðå-íèè ÷àñòèö â ñîëíå÷íîì âåòðå (ñì., íàïðèìåð, [1�3℄).Íàèáîëåå ïðîñòàÿ êîí�èãóðàöèÿ òîêîâîãî ñëîÿ, ðàñ-ñìàòðèâàåìàÿ â áîëüøèíñòâå ìîäåëåé òîêîâûõ ñëîåâ,ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêèé òîêîâûé ñëîé, õàðàêòåð-íûé äëÿ ìàãíèòîñ�åð ïëàíåò, ÷åé ìàãíèòíûé äèïîëüíàïðàâëåí ïî÷òè ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñêîñòè ýêëèï-òèêè. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ìàãíèòîñ�åðà Çåìëè, ÷åéìàãíèòíûé ìîìåíò îáðàçóåò íåáîëüøîé óãîë (� 100)ñ îñüþ âðàùåíèÿ, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ïî÷òè ïåðïåí-äèêóëÿðíà ê ïëîñêîñòè ýêëèïòèêè. Ñèëîâûå ëèíèè çåì-íîãî äèïîëÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ ïîòîêîì ñîëíå÷íîãîâåòðà âûòÿãèâàþòñÿ íà íî÷íîé ñòîðîíå ìàãíèòîñ�åðûâ íàïðàâëåíèè îò Çåìëè è îáðàçóþò òàê íàçûâàåìûéìàãíèòîñ�åðíûé õâîñò. Â öåíòðå åãî íàõîäèòñÿ ïðàêòè-÷åñêè ïëîñêèé òîêîâûé ñëîé, ðàçãðàíè÷èâàþùèé ðàçíî-íàïðàâëåííûå ìàãíèòíûå ïîëÿ. Ìàãíèòîñ�åðó, ñõîæóþñ çåìíîé, èìåþò òàêæå ïëàíåòû Ìåðêóðèé, Þïèòåðè Ñàòóðí. Ñðåäè ìîäåëåé ïëîñêèõ òîêîâûõ ñëîåâ ìîæíîîòìåòèòü øèðîêî èçâåñòíóþ ìîäåëü Õàððèñà [4℄ è ååäâóìåðíîå îáîáùåíèå [5, 6℄. Êðîìå òîãî, èçâåñòåíöåëûé êëàññ îäíîìåðíûõ ìîäåëåé ïëîñêèõ òîêîâûõ ñëî-åâ, ïîñòðîåííûõ ñ ó÷åòîì àäèàáàòè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ÷àñòèö (ñì. [7℄ è öèò. ëèò.).Áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé îáëàäàþò òîêîâûå ñëîè,

íàáëþäàåìûå â ìàãíèòîñ�åðàõ ïëàíåò, ÷üè ìàãíèòíûåäèïîëè ëåæàò ïî÷òè â ïëîñêîñòè ýêëèïòèêè (ïðèìåðîìÿâëÿþòñÿ ìàãíèòîñ�åðû Óðàíà è Íåïòóíà [8℄, à òàêæåàñòåðîèäà Ïëóòîíà). Èññëåäîâàíèÿ ñïóòíèêà ¾Voya-ger-2¿ ïîêàçàëè, ÷òî îñü âðàùåíèÿ Óðàíà ëåæèò áëèçêîê ïëîñêîñòè ýêëèïòèêè, à ìàãíèòíûé äèïîëü ñîñòàâëÿåòñ îñüþ âðàùåíèÿ óãîë �60Æ . Â ðåçóëüòàòå âî âðåìÿâðàùåíèÿ ïëàíåòû îäèí èç ïîëþñîâ ìàãíèòíîãî äèïîëÿïåðèîäè÷åñêè ïðèíèìàåò ïîëîæåíèå âäîëü íàïðàâëåíèÿñêîðîñòè ñîëíå÷íîãî âåòðà. Â ýòîì ñëó÷àå îáòåêàíèåñîëíå÷íûì âåòðîì ïðèâîäèò ê ñèììåòðè÷íîìó âûòÿãè-âàíèþ ñèëîâûõ ëèíèé, âõîäÿùèõ â ìàãíèòíûé ïîëþñ,íà íî÷íóþ ñòîðîíó îò ïëàíåòû. À ýòî â ñâîþ î÷åðåäüïðèâîäèò ê �îðìèðîâàíèþ â õâîñòå ìàãíèòîñ�åðû öè-ëèíäðè÷åñêîãî òîêîâîãî ñëîÿ [8℄, ó êîòîðîãî ìàêñèìóìïëîòíîñòè òîêà ñîñðåäîòî÷åí â îêðåñòíîñòè ãèãàíò-ñêîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (èëè ïîâåðõíîñòèâðàùåíèÿ) íà íî÷íîé ñòîðîíå ìàãíèòîñ�åðû, à âäîëüîñè õâîñòà �îðìèðóåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå ñ àêñèàëüíîéñèììåòðèåé.Îäíîìåðíûé öèëèíäðè÷åñêèé òîêîâûé ñëîé â ðàì-êàõ êèíåòè÷åñêîé òåîðèè áûë ðàññìîòðåí â ðàáîòå [9℄.Â ýòîé ìîäåëè ïëîòíîñòü òîêà íàïðàâëåíà âäîëü àçè-ìóòàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ j = j�(�)e� (çäåñü è â äàëüíåé-øåì áóäåì èñïîëüçîâàòü öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòûr = (�, �, z) , ãäå îñü z íàïðàâëåíà âäîëü îñè õâîñòà),à ìàãíèòíîå ïîëå B = Bz(�)ez , ïðè÷åì íà íåêîòîðîéïîâåðõíîñòè � = onst ìàãíèòíàÿ êîìïîíåíòà Bz îáðà-ùàåòñÿ â íîëü. Äàííàÿ ìîäåëü íå ó÷èòûâàåò èçìåíåíèÿïëàçìåííûõ õàðàêòåðèñòèê â íàïðàâëåíèè z , à òàêæåðàäèàëüíóþ êîìïîíåíòó B� ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåí êëàññ äâóìåð-íûõ öèëèíäðè÷åñêèõ òîêîâûõ ñëîåâ, â êîòîðûõïëîòíîñòü òîêà èìååò àçèìóòàëüíîå íàïðàâëåíèåj = j�(�, z)e� , à ìàãíèòíîå ïîëå èìååò äâå êîìïîíåíòû



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 39B = Bz(�, z)ez + B�(�, z)e� . Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ðåøåíèé îä-íîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.�ðóïïîâûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü òðåõïàðàìåòðè-÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé è òåì ñàìûì ïîëó÷èòü êëàññäâóìåðíûõ òîêîâûõ ñëîåâ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàþòñÿ äâóìåðíûå ñòàöèîíàðíûå ðåøå-íèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Âëàñîâà�Ìàêñâåëëà äëÿýëåêòðîí-èîííîé áåññòîëêíîâèòåëüíîé (ñèëüíî ðàçðå-æåííîé) ïëàçìû. Ïóñòü ñèñòåìà îáëàäàåò àêñèàëüíîéñèììåòðèåé, ò. å. âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò (�, z) . Ýëåê-òðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìïîòåíöèàëîì �(�, z) è êîìïîíåíòîé âåêòîðíîãî ïîòåí-öèàëà A�(�, z) :8>>>>>>><>>>>>>>:
v�f��r + q�m� ��r�+ �v� [r�A�e�℄���f��v = 0,�A� =�4� X� q� Z(ve�)f�(r, v, t)d3v,��=�4�X� q� Z f�(r, v, t)d3v. (1)

Çäåñü � = i, e � ñîðò ÷àñòèö è çàðÿäû qi = �qe = q .Óñëîâèå êâàçèíåéòðàëüíîñòè ïëàçìûX� q� Z f�(r, v, t)d3v= 0, (2)ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñâÿçü ìåæäó ñêàëÿðíûì è âåêòîð-íûì ïîòåíöèàëàìè. �åøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñè-ñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ èíòåãðàëîâäâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïîëÿõ �r� è [r � A�e�℄ . Èçóñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè è äâóìåðíîñòè çàäà÷è ñëåäóåòñîõðàíåíèå äâóõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ � ïîëíîé ýíåð-ãèè H� è îáîáùåííîãî ìîìåíòà P�,� :H� = 12m� �p2�,� + 1�2 �P�,� � q� �A��2 + p2z,��+ q��,P�,� = p�,� + q� �A� =m��v� + q� �A�. (3)
Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíóþ �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿïëàçìû ìîæíî çàäàâàòü êàê �óíêöèþ èíòåãðàëîâ äâè-æåíèÿ: f� = f�(H�,P�,�) . Êîíêðåòíûé âèä ýòîé �óíêöèèîïðåäåëÿåòñÿ âèäîì èñòî÷íèêîâ ïëàçìû è ðàçëè÷íûìèìàãíèòîñ�åðíûìè ïðîöåññàìè. Âûáåðåì �óíêöèþ ðàñ-ïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ñîðòà � àíàëîãè÷íî ðàáîòå [7℄ âèäàf� = n0� m�2�T��3/2 exp��H� �
�P�,�T� � , (4)ãäå T� � òåìïåðàòóðà ÷àñòèö, n0 � õàðàêòåðíîåçíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ïëàçìû, 
� � ïîñòî-ÿííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü èõ âðàùåíèÿ. Óñëîâèå êâàçè-íåéòðàëüíîñòè (2) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ, àíàëîãè÷íîìóïîëó÷åííîìó â [7℄ äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû:�= �2 TiTe2q(Ti +Te) �mi
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e , T =Ti+Te . Ôóíêöèÿðàñïðåäåëåíèÿ (4) çàäàåò åäèíñòâåííóþ êîìïîíåíòó
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T �A� + 
2(miT 2i +meT 2e )2T 3 �2� . (6)Äàëåå ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå �� = �/�0 ,z� = z/�0 è A� =A�/A0 , ãäå�40 = 2T�q2n0
20 , A0 = Tq
�0 , �= 
2�20(miT 2i +meT 2e )2T 3 .Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîéóðàâíåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, ïðèíèìàåò âèä���� 1�� ���� ��A� + �2A��z2� =�4�� expn��A� + ��2�o . (7)Ïðîèçâîäÿ ïîâòîðíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ x = �2� ,� = 2z� è u = � ���A� + ��2�� , ïîëó÷èì ñëåäóþùååóðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè u :�2u�x2 + 1x �2u��2 = e�u. (8)Áåçðàçìåðíûå êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ îáîçíà÷èì÷åðåç B�� è B�z . Åäèíèöåé èçìåðåíèÿ ïîëÿ ÿâëÿåòñÿâåëè÷èíà A0/�0 . Êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûðàæà-þòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ u ñëåäóþùèì îáðàçîì:B�� =��A��z� = 2px �u�� ,B�z = 1�� ���� (��A�) =�2��+ �u�x� . (9)
Áåçðàçìåðíûå êîíöåíòðàöèþ è ïëîòíîñòü òîêà îáîçíà-÷èì n� = e�u è j�� =px e�u ñîîòâåòñòâåííî. Åäèíèöåéèçìåðåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà n0 , à ïëîò-íîñòè òîêà � qn0
�0 .Óðàâíåíèå ñèëîâûõ ëèíèé, ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè(��, z�), èìååò âèä ��A� = onst è ìîæåò áûòü çàïèñàíî÷åðåç �óíêöèþ u : u+ �x = onst.Óðàâíåíèå (8) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì îò-íîñèòåëüíî �óíêöèè u . Äàëåå ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèååãî ÷àñòíûõ ðåøåíèé.2. Ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà ÷àñòíûõ ðåøåíèéóðàâíåíèÿ (8)2.1. Ñâåäåíèå óðàâíåíèÿ (8) ê îáûêíîâåííîìóäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêàÓðàâíåíèå (8) äîïóñêàåò äâå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèåãðóïïû, èí�èíèòåçèìàëüíûå îïåðàòîðû êîòîðûõ èìåþòâèä [10℄ X1 = ��� , X2 = x ��x + 12� ��� +2 ��u . (10)�åøåíèå, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà (10),íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ F(x, �,u) = 0, ãäå X2F = 0, è èìå-åò âèä u = 2 lnx+'(�) è � = �2/x , � 2 R 1+ . Ïîäñòàâëÿÿýòó �óíêöèþ â óðàâíåíèå (8), ïîëó÷èì îáûêíîâåííîåäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè '�(�+4)'00 +2(�+1)'0 = 2+ e�'. (11)Çàìåíîé � = p�/(�+4) (� 2 (0, 1)) óðàâíåíèå (11)ïðèâîäèòñÿ ê âèäó�1� �2�2'�� = 4�2+ e�'�. (12)20 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



40 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 1ßâíîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (12) ïðåäñòàâëÿåòñÿçàòðóäíèòåëüíûì. Îäíàêî íåñëîæíî âû÷èñëèòü àñèìï-òîòèêè ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ â äâóõ ïðåäåëüíûõñëó÷àÿõ �� 0 è �� 1, ÷òî îòâå÷àåò ðàññìîòðåíèþñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî âäàëè îò îñè öèëèíäðè÷åñêîéñèñòåìû êîîðäèíàò è âáëèçè íåå.Ïðèìåíÿÿ ê �óíêöèè u ãðóïïó ïåðåíîñîâ âäîëüîñè � (ãðóïïà ñ îïåðàòîðîì X1 ), ïîëó÷èì îäíîïàðà-ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèéua = 2 lnx+'�(�+2a)2/x�, a 2 R 1 . (13)2.2. Àñèìïòîòèêà �óíêöèè ' ïðè �� 0Óðàâíåíèå (12) ïåðåïèøåì â âèäå '�� = 4�2 ++ e�'�Æ�1 � �2�2 . Â îêðåñòíîñòè òî÷êè �= 0 ïðàâàÿ÷àñòü óðàâíåíèÿ ãîëîìîð�íà, ïîýòîìó àñèìïòîòèêàñ òî÷íîñòüþ O(�3) èìååò âèä'= a0 + a1�+4�1+ 12e�a0� �2 +O��3�. (14)Çäåñü a0,1 - ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Çíà÷åíè-ÿì �� 0 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ � � 0, ïðè÷åì�= 12p�+O��3/2� , ïîýòîìó '= a0+a1p�+��+O��3/2� ,ãäå a0,1 � íîâûå ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû è � = 1 ++ e�a0/2 6= 0.2.3. Àñèìïòîòèêà �óíêöèè ' ïðè �� 1Èç óðàâíåíèÿ (12) âèäíî, ÷òî '�� > 8/�1 � �2�2 ,ïîýòîìó ïðè �! 1 î÷åâèäíî, ÷òî '!1 . Òîãäà ïðè�� 1 èìååì e�'� 1 è ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòèêè�óíêöèè ' (îáîçíà÷àåìûé äàëåå 'as ) íàõîäèòñÿ èçóðàâíåíèÿ d2'asd�2 = 8�1� �2�2 . (15)ßâíîå èíòåãðèðîâàíèå (15) äàåò 'as = �2(1 �� (1� �)) ln(1� �) + 2� ln(1 + �) + C1(1� �) + C0 , ãäåC0,1 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Òîãäà ñ òî÷íîñòüþäî O�(1 � �)2� àñèìïòîòèêà �óíêöèè ' ïðèìåò âèä' = �2 ln(1� �) + 2(1� �) ln(1� �) + C0 + C1(1� �) ++O�(1� �)2� . Çíà÷åíèÿì �� 1 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ�� 1, ïðè÷åì �= 1� 2/�+O�1/�2� , ñëåäîâàòåëüíî'= 2 ln �+C0 + 4� ln�1��+ C1� +O� 1�2 ln(�)� , (16)ãäå C0,1 � íîâûå ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.2.4. Àñèìïòîòèêè îñíîâíûõ âåëè÷èí ïðè �� � 0è ��� 1Àñèìïòîòèêè îñíîâíûõ âåëè÷èí ñèñòåìû (ìàãíèò-íûå ïîëÿ, ïëîòíîñòü ïëàçìû è òîêà) ïðèâîäÿòñÿ äëÿ�óíêöèè u0 ñåìåéñòâà (13). Àñèìïòîòèêè ýòèõ æåâåëè÷èí äëÿ �óíêöèé ua ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïîäñòà-íîâêîé �! � +2a (z�! z� + a).�àññìîòðèì ðåøåíèå âäàëè îò îñè öèëèíäðè÷åñêîéñèñòåìû, êîãäà x� 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, �� 0. Äëÿ�óíêöèè u0 âäàëè îò îñè, ñîãëàñíî (14), ìîæíî çàïè-ñàòü u0 = 2 lnx+ a0 + a1 j�jpx + ��2x +O�x�3/2�. (17)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà æå àñèìïòîòèêà áóäåò ñïðàâåäëèâàè â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå: x = onst, � � 0. ×òîáûèçáåæàòü ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé �u0/�� , áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü ðåøåíèå ïðè � > 0.Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (9) äëÿ õàðàêòåðèñòèê ïëàçìûè êîìïîíåíò ïîëÿ, ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêèn� = e�a0��4� + . . . , j�� = e�a0��3� + . . . ,B�z =�2�� 4�2� + . . . , B�� = 2a1�2� +4� ��3� + . . . . (18)
Êàê ïîêàçûâàþò àñèìïòîòèêè (18), êîíöåíòðàöèÿè ïëîòíîñòü òîêà âäàëè îò îñè äîñòàòî÷íî áûñòðîóáûâàþò. Êîìïîíåíòà B�z âûõîäèò íà îòðèöàòåëüíóþêîíñòàíòó, à B�� ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.�àññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó â ïðîòèâîïîëîæíîì ïðå-äåëüíîì ñëó÷àå: x � 0, � = onst 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,�� 1. Äëÿ �óíêöèè u0 âáëèçè îñè, ñîãëàñíî (16),èìååìu0 = 2 ln �2 +C0 + 4x�2 ln� x�2�+C1 x�2 +O�x2 ln x�. (19)Çàìåòèì, ÷òî ýòà æå àñèìïòîòèêà áóäåò ñïðàâåäëèâàâ äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå: x = onst, �� 1 (ñ çàìå-íîé â (19) O�x2 ln x�!O���2 ln ��).Âíîâü èñïîëüçóÿ �îðìóëû (9), ïîëó÷èì ïðè x � 0n� = e�C016 z�4� + . . . , j�� = e�C016 ��z�4� + . . . ,B�z =�2�� 4 ln��z2� + . . . , B�� = 4��z� + . . . . (20)
Àñèìïòîòèêè (18) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïëîòíîñòü ïëàç-ìû âáëèçè îñè ñèììåòðèè ïàäàåò ñ óâåëè÷åíèåì z� ,à ïëîòíîñòü òîêà j�� ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîìêîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìåþò ñèíãóëÿðíîñòè. Ñó-ùåñòâîâàíèå ýòèõ ñèíãóëÿðíîñòåé ñëåäóåò èç áàëàíñàäàâëåíèÿ, êîòîðîå â íàïðàâëåíèè îñè z èìååò âèäonst � �n��z� = �j��B�� . Èç äàííîãî óðàâíåíèÿ âèäíî, ÷òîñîîòíîøåíèÿ �n�/�z� 6= 0 è j�� � �� ïðèâîäÿò ê ñèí-ãóëÿðíîñòè B�� � ��1� . Íàëè÷èå ñèíãóëÿðíîñòè äðóãîéêîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ B�z îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì. Èç �îðìóë äëÿ àñèìïòîòèê ïëîòíîñòèòîêà (18), (20) ñëåäóåò, ÷òî îíà âñþäó ðåãóëÿðíà.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, j�� � �B�z /��� � �B��/�z� è âòîðîåñëàãàåìîå ýòîãî âûðàæåíèÿ âáëèçè îñè � ��1� . Îòñþäàçàêëþ÷àåì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ýòîãî âûðàæåíèÿîáÿçàíî ñîäåðæàòü ñëàãàåìîå � ln �� .Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå àñèìïòîòèêè (18), (20)óêàçûâàþò íà íàëè÷èå ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé B�z = 0.Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî B�z �����0 > 0 è B�z �����1 < 0.Êðîìå òîãî, àñèìïòîòèêà äëÿ êîíöåíòðàöèè n� (20)ïîêàçûâàåò, ÷òî ïëîòíîñòü ïëàçìû óáûâàåò ïðè z�!1ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè �� .Äàëåå ïðèâåäåíû ÷èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(12) è ïîñòðîåíèå äâóìåðíûõ ïðî�èëåé êîíöåíòðàöèèè ïëîòíîñòè òîêà.2.5. Ïðî�èëè êîíöåíòðàöèè è ïëîòíîñòè òîêàÇàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (12) ñ íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè '(0) = '0 è '0(0) = '00 ðåøàëàñü ÷èñëåííî



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 41íà ìíîæåñòâå � 2 [0, 1) ìåòîäîì �óíãå�Êóòòà 4-ãîïîðÿäêà â ñèñòåìå MatLab. Èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (12)íàõîäèëèñü �óíêöèè ua . Äàëåå ïðè ïîìîùè �îðìó-ëû (9) ñòðîèëèñü ãðà�èêè ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ âå-ëè÷èí â ïëîñêîñòè (��, z�) (íà ðèñ. 1�3 îñè îáîçíà÷åíûñîîòâåòñòâåííî êàê (�, z)).Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé (13),êîòîðîå îïèñûâàåò äâóìåðíûå öèëèíäðè÷åñêèå òîêî-âûå ñëîè, ÿâëÿåòñÿ òðåõïàðàìåòðè÷åñêèì. Ïàðàìåòðàìèñëóæèò òðîéêà âåëè÷èí ('0,'00,a) . Âûáèðàÿ ýòè ïàðà-ìåòðû ðàçëè÷íûì îáðàçîì, ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûåòîêîâûå ñëîè. Ïðèâåäåì ãðà�èêè �èçè÷åñêèõ âåëè÷èíäëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí ('0,'00,a) è óêàæåìíà õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ãðà�èêîâ ïðè èçìåíåíèè ïàðà-ìåòðîâ ('0,'00,a) .Âñå �èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè áóäåì èçîáðàæàòüïðè z� > 0, ñ÷èòàÿ, ÷òî öåíòð ïëàíåòû ðàñïîëîæåí â îò-ðèöàòåëüíîé îáëàñòè îñè z� . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèëîâûõëèíèé íåîáõîäèìî çàäàòü ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ïàðàìåò-ðà � . Îäíàêî �îðìà ñèëîâûõ ëèíèé êà÷åñòâåííî íåçàâèñèò îò � è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ �= 0.1.Ïðèìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ('0,'00,a) = (�3, 0, 3). �ðà�èê êîíöåíòðàöèè n�/n�max

�èñ. 1. Êîíöåíòðàöèÿ ïëàçìû n�/n�max (à) è ïëîòíîñòüòîêà j�� /j��,max (á) äëÿ ('0,'00, a) = (�3, 0, 3)

�èñ. 2. Ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ('0,'00, a) = (�3, 0, 3)

�èñ. 3. Ïëîòíîñòü òîêà j�� /j��,max äëÿ ('0,'00, a) == (�3, 0, 5) (à) è ('0,'00, a) = (�5, 0, 3) (á)21 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1



42 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 1ïëàçìû ïîêàçàí íà ðèñ. 1,à, ïëîòíîñòè òîêà j�� /j��,max �íà ðèñ. 1, á. Êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö ïëàçìû è ïëîòíîñòüòîêà íîðìèðîâàíû íà ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ n�maxè j��,max ñîîòâåòñòâåííî. Âèä ñèëîâûõ ëèíèé èçîáðàæåííà ðèñ. 2.×òîáû ïîêàçàòü êà÷åñòâåííûå èçìåíåíèÿ â ïðî�è-ëÿõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ('0,'00,a) , íà ðèñ. 3,à ïðèâåäåí ïðî�èëü ïëîòíîñòèòîêà äëÿ ïàðàìåòðîâ ('0,'00,a) = (�3, 0, 5).Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà a îáëàñòü,â êîòîðîé ïëîòíîñòü òîêà îòëè÷íà îò íóëÿ, ðàñøèðÿåòñÿâ íàïðàâëåíèÿõ �� è z� , ïðè÷åì ðàñøèðåíèå â íàïðàâ-ëåíèè �� ãîðàçäî ñèëüíåå. Êðîìå òîãî ìàêñèìóì òîêàñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó áîëüøèõ çíà÷åíèé �� .Èçìåíåíèå ïàðàìåòðà '0 ïðèâîäèò â îñíîâíîìëèøü ê ñìåùåíèþ ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè òîêà â ñòî-ðîíó áîëüøèõ çíà÷åíèé �� . Ýòî äåìîíñòðèðóåòðèñ. 3, á, íà êîòîðîì ïðèâåäåíà ïëîòíîñòü òîêà â ñëîåñ ('0,'00,a) = (�5, 0, 3).×èñëåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðî�èëè �èçè-÷åñêèõ âåëè÷èí ñëàáî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà '00 , òàê÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè èìååòñÿ äâà ïàðàìåòðà, êîòîðûåîïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó òîêîâîãî ñëîÿ.Íàëè÷èå ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé Bz = 0, ïîäòâåð-æäàåòñÿ ðèñ. 3. Êðîìå òîãî, âèäíî, ÷òî âäàëè îò îñèB�� ! 0. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïîëó÷åí êëàññ äâóìåðíûõ ðåøåíèé óðàâ-íåíèÿ Âëàñîâà�Ìàêñâåëëà, îïèñûâàþùèõ öèëèíäðè÷å-ñêèå òîêîâûå ñëîè, è ïðèâåäåíû ñàìîñîãëàñîâàííûåïðî�èëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïëîòíîñòåé ïëàçìû è òîêà.Ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò òðåìÿñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè ('0,'00,a) , âûáèðàÿ êîòîðûåìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå òîêîâûå ñëîè. Ïðèâåäåíû

ïðèìåðû òàêèõ ñëîåâ äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çíà÷å-íèé ïàðàìåòðîâ.Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ ïîñòðîåííîãî êëàññà êèíå-òè÷åñêèõ ðàâíîâåñèé ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîñòü ìàãíèòíî-ãî ïîëÿ âáëèçè îñè ñèììåòðèè ñèñòåìû. Ýòî óêàçûâàåò,÷òî âûáîð �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (4) íå âïîëíå óäî-âëåòâîðèòåëåí ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Òåì íå ìåíååïîñòðîåííàÿ ìîäåëü õîðîøî îïèñûâàåò òîêîâûé ñëîéâñþäó, êðîìå îáëàñòè, íåïîñðåäñòâåííî ïðèìûêàþùåéê îñè ñèñòåìû.Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó �ÀÍË.Ì. Çåëåíîìó, ä. �.-ì. í. Õ. Â. Ìàëîâîé è ê. �.-ì. í.À. Â. Àðòåìüåâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è âíèìàíèåê ðàáîòå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæ-êå �ÔÔÈ (ãðàíò 11-02-01166-à), ãðàíòàìè ÍÎÖ14.740.11.0086 è ÍØ-3200.2010.2.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ïëàçìåííàÿ ãåëèîãåî�èçèêà / Ïîä ðåä. Ë.Ì. Çåë¼íîãî,È.Ñ. Âåñåëîâñêîãî. Ì., 2008.2. Âàéíøòåéí Ñ.È., Áûêîâ À.Ì., Òîïòûãèí È.Í. Òóðáó-ëåíòíîñòü, òîêîâûå ñëîè è óäàðíûå âîëíû â êîñìè÷åñêîéïëàçìå. Ì., 1989.3. Çåë¼íûé Ë.Ì., Ìàëîâà Õ.Â., Àðòåìüåâ À.Â. è äð. // Ôè-çèêà ïëàçìû. 2011. 37, � 2. C. 137.4. Harris E.G. // Nuovo Cimento. 1962. 23. P. 115.5. Kan J.R. // Geophys. Res. 1973. 78. P. 3773.6. Lemb�ege B., Pellat R. // Phys. Fluids. 1982. 25. P. 1995.7. Zelenyi L.M., Malova H.V., Popov V.Y. et al. // NonlinearPro. Geophys. 11. P. 579.8. Bagenal F. // Institute of Physis Publishing 2001. DiraHouse, Temple Bak, Bristol, BS16BE, UK, 2001.9. Laval G., Pellat R., Vuillemin M. // Plasma Phys. and Con-trolled Fusion Res. 1966. 2. P. 259.10. Èáðàãèìîâ Í.Õ. // Ìàòåì. è êèáåðíåòèêà. 1989. � 8.
The kineti model of the two dimensional ylindrial urrent sheetI. Y. Vaskoa , V. Y. Popov bDepartment of Mathematis, Faulty of Physis, M.V. Lomonosov Mosow State University,Mosow 119991, Russia.Spae Researh Institute, Russian Aademy of Sienes, Mosow 117997, Russia.E-mail: a vaskoiy�yandex.ru, bmasterlu�mail.ru.In this paper we develop a one lass of solutions of the steady Vlasov�Maxwell equations, whih desribes twodimensional ylindrial urrent sheets with urrent direted azimuthally j = j�(�, z)e� . Magneti field of thesesheets has two omponents B = Bz(�, z)ez + B�(�, z)e� . From mathematial point of view, we find solutions of thenonlinear equation in partial derivatives for some funtion u(�, z) : �2u/�x2+x�1�2u/�z2 = e�u , where x = �2 . Weapply methods of group theory to develop three-parameter lass of solutions. We also derive asymptoti behaviorof these solutions for large values of � and for �� 0. We disuss appliations of these solutions for desription ofurrent sheets in magnetospheres of planets with magneti dipoles loated near the elipti plane.Keywords: system of Vlasov�Maxwell equations, nonlinear equations in partial derivatives, ylindrial urrentsheet, magnetospheres of planets.PACS: 52.25.Dg.Reeived 28 May 2011.English version: Mosow University Physis Bulletin 1(2012).Ñâåäåíèÿ îá àâòîðàõ1. Âàñüêî Èâàí Þðüåâè÷ � àñïèðàíò; e-mail: vaskoiy�yandex.ru.2. Ïîïîâ Âèêòîð Þðüåâè÷ � äîêò. �èç.-ìàò. íàóê, äîöåíò; e-mail: masterlu�mail.ru.


