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�åíåðàöèè �åðìèîííîé ìàññû ñ ó÷àñòèåì �åðìèîíîâ Êàëóöû�Êëåéíàïîä âëèÿíèåì êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ â ìîäåëè ñ 2+1 èçìåðåíèåìÂ.×. Æóêîâñêèé1,a , Å. À. Ñòåïàíîâ1Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a zhukovsk�phys.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 28.07.2011, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 05.10.2011�àññìîòðåíà ãåíåðàöèÿ ìàññû íà äâóìåðíîé áðàíå â òðåõìåðíîé ìîäåëè ñ ÷åòûðåõ�åðìèîííûìâçàèìîäåéñòâèåì â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ A3 . Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëèãåíåðèðóåìàÿ ìàññà ïîëó÷àåòñÿ ëåã÷å ìàññ êàëóöà-êëåéíîâñêèõ ìîä, ÷òî óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòüðåøåíèÿ ïðîáëåìû èåðàðõèè ìàññ â ðåàëèñòè÷åñêèõ 4-ìåðíûõ ìîäåëÿõ. Ïîëó÷åíà çàâèñèìîñòüý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëà è êîíñòàíòû ñâÿçè îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, òàêèõ êàê ðàäèóñ êîìïàêòè-�èêàöèè, êàëèáðîâî÷íîå ïîëå è ïàðàìåòð �àçîâîãî ñìåùåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: õèðàëüíûé êîíäåíñàò, ìîäåëü Êàëóöû�Êëåéíà, êîìïàêòè�èêàöèÿ, ïðîáëåìà èåðàð-õèè ìàññ.ÓÄÊ: 539.12.01. PACS: 11.30.Q
, 11.30.Rd, 12.38.Mh, 12.39.�x, 21.65.�f.

ÂâåäåíèåÎäíîé èç ïðîáëåì ìíîãîìåðíûõ òåîðèé ÿâëÿåòñÿìåõàíèçì, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó äîïîëíèòåëüíûå èçìåðå-íèÿ îêàçûâàþòñÿ ñêðûòûìè. Îðèãèíàëüíîé èäååé Êàëó-öû�Êëåéíà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå ïÿòîå èç-ìåðåíèå êîìïàêòè�èöèðîâàíî ñ òåì, ÷òîáû îïèñàòü �è-çè÷åñêèå ïðîöåññû â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðå-ìåíè íàøåãî ìèðà [1℄. Â òàêîì ñëó÷àå ïðè èçó÷åíèèîáû÷íûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ïðåäåëå ìàëîãî ðàäèó-ñà êîìïàêòè�èêàöèè R! 0 ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ âûãëÿ-äèò êàê ÷åòûðåõìåðíîå. Ñîãëàñíî ðàñïðîñòðàíåííîé äîíåäàâíåãî âðåìåíè òî÷êå çðåíèÿ, ìàñøòàá êîìïàêòè�è-êàöèè äîëæåí áûòü ïîðÿäêà ïëàíêîâñêîãî. Íà ïëàí-êîâñêèõ ìàñøòàáàõ ( l � 10�33 ñì, ñîîòâåòñòâóþùàÿýíåðãèÿ MPl � 1019 �ýÂ) äîïîëíèòåëüíûå èçìåðåíèÿäîëæíû áûòü íè÷òîæíîãî ðàçìåðà R 6 10�17 ñì è èõíåïîñðåäñòâåííîå îáíàðóæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåâîç-ìîæíûì. Îäíàêî íåäàâíî ñòàëî óäåëÿòüñÿ âíèìàíèåïðåäñòàâëåíèþ ìèðà íà áðàíå, â êîòîðîì ïîäðàçóìå-âàåòñÿ ëîêàëèçàöèÿ îáû÷íîãî âåùåñòâà íà òðåõìåðíîììíîãîîáðàçèè � áðàíå, âëîæåííîé â ìíîãîìåðíîå ïðî-ñòðàíñòâî. Â ìîäåëÿõ ìèðà íà áðàíå, òàêèõ êàê ìîäåëèADD [3℄ è �ýíäàëë�Ñóíäðóìà [4℄, äîïîëíèòåëüíûåèçìåðåíèÿ ìîãóò èìåòü áîëüøîé èëè äàæå áåñêîíå÷íîáîëüøîé ðàçìåð, ÷òî ìîãëî áû ïðèâîäèòü ê ýêñïå-ðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûì ý��åêòàì. Òàêèì îáðàçîì,ìíîãîìåðíûå òåîðèè ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç ñïîñîáîâ îáú-ÿñíåíèÿ èåðàðõèè ìàññ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Ñîîòâåò-ñòâóþùèå ÷àñòèöû èç ðàçíûõ ïîêîëåíèé âçàèìîäåé-ñòâóþò îäèíàêîâî, íî ìàññû èõ îòëè÷àþòñÿ íà ïîðÿäêè.Îáúÿñíåíèå ýòîìó äàåòñÿ, íàïðèìåð, â çàäà÷å [7℄, ãäåáûëà ðàññìîòðåíà ìîäåëü ìíîãîìåðíîãî ìèðà ñ îäíèìäîïîëíèòåëüíûì èçìåðåíèåì.Â ïîñëåäíèå ãîäû ïðîÿâëÿåòñÿ òàêæå èíòåðåñ ê òåî-ðèÿì ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-ìåííûõ èçìåðåíèé (òàê íàçûâàåìûå íèçêîðàçìåðíûåìîäåëè � ñì., íàïðèìåð, [8, 9℄, à òàêæå [10, 11℄ è óêà-çàííóþ òàì ëèòåðàòóðó). Òåîðèÿ ïîëÿ â ñëó÷àå äâóõïðîñòðàíñòâåííûõ èçìåðåíèé äàâíî ïðèçíàíà âàæíîé

äëÿ ïîíèìàíèÿ íåêîòîðûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòî-ðûå ìîãóò áûòü ïðèáëèæåííî ðàññìîòðåíû êàê ïëîñêèå.Ïðèìåð òàêîé äâóìåðíîé ìîäåëè � ãðà�åí, ïëîñêèéîäíîàòîìíûé ñëîé óãëåðîäà, îáëàäàþùèé öåëûì ðÿäîìíåîáû÷íûõ õàðàêòåðèñòèê. Â ðÿäå íåäàâíèõ èññëåäîâà-íèé [12, 13℄ áûëè îòêðûòû àíîìàëüíûé ý��åêò Õîëëà,íåîáû÷íûå ñâîéñòâà ïðîâîäèìîñòè è ðÿä äðóãèõ èíòå-ðåñíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà. Â îïèñàíèè ãðà�åíàïîâåäåíèå ýëåêòðîíîâ ý��åêòèâíî ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíå-íèþ Äèðàêà, è â òàêîì ñëó÷àå óäîáíî ðàññìàòðèâàòüýòó çàäà÷ó â ðàìêàõ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ äëÿ �åðìè-îíîâ â ïðîñòðàíñòâå 2+1 ðàçìåðíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìî-äåëè Íàìáó�Éîíà-Ëàçèíèî [14�16℄ è �ðîññà�Íåâ¼ [17℄õîðîøî ïîäõîäÿò äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷.Â òàêèõ ïëîñêèõ ñèñòåìàõ ìîäåëü �ðîññà�Íåâ¼ îáû÷íîèñïîëüçóåòñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñèììåòðèè, íà-ðóøåíèÿ õèðàëüíîé ñèììåòðèè [18℄, à òàêæå äëÿ çàäà÷ãåíåðàöèè ìàññû �åðìèîíîâ [19℄.Â ðàáîòå [21℄ áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü, â êîòî-ðîé ñóùåñòâóþò äâà òèïà �åðìèîíîâ: îäíè æèâóòâ ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè è âçàèìîäåéñòâóþòñ äðóãèìè �åðìèîíàìè, æèâóùèìè íà 3-áðàíå. Òàêîåâçàèìîäåéñòâèå ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ-�åðìèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðè îáìåíå êàëóöà-êëåé-íîâñêèìè ìîäàìè ãðàâèòîíà, ÷òî âåäåò ê ãåíåðàöèèäèíàìè÷åñêîé ìàññû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóåòèäåÿ î òîì, ÷òî â êà÷åñòâå õèããñîâñêîé ÷àñòèöû ìîæåòâûñòóïàòü äîïîëíèòåëüíàÿ êîìïîíåíòà êàëèáðîâî÷íîãîïîëÿ âûñøåé ðàçìåðíîñòè A5 . Þêàâñêàÿ ñâÿçü, ñî-ñòîÿùàÿ èç ÷åòûðåõìåðíûõ ñêàëÿðîâ è A5 , ïîõîæàíà êàëèáðîâî÷íóþ ñâÿçü (òàêæå íàçûâàåìóþ þêàâñêîéóíè�èêàöèåé) è òîæå ìîæåò ïðèâîäèòü ê ãåíåðàöèèìàññû. Íåíóëåâîå ïîëå A5 íàðóøàåò êàëèáðîâî÷íóþè õèðàëüíóþ ñèììåòðèþ è èãðàåò ðîëü õèããñîâñêî-ãî ïîëÿ [7℄. Â ðàáîòå [22℄ ìîäåëü [21℄ áûëà ðàñ-ñìîòðåíà â ïÿòèìåðèè, ãäå âûñøàÿ ðàçìåðíîñòü áûëàêîìïàêòè�èöèðîâàíà ïî êðóãó ñ ðàäèóñîì êîìïàêòè-�èêàöèè R è, êðîìå òîãî, áûëè äîáàâëåíû ïåðèîäè-÷åñêèå è àíòèïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ�åðìèîíîâ. Ìîäåëü áûëà ðàñøèðåíà ââåäåíèåì ïî-



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 59ñòîÿííîãî êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ A5 , æèâóùåãî â ïÿ-òèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ èññëåäîâàíèÿ íàðóøåíèÿõèðàëüíîé ñèììåòðèè è ïîëó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìàññûäëÿ ëåãêèõ �åðìèîíîâ ïðè ÷åòûðåõ�åðìèîííîì âçàè-ìîäåéñòâèè ñ êîìïîíåíòîé êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ A5 .Â íàøåé ðàáîòå ìû èññëåäîâàëè ïîõîæóþ ìîäåëü, íîâ ðàçìåðíîñòè 2+1. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èëèïëîñêóþ ìîäåëü ñ áðàíîé ðàçìåðíîñòè 1+1, ò. å. íèòüþñ ïðîñòðàíñòâåííîé ðàçìåðíîñòüþ 1. Â äàííîé ìîäå-ëè ìû ðàññìîòðåëè ãåíåðàöèþ ìàññû, ñîñòîÿùåé èçêîìïîíåíòû êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ A3 è 2D-êîíäåíñà-òà �åðìèîíîâ. Äëÿ ýòîãî ìû ïîëó÷èëè ý��åêòèâíûéïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ êàê �óíêöèþ �åðìèîííîãîêîíäåíñàòà è ïîñòîÿííîãî ïîëÿ A3 ïðè ïåðèîäè÷åñêèõè àíòèïåðèîäè÷åñêèõ óñëîâèÿõ íà �åðìèîíû. Áûëà âû-÷èñëåíà êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè g
 êàê �óíêöèÿðàäèóñà êîìïàêòè�èêàöèè è ïîëÿ A3 . Êðîìå òîãî,ìû ðàññìîòðåëè àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîíñòàíòûñâÿçè g ïðè ðàäèóñå êîìïàêòè�èêàöèè R! 0, ÷òîñîîòâåòñòâóåò êîíñòàíòå ñâÿçè â äâóìåðèè, è R!1 ,÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíñòàíòå ñâÿçè â òðåõìåðèè. Â òàêîìñëó÷àå ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ êîíäåíñàòà, âûðàæåííûå÷åðåç êîíñòàíòû äëÿ 2D- è 3D-ñëó÷àåâ, ïîëó÷àþòñÿ ñõî-æèìè ñ äàííûìè ðàáîòû [23℄, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òîâ íàøåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ äðóãîå îáåçðàçìåðèâàíèåïàðàìåòðîâ. 1. Ìîäåëü�àññìîòðèì 3D-�åðìèîííóþ ìîäåëü, ñîäåðæàùóþäâà òèïà �åðìèîííûõ ïîëåé 	 è L è êàëèáðîâî÷íîå ïî-ëå AM â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. 	-�åðìèîíû ñóùå-ñòâóþò â 3D-ïðîñòðàíñòâå, à L � íà 2D-áðàíå. Ëàãðàí-æèàí ìîäåëè àíàëîãè÷åí ëàãðàíæèàíó äëÿ 5D-ìîäå-ëè [21℄L(3) =	i
MDM	+ [Li
�D�L+ g2(	
ML)(L
M	)℄Æ(x3),(1)ãäå M = 1, 2, 3; � = 1, 2; DM = �M � ieAM . Çäåñüèñïîëüçóåòñÿ ìåòðèêà (+,�,�) è 
 -ìàòðèöû, çàäàííûåâ âèäå
1 = 1 00 �1! , 
2 = 0 ii 0! , 
3 = 0 1�1 0! . (2)Ïðåäñòàâèì êàëèáðîâî÷íîå ïîëå êàê êîíäåíñàò ñîñðåäíèì çíà÷åíèåì êîìïîíåíò <A3> = 
onst 6= 0è <A1> =<A2>= 0. Òîãäà ëàãðàíæèàí ïðèìåò âèäL(3) =	
3eA3	+	i
M�M	++ hLi
���L+ g2(	
ML)(L
M	)i Æ(x3). (3)Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå Õàááàðäà�Ñòðàòîíîâè÷à,ââåäÿ âñïîìîãàòåëüíîå ïîëå �M àíàëîãè÷íî [21℄. Â ðå-çóëüòàòå ïîëó÷èìL(3) =	i
M�M	+	
3eA3	++ hLi 6�L� �M��M + g�M	
ML+h. 
.i Æ(x3). (4)Äàëåå èñïîëüçóåì ïðèáëèæåíèå ñðåäíåãî ïîëÿ, çàìåíÿÿðåàëüíîå ïîëå åãî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, òîãäà <��> = 0,<�3>= �3 =�� .

Ñîâåðøèì õèðàëüíûé ïîâîðîò [24℄:	! exp�i�4
3�	, L! exp�i�4
3�L (5)è, èñïîëüçóÿ, ÷òî exp��2
3�= 
3,ïîëó÷èìL(3) =	i 6�	�	eA3	� i	�3	++ hLi 6�L� j�j2 + (g�	L+h. 
.)i Æ(x3). (6)Êîìïàêòè�èöèðóåì òðåòüþ ðàçìåðíîñòü ïî êðóãó ðàäè-óñà R è çàäàäèì äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð � �àçîâîåñìåùåíèå � : 	=N +1Xn=�1	n(x�)e ix3R (n+�), (7)òîãäà ëàãðàíæèàí áóäåò âûãëÿäåòü òàê:
L(2) = 2�RZ0 dx3L(3) =

= +1Xn=�1	ni 6�	n + +1Xn=�1�n+�R � eA3�	n	n +
+ Li 6�L� j�j2 + m +1Xn=�1	nL+h. 
.! , (8)ãäå m=Ng� , N = 1p2�R � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà.2. Ñïåêòð ìàññÒåïåðü ïåðåéäåì ê ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ�åðìèîííûõ ïîëåé 	(	)T = (L,	0,	1,	�1,	2,	�2, . . .). (9)Ìàññîâàÿ ìàòðèöà çàïèøåòñÿ (eA3 � a) â âèäå

M =
0BBBBBBBBBBBBB�

0 m� m� m� m� � �m �R � a 0 0 0 � �m 0 �+1R � a 0 0 � �m 0 0 ��1R � a 0 � �m 0 0 0 �+2R � a � �� � � � � � �� � � � � � �

1CCCCCCCCCCCCCA
.

(10)Òîãäà ý��åêòèâíûé ëàãðàíæèàí ìîæíî çàïèñàòü â ìàò-ðè÷íîì âèäå L(2)eff =	i 6�	+	M	� j�j2, (11)à ñìåøàííóþ ÷àñòü ëàãðàíæèàíà äëÿ �åðìèîííûõ ïî-ëåé â âèäåL(2)mixing = +1Xn=�1�n+�R � eA3�	n	n +
+ m +1Xn=�1	nL+h. 
.!=	M	. (12)
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60 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 1Çàïèøåì óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
det(M� �I ) =0� 1Yj=1 "��+ a� �R�2 �� jR�2#1A�

� ���+ a� �R�� jmj2 � 2��+ a� �R�2 jmj2 �� +1Xl=1 1��+ a� �R �2 � � lR�2
!= 0. (13)Ê íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèÿì ïðèâîäèò ðàâåíñòâî íóëþòîëüêî âòîðîé ñêîáêè.Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé+1Xn=1 yn2 � y2 =� 12y + 12� 
tg(�y) (14)è ïîëó÷èì���+ a� �R��� jmj2�R ��+ a� �R� 
tg��R ��+ a� �R��= 0, (15)èëè �R =m2R2� 
tg��R ��+ a� �R�� . (16)Åñëè ñ÷èòàòü àðãóìåíò êîòàíãåíñà ìàëûì ïàðàìåòðîì,òî èç ïðåäûäóùåé �îðìóëû èìååì��R = (�jmjR)2 1�R ��+ a� �R� , (17)îòêóäà �= �� aR�p(aR��)2 +4jmj2R22R (18)ïðè óñëîâèè jmj � 1/R .Èç óðàâíåíèÿ (18) âèäíî, ÷òî ãåíåðèðóåìàÿ ìàññàçàâèñèò îò ðàäèóñà êîìïàêòè�èêàöèè, ïàðàìåòðà �à-çîâîãî ñìåùåíèÿ � è êàëèáðîâî÷íîãî ïîëÿ a . Òàêèìîáðàçîì, ìû ìîæåì ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ìàñ-ñû, âàðüèðóÿ ýòè ïàðàìåòðû. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèèa= 0 è �= 0 ñëåäóåò � = �jmj . Òàêèì îáðàçîì ìûïîëó÷èëè ìàññó äëÿ ëåãêèõ �åðìèîíîâ, ìíîãî ìåíü-øóþ ìàññû êàëóöà-êëåéíîâñêèõ ìîä äëÿ �åðìèîíîââ òðåõìåðèè. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé ðåçóëüòàò ìîæåòðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óêàçàíèå íà îäíó èç âîçìîæíîñòåéîáîñíîâàíèÿ ïðîáëåìû èåðàðõèè ìàññ.3. Ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë ìîäåëèÂåðíåìñÿ ê �îðìóëå ý��åêòèâíîãî ëàãðàíæèàíà ìî-äåëè â ìàòðè÷íîì âèäåL(2)eff =	i 6�	+	M	� j�j2. (19)Ïðîèçâîäÿùèé �óíêöèîíàë íàøåé ñèñòåìû äàåòñÿ �îð-ìóëîé Z = Z[D	℄[D	℄[D�℄[D��℄ei R d2xL(2) . (20)Èíòåãðèðóÿ ïî �åðìèîííûì ïîëÿì, ïîëó÷àåìZ = Z[D�℄[D��℄e�i R d2xVeff(�), (21)

ãäå ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûìîáðàçîì: Veff = j�j2 � Z d2k(2�)2 ln det(M+ I 6k), (22)èëè Veff = j�j2 � Z d2k(2�)2 12 ln det(M2 + I k2). (23)Îòñþäà ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (13) íàéäåì
Veff = j�j2 � �Z0 dkk4� �� ln�(k sh(�kR) +m2�R 
h(�kR))2++ (k2 �m4�2R2) sin2(�(�� aR))�. (24)Çàïèøåì óðàâíåíèå ùåëè, �Veff�� = 0:
1� �Z0 dkk4� �
��k sh(�kR) + g2�22 
h(�kR)�g2 
h(�kR)� g4�22 sin2(�A)(k sh(�kR) + g2�22 
h(�kR))2+ �k2 � g4�44 � sin2(�A) == 0, (25)ãäå A = � � aR . �ðà�èê ïîâåäåíèÿ ý��åêòèâíîãî ïî-òåíöèàëà ïðè �= 0 èçîáðàæåí íà ðèñ. 1. Êàê âèäíî,

�èñ. 1. Çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëàîò m��1 ïðè íóëåâîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà �àçîâîãîñìåùåíèÿ � . Ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë èìååò íåíóëå-âîé ýêñòðåìóì (mR ' 0.1) ïðè çíà÷åíèÿõ ïîëÿ a= 0,äâà ýêñòðåìóìà ïðè a= 3/2 è ðàâíûé íóëþ ýêñòðåìóìïðè a= 1/2ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë èìååò ýêñòðåìóì (mR ' 0.1)ïðè çíà÷åíèÿõ ïîëÿ a= 0, äâà ýêñòðåìóìà ïðè a= 3/2è ýêñòðåìóì â íóëå ïðè a= 1/2.



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 614. Êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ñâÿçèÂû÷èñëèì êðèòè÷åñêóþ êîíñòàíòó ñâÿçè, êîòîðàÿîïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ j�j= 0:
1� �Z� dk4� g2
 sh(�kR) 
h(�kR)sh2(�kR) + sin2(�A) = 0, (26)

ãäå ââåäåíî îáðåçàíèå � , ïîñêîëüêó èíòåãðàë ðàñõîäèò-ñÿ íà íèæíåì ïðåäåëå ïðè A! 0. Âû÷èñëÿÿ ïîëó÷èâ-øèéñÿ èíòåãðàë, ïîëó÷àåìg2
�= 8�2R�ln h 
h(2�R�)�
os(2�Ra�2��)
h(2�R�)�
os(2�Ra�2��) i . (27)
Ïðè R�!1 èìååì g2
 ! 4�� , (28)÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïîâåäåíèþ êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòûâ 3D-ïðîñòðàíñòâå [23℄. Ïåðåõîäÿ äëÿ óäîáñòâà âðåìåí-íî ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûìR�! R, g2�! g2, �� ! �, (29)ïîëó÷èì g2
 = 8�2Rln h 
h(2�R)�
os(2�Ra/��2��)
h(2�R�)�
os(2�Ra/��2��)i . (30)

Íà ðèñ. 2 è 3,à èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü êðè-òè÷åñêîé êîíñòàíòû ñâÿçè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðà îáðåçàíèÿ � . Íà ðèñ. 2,à ïðè çíà÷åíèèa��1 = 1 êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè âåäåò ñåáÿ êàêçàòóõàþùàÿ îñöèëëèðóþùàÿ �óíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿàñèìïòîòè÷åñêè ê êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòå ñâÿçè ïðèa��1 = 0. Íà ðèñ. 2, á ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèèïàðàìåòðà îáðåçàíèÿ � = 0.001 ãðà�èê êðèòè÷åñêîéêîíñòàíòû ñâÿçè ïîëó÷àåòñÿ íåãëàäêèì è íà íåì èìåþò-ñÿ îñîáåííîñòè � îñòðèÿ. Ïðè áîëåå ðåàëüíîì çíà÷åíèè

ýòîãî ïàðàìåòðà �= 0.1 ãðà�èê îêàçûâàåòñÿ ïîõîæèìíà ïîâåäåíèå êîíñòàíòû â ïÿòèìåðèè [22℄. Íà ðèñ. 3, áïàðàìåòð îáðåçàíèÿ âûáðàí ðàâíûì íóëþ è åãî ðîëüçäåñü âûïîëíÿåò ïàðàìåòð ñìåùåíèÿ � .5. Äèíàìè÷åñêîå ïîëå aÒåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a � äèíàìè÷åñêàÿïåðåìåííàÿ. Òîãäà ýêñòðåìóì ý��åêòèâíîãî ïîòåíöèàëàäàåòñÿ óðàâíåíèåì ùåëè �Vef f�a = 0 äëÿ ïîëÿ a :�Z0 dk k4� sin(2�(�� aR))�R�k2 �m4�2R2��� ��k sh(�kR) +m2�R 
h(�kR)�2 ++ �k2 �m4�2R2� sin2(�(�� aR))��1 = 0, (31)îòêóäà íàõîäèì, ÷òî ýêñòðåìóì èìååò ìåñòî ïðèsin(2�(�� aR)) = 0, èëè�� aR = n2 , (32)ãäå n � öåëûå ÷èñëà. Òîãäà a= 2��n2R , ÷òî ýêâèâàëåíòíîðåøåíèþ a = �R ïðè ÷åòíûõ n= 2k è a = 2��12R ïðèíå÷åòíûõ n = 2k+1. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïåðèîäè÷åñêèõãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (�= 0) a= 0 è a = � 12R , ïðèàíòèïåðèîäè÷åñêèõ (�= 12 ) a= 0 è a= 12R .Ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ n , 
os(2�Ra � 2��) = 1,êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè âûãëÿäèò òàê:g2
 = 8�2Rln h 
h(2�R)�1
h(2�R�)�1i . (33)
Ïðè íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ n , 
os(2�Ra � 2��) = �1,êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè âûãëÿäèò òàê:g2
 = 8�2Rln h 
h(2�R)+1
h(2�R�)+1i . (34)

�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü g2
� îò R� : a � ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ïîëÿ a . Ïðè çíà÷åíèè a��1 = 1êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè âåäåò ñåáÿ êàê çàòóõàþùàÿ îñöèëëèðóþùàÿ �óíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ïðèR�!1 ê àñèìïòîòè÷åñêîé êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòå ñâÿçè ïðè a��1 = 0; á � ïðèðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ íèæíåãî îáðåçàíèÿ èíòåãðàëà � . Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà íèæíåãîîáðåçàíèÿ (�= 0.001) ãðà�èê êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòû ñâÿçè ïîëó÷àåòñÿ íåãëàäêèì è íà íåì èìåþòñÿîñîáåííîñòè� îñòðèÿ31 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1
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�èñ. 3. Ïîâåäåíèå g2
� : a � ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ îáðåçàíèÿ � è a= 0, �= 0; á) � ïðè çíà÷åíèèïàðàìåòðà îáðåçàíèÿ � = 0 è ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ: ïåðèîäè÷åñêèõ (�= 1) è àíòèïåðèîäè÷åñêèõ(�= 12 )

�èñ. 4. Ïîâåäåíèå g2
� ïðè çíà÷åíèè ïîëÿ a= �R , ïðè êîòîðîì ý��åêòèâíûé ïîòåíöèàë ìîäåëè èìååòýêñòðåìóì (a), è ïîâåäåíèå g2� ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ m� (á). Âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿm� è ðàäèóñ êîìïàêòè�èêàöèè, ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòû ìîäåëè,à ñëåäîâàòåëüíî, è ðàçíûå ìàññû, ÷òî ìîæåò ðåøèòü ïðîáëåìó èåðàðõèè ìàññÎöåíèì ãåíåðèðóåìóþ ìàññó ïðè ýòèõ êðèòè÷åñêèõçíà÷åíèÿõ ïîëÿ a .Äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé n èìååì a� �R = 0 è ïîëó÷àåì�R = �jmRj2 
tg(�R�). (35)Íàñ èíòåðåñóþò ëåãêèå �åðìèîíû ñ ìàññàìè � � 1R ,â ýòîì ñëó÷àå �R = jmRj2�R , (36)èëè �= jmj .Äëÿ íå÷åòíûõ çíà÷åíèé n èìååì a � �R = � 12Rè ïîëó÷àåì �R = �jmRj2 
tg���R�� 12�� . (37)Äëÿ (� �R�� 12�� 1 ïîëó÷èì�R = jmRj2�R� 12 , (38)

èëè �R = 14 +r 116 + jmRj2 � 12 +O�jmRj2�. (39)Òàêèì îáðàçîì, � � 12R = a . Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåììàññó ìåíüøóþ, ÷åì êàëóöà-êëåéíîâñêèå ìîäû �n = nR .6. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîíñòàíòû ñâÿçèÂåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ ùåëè (25), ïîëîæèâ A= 0è âûðàçèâ âñå ÷åðåç m (�= mgp2�R ):
1� �Z0 k dk4� g2 
h(�kR)k sh(�kR) +m2�R 
h(�kR) = 0. (40)

Êîãäà R ìàëî, ò. å. mR� 1, è â òî æå âðåìÿ �R� 1(ò. å. ñ÷èòàåì, ÷òî g2�R = 
onst = g2 � êîíñòàíòà ñâÿçèâ äâóìåðèè), k äàåò îñíîâíîé âêëàä ïðè k�m . Ýòîò



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 63ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò êîìïàêòè�èêàöèè 3D ! 2D. Ñëå-äîâàòåëüíî 
h(�kR)� 1+ (�kR)22 è sh(�kR)� �kR , òîãäà
1� �Z0 kdk4� g2 �1+ (�kR)22 �

k2�R+ �Rm2 �1+ (�kR)22 � = 0, (41)
îòêóäà g2 = 8�(�R+m2�3R3)ln��2+�2m2�2R22m2 +1� . (42)Ïîñêîëüêó mR� 1, ïîëó÷èìg24�R = g2 = 2�ln��2m2� , (43)èëè m=�e��/g2 , (44)÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì [23℄m= 2�e��/g (45)äëÿ äâóìåðèçîâàííîé ìîäåëè ñ òî÷íîñòüþ äî î÷åâèäíîéçàìåíû îáîçíà÷åíèé. Ñðàâíèâàÿ ý��åêòèâíûé ïîòåíöè-àë çàäà÷è [23℄Veff =� 1(2�)2 Z d2k log(k2 + �2) + 12g�2 (46)ñ íàøèì ðåçóëüòàòîì, 
 î÷åâèäíîñòüþ íàõîäèì, ÷òî2� âûáðàíî êàê ïàðàìåòð îáðåçàíèÿ èíòåãðàëà (÷òîñîîòâåòñòâóåò � â íàøåé ìîäåëè), g â ìîäåëè [23℄ðàâíî g24�R íàøåé ìîäåëè, à � ðàâíî m2 íàøåé ìîäåëè.�ðà�èê çàâèñèìîñòè g2� îò R� ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-÷åíèÿõ ïàðàìåòðà m/� ïîêàçàí íà ðèñ. 4, á. Â ïðåäåëåáîëüøèõ R� âåðõíÿÿ êðèâàÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íî-ñòè, à íèæíÿÿ ñòðåìèòñÿ ê 4� . Èç ãðà�èêà âèäíî, ÷òîïðè ìàëîì ðàäèóñå êîìïàêòè�èêàöèè (R < 1) çíà÷åíèåêîíñòàíò ñâÿçè ïðè ðàçíûõ m ðàçëè÷íî, òîãäà êàêïðè R!1 êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà ñâÿçè ñòðåìèòñÿê ñâîåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ (28). Åñëè ðàñ-ñìîòðåòü êîíñòàíòó ñâÿçè, ëåæàùóþ íåìíîãî âûøåêðèòè÷åñêîé (m= 0.1�) , òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ R ìûìîæåì ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå ìàëûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíòñâÿçè è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷íûå ìàëûå ìàññû. Òàêèìîáðàçîì, ìîæíî îáúÿñíèòü èåðàðõèþ ìàññ ðàçíûõ ïîêî-ëåíèé ÷àñòèö. Çàâèñèìîñòü êîíñòàíòû ñâÿçè îò ìàëîãîðàäèóñà êîìïàêòè�èêàöèè òàêæå äàåòñÿ �îðìóëîé (43).Ïðè R ! 1 èìååì sh(�kR)! 12e�kR è 
h(�kR)!! 12e�kR , ò. å. ýòî âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà, òîãäà ìîæ-íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëîãàðè�ìè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì.Äåéñòâèòåëüíî, ñäåëàåì çàìåíó �kR! x :��RZm2�2R2 d sh(x) xx sh(x) +m2�2R2 
h(x) = 4�2Rg2 , (47)
îòêóäà ïðè óñëîâèè R ! 1 (áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîg = 
onst è m2R = 
onst =M3 ) ïîëó÷èìg2 = 4���m2R� , (48)

èëè m2R =M3 = �� � 4g2 , (49)ò. å. M3 = 4� 1g2
 � 1g2� , (50)÷òî òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì [23℄ äëÿ òðåõìåð-íîãî ïðåäåëà.7. Ñâÿçü ïàðàìåòðà îáðåçàíèÿ � ñ êîíäåíñàòîì mÂ ïîëó÷åííîì ðåçóëüòàòå äëÿ êðèòè÷åñêîé êîíñòàí-òû ñâÿçè ïîëîæèì �= 0, òîãäàg2
 = 8�2Rln 
h(2�R)�
os(2�R a� )
h(2�R �� )�
os(2�R a�) . (51)
Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïîëó÷èìg2
 = 8�2Rln� 
h(2�R)�
os(2�R ��)
h(2�R ��)�
os(2�R a� ) + 1� . (52)

Ïðè R! 0 g2
 = 8�2Rln��2+�2�2+a2 +1� . (53)Óñòðåìëÿÿ � ! 0 (ðàññìàòðèâàåì èí�ðàêðàñíûé ïðå-äåë) è ïðîâîäÿ ñðàâíåíèå ñ âûðàæåíèåì äëÿ àñèìïòîòè-êè êîíñòàíòû ñâÿçè, ïîëó÷èì a2 � 2m2 . Îòêóäà âèäíî,÷òî ïîëå a â âûðàæåíèè äëÿ êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòûñâÿçè èãðàåò ðîëü êîíäåíñàòà m â âûðàæåíèè äëÿîáû÷íîé êîíñòàíòû ñâÿçè. Åñëè æå ïîëîæèòü a! 0,òî ïîëó÷èì �2 � 2m2 , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðîëü ïà-ðàìåòðà îáðåçàíèÿ â îáû÷íîé êîíñòàíòå ñâÿçè èãðàåòêîíäåíñàò m .Ïðè R!1 g2
 = 4��� � . (54)Ïîñêîëüêó � � ìàëûé ïàðàìåòð èí�ðàêðàñíîãî îáðå-çàíèÿ, òî îí ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ � , è òîãäà â ïðåäåëåR!1 g2
 = 4�� , (55)÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòîì (28).Çàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷èëè ïðîöåññ äèíàìè-÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ìàññû �åðìèîíîâ â 3D-ìîäåëèñ îäíèì äîïîëíèòåëüíûì èçìåðåíèåì ïðè âçàèìîäåé-ñòâèè äâóõ òèïîâ �åðìèîíîâ, æèâóùèõ â òðåõìåðèèè íà 2D-áðàíå, ñ ó÷åòîì âîçäåéñòâèÿ êàëèáðîâî÷íîãîïîëÿ A3 .Åñëè ïîëå A3 ðàññìàòðèâàòü êàê âíåøíèé ïàðàìåòð,òî äèíàìè÷åñêàÿ ìàññà îêàçûâàåòñÿ îñöèëëèðóþùåé�óíêöèåé (ïðè a 6= 0) 
 àìïëèòóäîé, óìåíüøàþùåéñÿñ ðîñòîì ðàäèóñà êîìïàêòè�èêàöèè. Ïðè ýòîì äèíà-ìè÷åñêàÿ ìàññà ñòàíîâèòñÿ íåçàâèñèìîé îò êàëèáðî-âî÷íîãî ïîëÿ ïðè áîëüøîì ðàäèóñå êîìïàêòè�èêàöèèè ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ (ñì. ðèñ. 2).Åñëè æå ðàññìàòðèâàòü êàëèáðîâî÷íîå ïîëå A3 êàêäèíàìè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ, òî ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèåêàëèáðîâî÷íîé ïåðåìåííîé ïðèâîäèò ê òðèâèàëüíîìó32 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 1
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