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Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîé çàäà÷è äè�ðàêöèèíà äâóìåðíûõ ðàññåèâàòåëÿõ ñëîæíîé ñòðóêòóðûÄ.À. ÊîíÿåâÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà ìàòåìàòèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: a konyaev�physis.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 20.03.2012, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 24.04.2012.Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à äè�ðàêöèè ïàäàþùåãî ïîëÿ íà äâóìåðíûõ îáëàñòÿõ ñëîæíîé ñòðóêòóðû ðåøåíàìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîêàçàíî õîðîøåå ñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ñ÷eòà ñ òî÷íûìðåøåíèåì çàäà÷è äè�ðàêöèè ïëîñêîé âîëíû íà áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå. Â çàêëþ÷åíèå ïðåäñòàâëåíûïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå îñíîâíûå âîçìîæíîñòè ïðîãðàììû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à äè�ðàêöèè, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ.ÓÄÊ: 534.26. PACS: 43.20.Fn.

ÂâåäåíèåÖåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ðåàëèçàöèè ìåòî-äà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ñêàëÿðíîé çàäà÷èäè�ðàêöèè ïàäàþùåãî ïîëÿ íà äâóìåðíûõ îáëàñòÿõñëîæíîé ñòðóêòóðû.Ñóùåñòâóþùèå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷èäè�ðàêöèè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà � îñíîâàííûåíà ñâåäåíèè èñõîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé çàäà÷è ê èí-òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ è íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèåêðàåâîé çàäà÷è ñåòî÷íûìè ìåòîäàìè [1�4℄. Ïðîöåäóðàðåøåíèÿ çàäà÷è äè�ðàêöèè îñíîâàíà íà ðàññìîòðåíèèêðàåâîé çàäà÷è. Íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìå-òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãîêîììåð÷åñêèõ ïàêåòîâ, ðåàëèçóþùèõ ýòîò ìåòîä. Òè-ïè÷íûì ïðåäñòàâèòåëåì òàêèõ ïàêåòîâ ÿâëÿåòñÿ FEM-LAB. Îäíàêî îáùèì íåäîñòàòêîì êîììåð÷åñêèõ ïðî-äóêòîâ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï ÷eðíîãî ÿùèêà, âñëåäñòâèå÷åãî ìîäåðíèçàöèÿ äàííîãî ïðîäóêòà ïîä êîíêðåòíûåçàäà÷è, ñ áîëåå ñëîæíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, íåïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîé.Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà êî-íå÷íûõ ýëåìåíòîâ ê çàäà÷å äè�ðàêöèè çàêëþ÷àåòñÿâ íåîãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè è òðóäíîñòè ó÷eòà óñëîâèéèçëó÷åíèÿ. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé äàííîé ïðî-áëåìû ÿâëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà ïàðöèàëüíûõ óñëîâèé èç-ëó÷åíèÿ [3℄ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò ðàññåèâàòåëåé.Ïîäîáíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëîæíûìèíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì è íå ó÷èòûâà-þòñÿ â êîììåð÷åñêèõ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïàêåòàõ èëèñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìûõ ïðîãðàììàõ.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì çàäà÷ó äè�ðàêöèè ïàäàþùåé ïëîñêîéâîëíû íà ðàññåèâàòåëÿõ ñëîæíîé ãåîìåòðèè:8>>>>><>>>>>:
�(v+ v0) + k2(x, y)(v+ v0) = 0, (x, y) 2
,�(v+ v0)�n + p(x, y)(v+ v0) = h(x, y), (x, y) 2 �
,limr!1pr ��v�n � ikv�= 0,ãäå v0 = e�ikx � ïàäàþùàÿ âîëíà, v � ðàññåÿííîå ïîëå,óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì èçëó÷åíèÿ Çîììåð�åëüäà.

�èñ. 1. Ïðèìåð îáëàñòè, â êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷àäè�ðàêöèè. Îáëàñòü 
 (ñåðûé öâåò) ïðåäñòàâëÿåòñîáîé äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, èç êîòîðîãî èñêëþ÷åíûïîäîáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåïðîíèöàåìûì ðàññåè-âàòåëÿìÎáëàñòü 
 , ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 1, ïðåäñòàâëÿåòñîáîé äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, èç êîòîðîãî èñêëþ÷å-íû ïîäîáëàñòè (âûäåëåíû öâåòîì), ñîîòâåòñòâóþùèåíåïðîíèöàåìûì ðàññåèâàòåëÿì.Îãðàíè÷èì îáëàñòü 
 âíåøíåé ãðàíèöåé S �îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R . Íà îêðóæíîñòè S âîçìîæíàïîñòàíîâêà òî÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðóþ îñóùå-ñòâèì, ñëåäóÿ [3℄. Çàäà÷à ïðèìåò âèä8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

�(v+ v0) + k2(x, y)(v+ v0) = 0, (x, y) 2
,�(v+ v0)�n + p(x, y)(v+ v0) = h(x, y), (x, y) 2 �
,�v�r ����r=R = 1Xm=�1 dH (1)m (kr)drH (1)m (kr) �
� " 12� 2�R0 ve�im('��/2) d'# eim('��/2)!�����r=R.Çàìåíèì òî÷íîå óñëîâèå ïðèáëèæeííûì óñëîâèåì íàââåäeííîé îêðóæíîñòè. Ñëåäóÿ [5℄,vj(r�R)�1 � A1(')eikrpr +A2(') eikrr3/2 + . . . .



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 31Äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñòè òàêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíîïðîâåñòè ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì àíàëîãè÷íîãîóòâåðæäåíèÿ äëÿ òðeõìåðíîãî ñëó÷àÿ, ïðåäñòàâëåííîãîâ [6℄. Ñëåäóÿ [5℄, çàïèøåì ïðîèçâîäíóþ ýòîé �óíêöèè:�v�r ���(r�R)�1 � ikA1(')eikrpr � 12A1(') eikrr3/2 +. . .� ikv� 12r v.Òàêèì îáðàçîì, ïðè r = R ïîëó÷èì ïðèáëèæeííûåóñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ [5℄��v�r � ikv+ 12r v� ���r=R = 0.Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ïðèìåò âèä8>>>>><>>>>>:
�(v+ v0) + k2(x, y)(v+ v0) = 0, (x, y) 2
,�(v+ v0)�n + p(x, y)(v+ v0) = h(x, y), (x, y) 2 �
,��v�r � ikv+ 12r v�����r=R = 0.2. ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷èäè�ðàêöèè, îñíîâàííûé íà ìåòîäå êîíå÷íûõýëåìåíòîâ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è äè�ðàêöèè,îñíîâàííûé íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî ðàç-áèòü íà òðè ÷àñòè: ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíîé ñåòêè â çà-äàííîé îáëàñòè, ñáîðêà ìàòðèöû äèñêðåòíîé çàäà÷è,ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.Äâà ïîñëåäíèõ ïóíêòà ñîáñòâåííî è ïðåäñòàâëÿþò ñî-áîé ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿêàæäàÿ èç ýòèõ ÷àñòåé.2.1. Ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíîé ñåòêèÄëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòêè â ïðîãðàììå ðåàëèçîâàí ìå-òîä ãðàíè÷íîé êîððåêöèè, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü òðå-óãîëüíûå ñåòêè â îáëàñòÿõ ñëåäóþùåãî âèäà.Îñíîâíàÿ îáëàñòü 
 çàäàeòñÿ íåðàâåíñòâîìF(r, �,') 6 0 (â äâóìåðíîì ñëó÷àå F(r,')6 0). Íàîáëàñòü íàëîæåíû ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ: �óíêöèÿâ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, ÷òîîáåñïå÷èâàåò îòñóòñòâèå ¾ðeáåð¿ è ¾îñîáûõ òî÷åê¿íà ãðàíèöå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà (0, 0, 0) ëåæèòâíóòðè îáëàñòè, ò. å. èçâåñòíî, ÷òî F(0, 0, 0)6 0 (ñóùå-ñòâóåò âîçìîæíîñòü â êà÷åñòâå ¾öåíòðà¿ îáëàñòè çàäàòüïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (x, y, z)) . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì(íåðàâåíñòâîì) ìîæíî çàäàòü ¾âûðåçû¿ è ¾âñòàâêè¿(îòëè÷àþòñÿ îò âûðåçàííûõ ïîäîáëàñòåé íàëè÷èåìñîãëàñîâàííîé ñåòêè âíóòðè ïîäîáëàñòè).Ïîäðîáíåå îçíàêîìèòüñÿ ñ ìåòîäàìè òðèàíãóëÿöèèìîæíî â [7, 8, 12, 13℄.2.2. Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ�àññìîòðèì çàäà÷ó8<:Lu= f , (x, y) 2
,�u�n =	u, (x, y) 2 �
,ãäå u, f � �óíêöèè r , 
 � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü ñ äî-ñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé �
 . Çàìåòèì, ÷òî è çàäà÷àè ïîñëåäóþùèå âûêëàäêè, âïëîòü äî ñáîðêè ìàòðèö,

ñïðàâåäëèâû êàê äëÿ äâóìåðíîãî, òàê è äëÿ òðeõ-ìåðíîãî ñëó÷àÿ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü 	u = �pu+ hè Lu=�(r2 � k2)u , ãäå p, h, k � �óíêöèè r00 , à òàêæåðàññìîòðèì çàäà÷ó â ñëàáîé ïîñòàíîâêå ñîãëàñíî [9℄.Íàéäåì �óíêöèþ u 2 L2(
) òàêóþ, ÷òî(Lu, v)L2(
)�(f , v)L2(
)+��u�n , v�L2(�
)�(	u, v)L2(�
) = 0.Âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâîé �îðìóëîé �ðèíà:0 = (ru,rv)L2(
) ���u�n , v�L2(�
) �� (f , v)L2(
) +��u�n , v�L2(�
) � (	u, v)L2(�
) == Z
 nrurv+ k2uvo dV � Z
 f v� I�
 (hv� puv) dS.
Ïóñòü òåïåðü 
 � äâóìåðíàÿ îáëàñòü (dV = dx dy),óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê îá-ëàñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè âûáðàííîãî ñïîñîáà ïîñòðî-åíèÿ òðèàíãóëÿöèè. Äàëåå ïðè ïîìîùè ýòîãî ñïîñîáà,ñòðîèòñÿ òðåóãîëüíàÿ ñåòêà âíóòðè 
 . Ââåäeì íàáîðêóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíêöèé vn ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì,òàêèõ, ÷òî îíè ïðèíèìàþò çíà÷åíèå, ðàâíîå åäèíèöåâ óçëå ñåòêè ñ íîìåðîì n , ðàâíû íóëþ âåçäå, êðî-ìå !n , à íà !n ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè �óíêöèÿìè âèäàax+ by+  [9℄. Ïðèìåð !n è �óíêöèè vn ïðåäñòàâëåííà ðèñ. 2.

�èñ. 2. Ïðèìåð !n è �óíêöèè nnÏðèáëèçèì ïðè ïîìîùè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè�óíêöèè v , h , f , k2 è p :u= NXi=1 Civi, v = NXi=1 eCivi, h= NXi=1 hivi, f = NXi=1 fivi,k2 = NXi=1 kivi, p= NXi=1 pivi.Òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
0 = NXi=1 NXj=1 CieC�i (Z
rvirvj dV + NXl=1 Z
 klvlvivj dV +

+ NXl=1 I�
 plvivjvl dS� I�
 hjvjvi dS� Z
 fjvivj dV
)
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32 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 4(çàìåòèì, ÷òî vj � äåéñòâèòåëüíàÿ �óíêöèÿ, ïîýòîìóvj = vj ).Çàìåòèì, ÷òî Z
 . . .dV = SXs=1 Z!s . . . dV .Ââåäeì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
C =

0BBBBB�
C1C2. . .CN
1CCCCCA , eC =

0BBBBB�
eC1eC2. . .eCN
1CCCCCA , bF =

0BBBBB�
f1f2. . .fN
1CCCCCA , eF =M � bF ,

(K)i,j = Z
rvirvj dV , (M)i,j = SXs=1 Z!s vivj dV ,(H)i = XB1B22�
\!s ZB1B2vihj dV , (T)i,j = SXs=1 NXl=1 Z!sklvivjvl dV ,(P)i,j = XB1B22�
\!s NXl=1 ZB1B2 plvivjvl dV .Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íåñêîëüêèõ ãðàíèöâìåñòî ìàòðèö P è H áóäóò ìàññèâû àíàëîãè÷íûõìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîé ãðàíèöå. Ìåòîäèêàâû÷èñëåíèÿ ïîëó÷åííûõ èíòåãðàëîâ ïðåäñòàâëåíà â [9℄.Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå ïðèìåò âèäeC�T (K+T +P)C � eC�T (eF +H) = 0.Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèéAC = F ,ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ A= K+T +P è F = eFH .Èòàê, äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îñòàeòñÿðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèéAC = F .Çàìåòèì, ÷òî âñå ðàíåå ââåäeííûå ìàòðèöû ìîãóòîáëàäàòü âåñüìà áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ, êîòîðàÿ íà-ïðÿìóþ çàâèñèò îò ÷èñëà óçëîâ ñåòêè. Ýòî ñâîéñòâîìàòðèö âíîñèò ñåðüeçíûå îãðàíè÷åíèÿ êàê íà èõ õðà-íåíèå â ïàìÿòè âû÷èñëèòåëüíîé ìàøèíû, òàê è íà âû-áîð ìåòîäà ðåøåíèÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõóðàâíåíèé. Â ïðîãðàììå äëÿ õðàíåíèÿ ðàçðåæåííûõìàòðèö áîëüøîé ðàçìåðíîñòè è îïåðàöèé íàä íèìèèñïîëüçóåòñÿ ðàçðåæåííûé ñòðî÷íûé �îðìàò, êîòîðûéïîäðîáíî îïèñàí â [10℄. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõàëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ðàáîòå ðåàëèçîâàí îáîá-ùeííûé ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (GMRES). Îïè-ñàíèå ìåòîäà è àëãîðèòì ïîäðîáíî ðàçîáðàíû â [11℄.3. Òåñòèðîâàíèå ïðîãðàììû�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:8>>>>><>>>>>:
�(v+ v0) + k2(v+ v0) = 0 â 
,�(v+ v0)�n = 0 â �
,limr!1pr ��v�n � ikv�= 0,

�èñ. 3. Îáëàñòü ê òåñòåâîé çàäà÷å äè�ðàêöèè íàöèëèíäðåãäå v0 = e�ikx , à îáëàñòü 
 , ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 3,ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáëàñòü âíå îêðóæíîñòè ðàäèóñà a .�åøåíèå ýòîé çàäà÷è ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåìâèäå [2℄:vex = +1Xm=�1 � J 0m(ka)H (1)m 0(ka)!H (1)m (kr)eim('��/2).�àññìîòðèì çàäà÷ó ñ ïðèáëèæeííûìè óñëîâèÿìèèçëó÷åíèÿ. Îãðàíè÷èì îáëàñòü âíåøíåé ãðàíèöåé S ,îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R è çàìåíèì óñëîâèå èçëó÷åíèÿíà áåñêîíå÷íîñòè, ïðèáëèæeííûì óñëîâèåì íà ýòîéîêðóæíîñòè: ��v�r � ikv+ 12r v� ����r=R = 0. (1)Èñïîëüçóÿ àïïàðàò, êîòîðûé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿòî÷íîé çàäà÷è, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ïðèáëèæeí-íîé çàäà÷è:
vappr = +1Xm=�1 � J 0m(ka)H (1)m 0(ka) + Æm!��nH (1)m (kr) + "mH (2)m (kr)o eim('��/2),ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
"m =�H (1)m 0(kR)� �ik� 12R�H (1)m (kR)H (2)m 0(kR)� �ik� 12R�H (2)m (kR) , Æm = "m�H (2)m 0(ka).
Ïðè R!1 ïîëó÷èì, ÷òî "m ! 0, à ñëåäîâàòåëüíî, èÆm! 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî vappr! vex ïðè R! 0.Ñðàâíèì íà ñåòêå òî÷íîå ðåøåíèå vappr ïðèáëèæeí-íîé çàäà÷è ñ åe ÷èñëåííûì ðåøåíèåì vnum .1. Ïðè hgrid = 0.35, R = 5, a= 1, k= 1 ïîëó÷àåìkvnum�vapprkCkvnumkC � 0.1 = 10%. Ïîä hgrid ïîíèìàåòñÿ ëèíåé-íûé ðàçìåð øàáëîíà èñõîäíîé ñåòêè (â äàííîì ñëó÷àåáåðeòñÿ êâàäðàò ñî ñòîðîíîé ðàâíîé hgrid ).2. Ïðè hgrid = 0.15, R = 5, a= 1, k= 1 ïîëó÷àåìkvnum�vapprkCkvnumkC � 0.01 = 1%.Ñðàâíèì ðåøåíèå ïðèáëèæeííîé çàäà÷è ñ ðåøåíèåìçàäà÷è â òî÷íîé ïîñòàíîâêå (ñ óñëîâèåì èçëó÷åíèÿ íàáåñêîíå÷íîñòè).1. Ïðè hgrid = 0.35, R = 5, a= 1, k= 1 ïîëó÷àåìkvappr�vexkCkvexkC � 0.01 = 1%.
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�èñ. 4. Äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (ñëåâà) è äëÿ ðåøåíèÿ òî÷íîé çàäà÷è (ñïðàâà)2. Ïðè hgrid = 0.15, R = 30, a= 1, k= 1 ïîëó÷àåìkvappr�vexkCkvexkC � 3 � 10�4 = 0.03%.Â çàêëþ÷åíèå ñðàâíèì ðåøåíèå çàäà÷è â òî÷íîéïîñòàíîâêå ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è â ïðèáëè-æeííîé ïîñòàíîâêå.Ïðè hgrid = 0.15, R = 5, a= 1, k= 1 ïîëó÷àåìkvnum�vexkCkvnumkC � 0.029 = 2.9%.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòèäëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (ñëåâà) è äëÿ ðåøåíèÿ òî÷íîéçàäà÷è (ñïðàâà).Èòàê, âèäíî, ÷òî íà ýòîé òåñòîâîé çàäà÷å ïðîãðàììàïîêàçàëà íåïëîõîé ðåçóëüòàò, ïðè êðàéíå ãðóáîé àï-ïðîêñèìàöèè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1) ñîîòâåòñòâóþùèõïàðöèàëüíûõ óñëîâèé èçëó÷åíèÿ. Íèæå ïðèâåäåíû ïðè-ìåðû çàäà÷ äè�ðàêöèè, ðåøàåìûå ñ ïîìîùüþ ðàçðàáî-òàííîé ïðîãðàììû.4. Äåìîíñòðàöèÿ âîçìîæíîñòåé ïðîãðàììû�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:8>>>>><>>>>>:
�(v+ v0) + k2(v+ v0) = 0, (x, y) 2
,�(v+ v0)�n = 0, (x, y) 2 �
,��v�r � ikv+ 12r v� ����r=R = 0,ãäå 
 � îáëàñòü â îáùåì ñëó÷àå íåñâÿçíàÿ (âíåøíîñòèâûðåçîâ è âñòàâêè ðàçëè÷íîé �îðìû), óäîâëåòâîðÿþ-ùàÿ òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ê îáëàñòè ïðè òðè-àíãóëÿöèè; R � ðàäèóñ èñõîäíîé îáëàñòè, ÿâëÿþùåéñÿêðóãîì, íà ãðàíèöå êîòîðîãî ñòàâÿòñÿ óñëîâèÿ èçëó÷å-íèÿ äëÿ ðàññåÿííîãî ïîëÿ; v0 = e�ikx � ïàäàþùàÿ íàðàññåèâàòåëü âîëíà.Ââåäeì îáîçíà÷åíèå u= v+ v0 , òîãäà çàäà÷à ïðèìåòâèä 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�u+ k2u= 0, (x, y) 2
,�u�n = 0, (x, y) 2 �
,��u�r � iku+ 12r u� ����r=R == ��ik(os'+1)+ 12R� e�ikR os'.Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàññåÿíèåíà ýëëèïñå. Çàäàäèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: R = 6,hgrid = 0.15, k= 3; ïîëóîñè ýëëèïñà: a= 2, b = 1.

Ïóñòü ýëëèïñ íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. �åçóëü-òàòû ðàáîòû ïðîãðàììû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåíûíà ðèñ. 5.Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàññåÿíèåíà �èãóðå çàäàííîé óðàâíåíèåìF(r,') =s 1os2(2 os') + os2(2 sin') � r2.Íàçîâeì óñëîâíî ýòó �èãóðó �èãóðîé � 1. Çàäàäèìñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: R = 6, hgrid = 0.15, k= 3. Öåíòð�èãóðû ïîìåñòèì â íà÷àëî êîîðäèíàò. �åçóëüòàòû ðà-áîòû ïðîãðàììû â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6.Íåñèììåòðè÷íîñòü â äèàãðàììå ðàññåÿíèÿ ñîñòàâëÿåòíå áîëåå 5%.Â êà÷åñòâå òðåòüåãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàññåÿíèåíà äâóõ ýëëèïñàõ. Çàäàäèì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:R = 9, hgrid = 0.15, k= 3; ïîëóîñè ïåðâîãî ýëëèïñà:a= 2, b = 1. Ïîìåñòèì öåíòð ýòîãî ýëëèïñà â òî÷êóñ êîîðäèíàòàìè (�2,�2). Ïîëóîñè âòîðîãî ýëëèïñà:a= 1, b = 2. Ïîìåñòèì öåíòð ýòîãî ýëëèïñà â òî÷êóñ êîîðäèíàòàìè (2, 2). �åçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììûâ ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 7.Â êà÷åñòâå ÷åòâeðòîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàññå-ÿíèå íà ýëëèïñå è �èãóðå � 1. Çàäàäèì ñëåäóþùèåïàðàìåòðû: R = 6, hgrid = 0.15, k= 3; ïîëóîñè ýëëèïñà:a= 1, b = 2. Ïîìåñòèì öåíòð ýòîãî ýëëèïñà â òî÷êóñ êîîðäèíàòàìè (2, 0), à öåíòð �èãóðû � 1 � â òî÷êóñ êîîðäèíàòàìè (�2, 0). �åçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììûâ ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8. Íåîáõîäèìîîòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âîëíà ïàäàåò ñî ñòîðîíû�èãóðû � 1, ïðè ýòîì ìîæíî íàáëþäàòü ïðèáëèçèòåëü-íóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî îñè OX (îòíîñèòåëüíî'= � è '= 0+ 2�n , ãäå n= 1, 2).Çàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëà ðåàëèçîâàíà ïðîãðàììà,ïîçâîëÿþùàÿ ðåøàòü ñêàëÿðíóþ çàäà÷ó äè�ðàêöèè íàäâóìåðíûõ îáëàñòÿõ ñëîæíîé ñòðóêòóðû. Áûëî ïðîâå-äåíî òåñòèðîâàíèå ïðîãðàììû, ïîêàçûâàþùåå õîðîøååñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðàññ÷eòà ñ òî÷íûìðåøåíèåì çàäà÷è äè�ðàêöèè ïëîñêîé âîëíû íà áåñêî-íå÷íîì öèëèíäðå. Çàòåì áûëè ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû,äåìîíñòðèðóþùèå îñíîâíûå âîçìîæíîñòè ïðîãðàììû.Â îòëè÷èå îò äðóãèõ èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ ìåòîäêîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îáëàäàåò çíà÷èòåëüíî áîëåå âûñî-êîé óíèâåðñàëüíîñòüþ, ïîçâîëÿÿ ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó17 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 4



34 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 4

�èñ. 5. Òðåóãîëüíàÿ ñåòêà äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà ýëëèïñå (à), äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè äëÿ çàäà÷èðàññåÿíèÿ íà ýëëèïñå (á), ïîëíîå (ñëåâà) è ðàññåÿííîå (ñïðàâà) âîëíîâûå ïîëÿ äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íàýëëèïñå (â)

�èñ. 6. Òðåóãîëüíàÿ ñåòêà äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà �èãóðå � 1 (à), äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè äëÿ çàäà÷èðàññåÿíèÿ íà �èãóðå � 1 (á), ïîëíîå (ñëåâà) è ðàññåÿííîå (ñïðàâà) âîëíîâûå ïîëÿ äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà�èãóðå � 1 (â)
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�èñ. 7. Òðåóãîëüíàÿ ñåòêà äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà äâóõ ýëëèïñàõ (à), äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè äëÿ çàäà÷èðàññåÿíèÿ íà äâóõ ýëëèïñàõ (á), ïîëíîå (ñëåâà) è ðàññåÿííîå (ñïðàâà) âîëíîâûå ïîëÿ äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿíà äâóõ ýëëèïñàõ (â)

�èñ. 8. Òòðåóãîëüíàÿ ñåòêà äëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà ýëëèïñå è �èãóðå � 1 (à), äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòèäëÿ çàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà ýëëèïñå è �èãóðå � 1, ïîëíîå (ñëåâà) è ðàññåÿííîå (ñïðàâà) âîëíîâûå ïîëÿ äëÿçàäà÷è ðàññåÿíèÿ íà ýëëèïñå è �èãóðå � 118 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 4



36 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 4â îáëàñòÿõ, èìåþùèõ îñîáåííîñòè ãðàíèöû, â òîì÷èñëå îáëàñòü ìîæåò èìåòü ðàçðåçû. Òàêæå âîçìîæíîðåøåíèå çàäà÷è äè�ðàêöèè, êàê íà íåïðîíèöàåìûõ,òàê è íà ïðîíèöàåìûõ ðàññåèâàòåëÿõ ñ ïåðåìåííûìïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ.Èññëåäîâàíèå çàäà÷è ïðè áîëåå òî÷íîì ó÷eòå óñëî-âèé èçëó÷åíèÿ è áîëåå îáùåì õàðàêòåðå ðàññåèâàòåëåéáóäåò ïðåäìåòîì ïîñëåäóþùèõ ðàáîò.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. �àëèøíèêîâà Ò.Í., Èëüèíñêèé À.Ñ. ×èñëåííûå ìåòîäûâ çàäà÷àõ äè�ðàêöèè. Ì., 1987.2. Õeíë Ê., Ìàóý À., Âåñòï�àëü Ê. Òåîðèÿ äè�ðàêöèè. Ì.,1964.3. Èëüèíñêèé À.Ñ., Êðàâöîâ Â.Â., Ñâåøíèêîâ À.�. Ìàòåìà-òè÷åñêèå ìîäåëè ýëåêòðîäèíàìèêè. Ì., 1991.4. Åðeìèí Þ.À., Ñâåøíèêîâ À.�. Ìåòîä äèñêðåòíûõ èñòî÷-íèêîâ â çàäà÷àõ ýëåêòðîìàãíèòíîé äè�ðàêöèè. Ì., 1992.
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