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Äè��óçèîííî-âîëíîâîå óðàâíåíèå äðîáíîãî ïîðÿäêàäëÿ ñðåä ñ âðåìåííîé äèñïåðñèåéÀ.Í. Áîãîëþáîâ, À.À. Êîáëèêîâ, Ä.Ä. Ñìèðíîâàa , Í. Å. ØàïêèíàbÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà ìàòåìàòèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: ad_d_smirnova�mail.ru, b neshapkina�mail.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 04.05.2012, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 18.05.2012.Èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â ñðåäàõ ñ âðåìåííîé äèñïåðñèåé ñî ñòåïåííîéçàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêèå ñðåäû ÿâëÿþòñÿ �ðàêòàëüíûìè, à òàêæå íàéäåíà èõ�ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü. Èç àíàëîãîâ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ äàííîãî òèïà ñðåä, çàïèñàííûõñ ïîìîùüþ äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Êàïóòî, ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãîïîòåíöèàëîâ. ×èñëåííî ðàññ÷èòàíî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ïðîèçâîëüíûìðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäîâ è òîêîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �ðàêòàëüíàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, äðîáíîå èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèå, ñðåäû ñ ïàìÿòüþ,âðåìåííàÿ äèñïåðñèÿ.ÓÄÊ: 530.1+537. PACS: 02.60.Nm, 41.20.Jb.

ÂâåäåíèåÂðåìåííîé äèñïåðñèåé, èëè ïàìÿòüþ, â òîé èëèèíîé ìåðå îáëàäàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñðåä, íàïðè-ìåð ïîëèìåðû. Êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà,îáû÷íî ïðèìåíÿåìûå äëÿ ðàñ÷åòà ýëåêòðîìàãíèòíûõïîëåé, íå ñïîñîáíû ó÷èòûâàòü âðåìåííóþ äèñïåðñèþñðåäû. Àïïàðàò äðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿäàåò âîçìîæíîñòü îáîáùèòü óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíà-ìèêè äëÿ ñðåä ñ ïàìÿòüþ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñ-ñëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäàõ,îáëàäàþùèõ âðåìåííîé äèñïåðñèé. Íà îñíîâå àíàëîãîâóðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, âåðíûõ äëÿ äàííîãî òèïà ñðåä,ïîëó÷åíà è ðåøåíà ÷èñëåííî ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿâåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðîìàãíèò-íîãî ïîëÿ. Â ïðîöåññå èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ îïå-ðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ: äðîáíûåïðîèçâîäíûå Êàïóòî è �ðþíâàëüäà�Ëåòíèêîâà [1℄.1. Èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ äðîáíîãîèíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿÎïåðàöèÿ äðîáíîãî èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèÿ �ýòî îáîáùåíèå îïåðàöèé äè��åðåíöèðîâàíèÿ ��f�x�è âçÿòèÿ êðàòíîãî èíòåãðàëà RD f d� ïî îáëàñòè D ,èìåþùåé ðàçìåðíîñòü � , äî ýòîãî îïðåäåëåííûõ òîëüêîäëÿ � 2 N , íà ñëó÷àé � 2 R .Ìûñëü î äðîáíîì äè��åðåíöèðîâàíèè êàê îáîáùå-íèè ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäíîé ��f�x� íà íåöåëîå çíà÷åíèå �âîçíèêëà ïî÷òè îäíîâðåìåííî ñ ñàìèì ïîíÿòèåì äè��å-ðåíöèðîâàíèÿ. Ïåðâîå óïîìèíàíèå ýòîé èäåè âîçíèêàåòâ ïåðåïèñêå �. Ëåéáíèöà (G.W. Leibniz) â 1695 ã.Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå èäåÿ äðîáíîãî èíòåãðîäè��å-ðåíöèðîâàíèÿ ïîëó÷èëà â ðàáîòàõ Ë. Ýéëåðà (L. Euler),â 1738 ã. çàìåòèâøåãî, ÷òî âûðàæåíèþ ��xp�x� ìîæíîïðèäàòü ñìûñë è ïðè íåöåëûõ çíà÷åíèÿõ � . ßâíàÿ�îðìóëà âû÷èñëåíèÿ �0.5xp�x0.5 áûëà ïðèâåäåíà â òðàêòàòåÑ. Ëàêðóà (S. F. La
roix) â 1820 ã. Òàêæå â 1812 ã.Ï. Ëàïëàñîì (P. S. Lapla
e) áûëà âûñêàçàíà èäåÿ î âîç-

ìîæíîñòè äè��åðåíöèðîâàíèÿ íåöåëîãî ïîðÿäêà äëÿ�óíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå f (x) = RT (t) � t�x dt .Ïåðâîå îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé íåöåëîãî ïîðÿäêàáûëî äàíî Æ. Ôóðüå (J. Fourier) â 1822 ã. Â êà÷åñòâåîïðåäåëåíèÿ äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ëþáîãî ïîëîæèòåëü-íîãî ïîðÿäêà � îí ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü �îðìóëó,ïîäõîäÿùóþ äëÿ áîëüøåé ÷àñòè �óíêöèé:��f (x)�x� = 12� 1Z�1 �� d� 1Z�1 f (t) � 
os�tx� t�+ ��2 �dt.Â ñâîåì ñîâðåìåííîì âèäå äðîáíîå èíòåãðîäè��å-ðåíöèðîâàíèå ñ�îðìèðîâàëîñü â ðàáîòàõ Í. Àáåëÿ(N.H. Abel) è Æ. Ëèóâèëëÿ (J. Liouville). Â 1823 ã.â ñâÿçè ñ çàäà÷åé î òàóòîõðîíå � êðèâîé, ïðè ñêîëüæå-íèè ïî êîòîðîé ïîä âîçäåéñòâèåì ñèë ãðàâèòàöèè òåëîäîñòèãàåò íèæíåé òî÷êè çà îäíî è òî æå âðåìÿ âíåçàâèñèìîñòè îò ñâîåãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, � Àáåëüðåøèë èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:xZa F(t)dt(x� t)� = f (x), x > a, 0 < �< 1.Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è î òàóòîõðîíåïðèâîäèò ê çíà÷åíèþ � = 0.5, óðàâíåíèå áûëî ðåøåíîäëÿ 8 � 2 (0, 1). Äàííóþ ðàáîòó ñàì Àáåëü íèêàê íåñâÿçûâàë ñ äðîáíûì èíòåãðîäè��åðåíöèðîâàíèåì, íî,êàê âûÿñíèëîñü ïîçæå, â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿïðåäñòàâëåí èíòåãðàë äðîáíîãî ïîðÿäêà (1��) .Â 1832 ã. Æ. Ëèóâèëëü íà îñíîâå �îðìóëû äëÿäðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíê-öèè D�(ezx) = z�ezx , ïîëó÷åííîé åñòåñòâåííûì îáîá-ùåíèåì ïðîèçâîäíûõ öåëîãî ïîðÿäêà �nezx�xn = znezx ,8 n 2 N , âåðíîé ïðè 8 z 2 C , ïîëó÷àåò �îðìóëóD��f (z) = 1(�1)��(�) Rzz0 f (t) dt(z�t)1�� , x 2 R , Re(�) > 0, ñ òî÷-íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ (�1)� , ðàâíóþ äðîáíîìó èíòå-ãðàëó �èìàíà�Ëèóâèëëÿ.Îïðåäåëåíèå 1. Ëåâîñòîðîííèì äðîáíûì èíòåãðà-ëîì �èìàíà�Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà � 2 R+ îò �óíêöèè7 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5
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I�ax(y(t)) = 1�(�) tZa y(t0)dt0(t� t0)1�� .Ïðàâîñòîðîííèì äðîáíûì èíòåãðàëîì �èìàíà�Ëèóâèë-ëÿ ïîðÿäêà � 2 R+ îò �óíêöèè y(t) 2 L[a, b℄ íàçûâàåò-ñÿ âûðàæåíèå
I�xb(y(t)) = 1�(�) bZt y(t0)dt0(t� t0)1�� .Â 1947 ãîäó Á. �èìàí (B. Riemann) ïîëó÷àåò �îð-ìóëó f (�)(z) = 1�(��) zRz0 f (t) dt(z�t)1+� , � 2 R . Ýòà �îðìóëà áûëàïîëîæåíà â îñíîâó äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ �èìàíà�Ëèó-âèëëÿ.Îïðåäåëåíèå 2. Äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà�Ëèó-âèëëÿ (ïðàâîñòîðîííÿÿ) äåéñòâèòåëüíîãî ïîðÿäêà � îò�óíêöèè y(x) ñ íà÷àëîì â òî÷êå a îïðåäåëÿåòñÿ ïî�îðìóëå [1℄

D�at(y(t)) =
8>>>>>>>><>>>>>>>>:

1�(��) tZa y(t0)dt0(t� t0)�+1 , � < 0,y(t), �= 0,dndtnD��nat y(t), n� 1 < �6 n,n 2 N .
(1)

Àíàëîãè÷íî äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ëåâîñòîðîííåé ïðî-èçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ D�tb(y(t)) , b > t .Âèäíî, ÷òî äëÿ � < 0 äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìà-íà�Ëèóâèëëÿ ðàâíà äðîáíîìó èíòåãðàëó �èìàíà�Ëèó-âèëëÿ ïîðÿäêà (��) . Äðîáíûå ïðîèçâîäíûå ïîðÿäêà� > 0 ïîëó÷àþòñÿ ïî èíäóêöèè äè��åðåíöèðîâàíèåìïðîèçâîäíûõ ìåíüøèõ ïîðÿäêîâ.È �èìàí, è Ëèóâèëëü òðàêòîâàëè äðîáíîå äè��å-ðåíöèðîâàíèå ïîðÿäêà � êàê äðîáíîå èíòåãðèðîâàíèåïîðÿäêà (��) . Ýòîò ïîäõîä áûë ñîïðÿæåí ñ íåêîòîðûìèòðóäíîñòÿìè è íå âñåãäà äàâàë àäåêâàòíûå ðåçóëüòàòû.�àâåíñòâî I�axD�ax(f (x)) = f (x) äëÿ äðîáíîãî èíòåãðîäè�-�åðåíöèðîâàíèÿ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ âåðíî òîëüêî ñ òî÷-íîñòüþ äî òàê íàçûâàåìûõ äîïîëíèòåëüíûõ àääèòèâ-íûõ �óíêöèé � ñòåïåííûõ �óíêöèé ñ ïðîèçâîëüíûìèêîý��èöèåíòàìè.Èäåÿ ðàññìàòðèâàòü äðîáíîå äè��åðåíöèðîâàíèåêàê îïåðàöèþ, îáðàòíóþ äðîáíîìó èíòåãðèðîâàíèþ,âïåðâûå áûëà ïðåäëîæåíà Õ. Õîëüìãðåíîì (Hj. Holm-gren) â 1865 ã. �îäîì ïîçæå ê ýòîé æå èäåå ïðèøåë íåçíàêîìûé ñ ðàáîòîé Õîëüìãðåíà À. Â. Ëåòíèêîâ.Òàêîìó ïîíèìàíèþ äðîáíîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿóäîâëåòâîðÿåò áëèçêàÿ ê ïîíÿòèþ äðîáíîé ïðîèçâîä-íîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî(M. Caputo) (ðåãóëÿðèçîâàííàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ)ïîðÿäêà � îò �óíêöèè y(x) . Ïðàâîñòîðîííÿÿ äðîáíàÿïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî ïðåäñòàâèìà â ñëåäóþùåì âèäå [2℄:��0t(y(t)) =D��n0t dny(t)dtn . (2)Èç-çà òîãî ÷òî îïåðàöèÿ âçÿòèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîéäðîáíîé ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê îïåðàöèè

äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ, åå ïðàê-òè÷åñêîå ïðèìåíåíèå áîëåå îáøèðíî.Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òîñâÿçü äðîáíîé ïðîèçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ (1) è Êà-ïóòî (2) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì��0t(y(t)) = D�0t(y(t))� n�1Xk=0 y(k)(0)�(k��+1). (3)Â 1867 ã. À. �ðþíâàëüä (A. K. Gr�unwald), à â 1868 ã.À. Â. Ëåòíèêîâ îáîáùèëè ðàçíîñòíóþ �îðìóëó �è-ìàíà f (�)(x) = limh!0 (��h f )(x)h� íà ñëó÷àé íåöåëûõ � . Òà-êèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ �óíêöèé y(t) , ðàçëîæèìûõâ ñòåïåííîé ðÿä â äàííîé òî÷êå, äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ�èìàíà�Ëèóâèëëÿ (1), à çíà÷èò, è äðîáíóþ ïðîèçâîä-íóþ Êàïóòî (2), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîíå÷íûõðàçíîñòåé äðîáíîãî ïîðÿäêà.Îïðåäåëåíèå 3. Êîíå÷íîé ðàçíîñòüþ íåöåëîãî ïî-ðÿäêà � �óíêöèè y(x) íà øàãå h íàçûâàåòñÿ âûðàæå-íèå [1℄ ��hy(x) = 1Xk=0(�1)k��k�f (x� kh),ãäå êîý��èöèåíòû ��k�= (�1)k�1��(k��)�(1��)�(k+1) .Îïðåäåëåíèå 4. Ïðàâîñòîðîííÿÿ (ëåâîñòîðîííÿÿ)äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �ðþíâàëüäà�Ëåòíèêîâà ïîðÿäêà� 2 (0, 1) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íûå ðàçíîñòè ñëå-äóþùèì îáðàçîì [1℄:f��h(x) = limh!+0����hf (x)h� � .Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h ïðàâîñòîðîííþþ äðîáíóþïðîèçâîäíóþ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäåêîíå÷íîãî ðÿäà ñëåäóþùèì îáðàçîì:D�0ty(t) = limh!0 1h� t/hXk=0 !(�)k f (t� kh), (4)ãäå êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:!(�)k = (�1)k��k�= 1�(��) � �(k��)�(k+1) . (5)Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ äðîáíîå äè�-�åðåíöèðîâàíèå òîëüêî ïî âðåìåííîé îñè, ïîýòîìóâ äàëüíåéøåì ââèäó åå îäíîçíà÷íîé íàïðàâëåííîñòèìû, íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî äîïîëíèòåëüíî, áóäåì ðàáî-òàòü òîëüêî ñ ïðàâîñòîðîííèìè äðîáíûìè ïðîèçâîä-íûìè. Ïðè äðîáíîì äè��åðåíöèðîâàíèè èñïîëüçóåòñÿäðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Êàïóòî. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøå-íèÿ óðàâíåíèé â äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðèìåíÿåòñÿ�îðìóëà (3), âûðàæàþùàÿ ïðîèçâîäíóþ Êàïóòî ÷åðåçïðîèçâîäíóþ �èìàíà�Ëèóâèëëÿ, è ðàçëîæåíèå äðîáíîéïðîèçâîäíîé �èìàíà�Ëèóâèëëÿ (4), (5).2. Ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà ñðåä ñ ïàìÿòüþÂ ïîñëåäíåå âðåìÿ äðîáíîå èíòåãðîäè��åðåíöèðî-âàíèå âñå ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ îáúåêòîâ,îáëàäàþùèõ �ðàêòàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.Íà÷àëî â èçó÷åíèè �ðàêòàëîâ � ñëîæíûõ îáúåê-òîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ñàìîïîäîáèÿ íà ðàçëè÷íûõ



ÒÅÎ�ÅÒÈ×ÅÑÊÀß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ 15ìàñøòàáàõ, � ïîëîæèëè ðàáîòû Á. Ìàíäåëüáðîòà [3℄.Èìåííî èì â 1975 ã. áûë ââåäåí ñàì òåðìèí ¾�ðàêòàë¿.Òîãäà æå �ðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ íà÷àëà ïðîíèêàòüâ ðàçëè÷íûå îáëàñòè íàóêè. Ôðàêòàëû ñòàëè íàõîäèòüâ ñòðóêòóðå òâåðäûõ òåë, òóðáóëåíòíûõ ïîòîêàõ, íà�àçîâûõ ïîðòðåòàõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è âî ìíîãèõäðóãèõ àñïåêòàõ �èçèêè [4�6℄.Âíà÷àëå �ðàêòàëû îïðåäåëÿëèñü ÷åðåç ñâîéñòâî ñà-ìîïîäîáèÿ, õîòÿ óæå Ìàíäåëüáðîòîì áûëî îòìå÷åíîíåöåëîå çíà÷åíèå èõ ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè. Â äàëü-íåéøåì ýòî ñâîéñòâî ñòàëî îïðåäåëÿþùèì.Åùå îäíî ïðèíöèïèàëüíîå ñâîéñòâî �ðàêòàëîâ �íåòðèâèàëüíàÿ ñòðóêòóðà íà âñåõ øêàëàõ. Â ýòîìñîñòîèò èõ îòëè÷èå îò ðåãóëÿðíûõ �èãóð: åñëè ìûðàññìîòðèì íåáîëüøîé �ðàãìåíò ðåãóëÿðíîé �èãóðûâ î÷åíü êðóïíîì ìàñøòàáå, îí áóäåò ïîõîæ íà �ðàãìåíòïðÿìîé. Äëÿ �ðàêòàëà óâåëè÷åíèå ìàñøòàáà íå âåäåòê óïðîùåíèþ ñòðóêòóðû, íà âñåõ øêàëàõ ìû óâèäèìîäèíàêîâî ñëîæíóþ êàðòèíó.Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì�ðàêòàëîâ ÿâëÿåòñÿ íåöåëîå çíà÷åíèå ðàçìåðíîñòè, áà-çèðóþùååñÿ íà îïðåäåëåíèÿõ, ââåäåííûõ Ô. Õàóñäîð-�îì è À. Áåçèêîâè÷åì â 1919 ã.Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ Aiñ äèàìåòðàìè diamAi < " , ãäå " � äåéñòâèòåëüíîå÷èñëî, îáðàçóåò ñ÷åòíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà A. Äëÿêàæäîãî " > 0 îïðåäåëèì m"d = inf 1Pi=1(diamAi)d . Ïîëî-æèì md(A) = sup">0 m"d(A) . Òîãäà ðàçìåðíîñòü Õàóñäîð-�à�Áåçèêîâè÷à D � òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìíîæåñòâàòàêèõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë d , äëÿ êîòîðûõ md(A) > 0.Äëÿ ðåãóëÿðíûõ îáúåêòîâ D � öåëîå ÷èñëî, ðàâíîååãî òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè.Îïðåäåëåíèå 6. Ôðàêòàë � îáúåêò, îáëàäàþùèéäðîáíîé ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîð�à�Áåçèêîâè÷à, èëèîáúåêò, ÷üÿ ðàçìåðíîñòü Õàóñäîð�à�Áåçèêîâè÷à ïðå-âîñõîäèò åãî òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü.�àñ÷åò ìåðû Õàóñäîð�à�Áåçèêîâè÷à ïî îïðåäåëå-íèþ äîâîëüíî ñëîæåí, ïîýòîìó îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿìåòîäû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïðàâèëüíîìó ðåçóëüòàòóäëÿ áîëüøèíñòâà ìíîæåñòâ. Äëÿ ðàñ÷åòà ðàçìåðíîñòèñàìîïîäîáíûõ �ðàêòàëîâ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìàñ-øòàáèðîâàíèÿ [7℄: D = ln(
)ln(k) , (6)ãäå k � êîý��èöèåíò ðàñòÿæåíèÿ êîîðäèíàòíîé ñåòêè,íåîáõîäèìîãî äëÿ äîñòèæåíèÿ ñàìîïîäîáèÿ, à 
 �êîý��èöèåíò ïîäîáèÿ íà øêàëå çíà÷åíèé âåëè÷èí.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñâîéñòâî �ðàêòàëüíîñòè ñðå-äû îïðåäåëÿåòñÿ íàëè÷èåì ó íåå âðåìåííîé äèñïåð-ñèè. Ñðåäà ñ÷èòàåòñÿ îáëàäàþùåé íåíóëåâîé âðåìåííîéäèñïåðñèåé, èëè ïàìÿòüþ, åñëè ñîñòîÿíèå êàêèõ-ëèáîñâîéñòâ â íåé çàâèñèò îò ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé ýòèõñâîéñòâ. Â îáùåì ñëó÷àå �îðìóëà ýòîé çàâèñèìîñòèâûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
F(r, t) = 1� tZ0 g(t� t0)f (r, t0)dt0, (7)

ãäå g(t � t0) � �óíêöèÿ ïàìÿòè, � � õàðàêòåðíîåâðåìÿ ïðîöåññà. Îáû÷íî âðåìåííàÿ äèñïåðñèÿ â ñðåäåíå ó÷èòûâàåòñÿ, òîãäà �óíêöèÿ ïàìÿòè g(t� t0) ðàâíàäåëüòà-�óíêöèè Äèðàêà: g(t� t0) = Æ(t� t0), à èñêîìàÿ�óíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå F(r, t) = f (r, t).Â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ñòåïåííîé âèä �óíêöèè ïà-ìÿòè: g(t) = 1�(1��) 1t� , (8)ãäå � 2 (0, 1) � ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ �ðàêòàëüíîéðàçìåðíîñòüþ ñðåäû.Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà, ïðåäñòàâëåííîãî â �îðìóëå (6),áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ðàçìåðíîñòè Õàóñäîð-�à�Áåçèêîâè÷à ñðåä ñ ïàìÿòüþ, çàäàâàåìîé ñòåïåííîé�îðìóëîé (8) ñ ïàðàìåòðîì � :D = (1��). (9)Äàëåå ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ ýëåêòðî-ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäàõ, îáëàäàþùèõ ïàìÿòüþ.3. Àíàëîãè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ñðåäñ ïàìÿòüþÂ ðàáîòå [8℄ èç çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè òîêà, ó÷èòû-âàþùåé ïàìÿòü ñðåäû, áûëè ïîëó÷åíû àíàëîãè óðàâíå-íèé Ìàêñâåëëà äëÿ ñðåä, îáëàäàþùèõ ïàìÿòüþ.Âðåìåííàÿ äèñïåðñèÿ ñðåäû ó÷èòûâàåòñÿ â ñëåäóþ-ùåé �îðìóëå äëÿ ïëîòíîñòè òîêà:
j(t) = q� tZ0 g(t� t0)n(t0)�dr(t0)dt0 �dt0, (10)ãäå q � çàðÿä ýëåêòðîíà, � � íåêîòîðîå õàðàêòåðíîåâðåìÿ ïðîöåññà, t � áåçðàçìåðíîå (îòíåñåííîå ê � )âðåìÿ, n(t) � êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ, r(t0) � âåêòîðïåðåìåùåíèÿ, g(t) � �óíêöèÿ ïàìÿòè âèäà (8).Åñëè êîíöåíòðàöèÿ íîñèòåëåé çàðÿäà n(t) íå çà-âèñèò îò âðåìåíè, òî ý��åêòèâíàÿ ñêîðîñòü çàðÿäîâìîæåò áûòü çàïèñàíà ÷åðåç äðîáíûå ïðîèçâîäíûå (1)è (2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:v(t)� j(t)n � q = 1�n(t)D��10t �ndr(t0)dt0 �= 1� ��0tr(t0). (11)Èç �îðìóëû (11) ñëåäóåò, ÷òîr(t) = �D��0t v(t) + 
onst . (12)Ïðè ïîìîùè âûðàæåíèÿ (11) â ðàáîòå áûëè [8℄ áûëèïîëó÷åíû àíàëîãè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, âåðíûå äëÿñðåä, îïèñûâàåìûõ �îðìóëîé (10):8>>>>>><>>>>>>:

rotE =�1� ��0tB,rotH = j+ 1� ��0tD,divB= 0,divD= �.
(13)

Àíàëîã óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè, ñâÿçûâàþùèéïëîòíîñòü çàðÿäà � è ïëîòíîñòü òîêà j , âûãëÿäèòñëåäóþùèì îáðàçîì:1� ��0t�+div j = 0. (14)8 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 5



16 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 5Êàê è â óðàâíåíèÿõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè,âåëè÷èíû E , D , H è B óäîâëåòâîðÿþò ìàòåðèàëüíûìóðàâíåíèÿì (D= ""0E,B= ��0H, (15)ãäå "(r) , �(r) � îòíîñèòåëüíûå ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàã-íèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè, â îáùåì ñëó÷àå � �óíêöèèêîîðäèíàò è âðåìåíè, "0 � ýëåêòðè÷åñêàÿ, à �0 �ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âàêóóìà.Äëÿ äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ââåäåì ñêàëÿð-íûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû:8<:rotA=B,�grad�= E+ 1� ��0tA. (16)Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãîïîòåíöèàëîâ, ïîëó÷åííàÿ èç ñèñòåìû (13), â îáùåìñëó÷àå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
""0 div�grad�+ 1� ��0tA�++ "0 �grad ", grad�+1� ��0tA�=��,1��0 �rot rotA� �grad�� , rotA��== j� "0� ��0t �"� ��0tA+ "grad�� .

(17)
Â ðàáîòå [8℄ îòíîñèòåëüíûå ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàã-íèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòè ïðåäïîëàãàëèñü íåçàâèñèìûìèîò êîîðäèíàò è âðåìåíè. Òîãäà ñ èñïîëüçîâàíèåì êà-ëèáðîâêè divA+ ""0��0� ��0t�= 0 ñèñòåìà óðàâíåíèé (17)äëÿ âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ïðåîáðàçóåòñÿê ñëåäóþùåìó âèäó:8><>:4A� "�(
�)2 �2�0t A=���0j,4�� "�(
�)2 �2�0t �=� �""0 , (18)

ãäå 
 = 1p"0�0 � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå.Äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëÿâ ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèå (18) èìååò àíà-ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå âèäàu(x, t) = u0eikxE2�(�!2t2�), (19)ãäå ! = 
k�p"� , k � êîìïîíåíòà âîëíîâîãî âåêòîðà â íà-ïðàâëåíèè x , à E2�(�!2t2�) � �óíêöèÿ Ìèòòàã�Ëå�-�ëåðà, çàäàííàÿ �îðìóëîéE�(x) = 1Xn=0 xn�(n�+1). (20)Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (17) àíàëèòè-÷åñêè íåðàçðåøèìà è òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ÷èñëåííûõìåòîäîâ.4. ×èñëåííîå ðåøåíèå äè��óçèîííî-âîëíîâîãîóðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà äëÿ ñðåä ñ ïàìÿòüþÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòå-ìû (17) âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíî-ñòåé. Ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî è âòîðîãî

ïîðÿäêîâ çàìåíåíû öåíòðàëüíûìè êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿ-ìè. Äðîáíûå ïðîèçâîäíûå Êàïóòî ïðè ïîìîùè ñîîòíî-øåíèÿ (3) âûðàæåíû ÷åðåç äðîáíûå ïðîèçâîäíûå �è-ìàíà�Ëèóâèëëÿ, ïðèáëèæåííûå êîíå÷íûì ñòåïåííûìðÿäîì ñîîòíîøåíèÿìè (4)�(5).Ïîèñê ðåøåíèÿ âåäåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè.Çàäàíû çíà÷åíèÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëîâíà ãðàíèöå è â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêæåçàäàí âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå. Èçóðàâíåíèÿ (14) è èçâåñòíîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè çàðÿäàìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà â ëþáîéòî÷êå ïðîñòðàíñòâà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.5. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿäëÿ äè��óçèîííî-âîëíîâîãî óðàâíåíèÿäðîáíîãî ïîðÿäêàÏðîãðàììà, íàïèñàííàÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-íåíèé (17), áûëà ïðîòåñòèðîâàíà íà çàäà÷å ðàñ÷å-òà ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé â îäíîìåðíîì ñâîáîäíîìïðîñòðàíñòâå ïðè îòñóòñòâèè çàðÿäîâ è òîêîâ, ñ ïî-ñòîÿííûìè çíà÷åíèÿìè äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîéïðîíèöàåìîñòåé "(r, t) = " è �(r, t) = � . Ýòà çàäà÷àèìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (19), â ñîîòâåòñòâèèñ íèì áûë çàäàí ìàññèâ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõçíà÷åíèé äëÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà. Â êà÷åñòâå êðè-òåðèÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû ïðîãðàììû ðàññìàòðèâàëîñüîòêëîíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà îñíîâåýòîãî ìàññèâà íà÷àëüíûõ äàííûõ, îò àíàëèòè÷åñêîãîðåøåíèÿ (19). �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ çàâèñèìîñòèñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà � îò êîîðäèíàòû x è âðåìåíè táûëè ïîëó÷åíû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà � .Êàê è àíàëèòè÷åñêîå, ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàâèñèòîò êîîðäèíàòû x ïî ñèíóñîèäàëüíîìó çàêîíó. Õàðàê-òåð âðåìåííîé çàâèñèìîñòè, îïèñûâàþùåéñÿ �óíêöèåéÌèòòàã�Ëå��ëåðà (20), ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò çíà÷å-íèÿ ïàðàìåòðà � (ðèñ. 1).

�èñ. 1. Ñðåç ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè ïðè ðàçëè÷íûõ �Ïðè � 6 1/2 �óíêöèÿ Ìèòòàã�Ëå��ëåðà ÿâëÿåòñÿ�óíêöèåé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà (ðèñ. 2). Îíà ìîíî-
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�èñ. 2. Âèä ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà â ñâîáîäíîì ïðî-ñòðàíñòâå ïðè �= 0.47; " è � ïîñòîÿííû

�èñ. 3. Âèä ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà â ñâîáîäíîì ïðî-ñòðàíñòâå ïðè �= 0.9; " è � ïîñòîÿííûòîííî óáûâàåò ïðè óâåëè÷åíèè àðãóìåíòà. Àíàëîãè÷íîåïîâåäåíèå äåìîíñòðèðóåò è çàâèñèìîñòü ÷èñëåííîãî ðå-øåíèÿ ñèñòåìû (17) îò âðåìåíè. Âèäíî, ÷òî ïðè �6 1/2ïîëó÷åííîå ðåøåíèå � ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Ñêîðîñòüóáûâàíèÿ âåëè÷èíû �(x, t) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå xèç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ çàâèñèò îò ïàðàìåòðà � . ×åììåíüøå çíà÷åíèå � , òåì ìåäëåííåå � óáûâàåò ñî âðå-ìåíåì. Â âûðîæäåííîì ñëó÷àå �= 0 çíà÷åíèå �óíê-öèè �(x, t) íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ñ óâåëè÷åíèåì �âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü ñòàíîâèòñÿ âñå ñèëüíåå. Ïðè
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