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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âñå áîëåå øèðîêîå ïðèìåíåíèåíàõîäÿò âîëíîâîäíûå ñèñòåìû ñî ñëîæíûì, â òîì ÷èñëåêèðàëüíûì, áèèçîòðîïíûì èëè �ðàêòàëüíûì çàïîëíå-íèåì [1, 2℄. Âñå ÷àùå ïðè îïèñàíèè ñâîéñòâ çàïîëíåíèÿóïîòðåáëÿþò " è � , çàâèñÿùèå îò ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ òåì èëè èíûì îáðàçîì. Âíîñèìàÿ òàêèì îáðà-çîì â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèòê âåñüìà èíòåðåñíûì íîâûì íåëèíåéíûì çàäà÷àì ìà-òåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ê èõ ÷èñëó ìîæíî îòíåñòè çà-äà÷ó î íåëèíåéíîì ñëîå, ðàñïîëîæåííîì ìåæäó äâóìÿëèíåéíûìè ïîëóáåñêîíå÷íûìè ñðåäàìè [3℄. Îáðàùàÿñüê çàäà÷àì äè�ðàêöèè íà íåëèíåéíîé âñòàâêå, ñëåäóåòâñïîìíèòü, ÷òî íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåëèíåé-íîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé�2v�t2 =�v� jvj�vñ óñëîâèÿìè Äèðèõëå íà ãðàíèöå îáëàñòè õîðîøî èçó-÷åíà [4℄, ïîýòîìó îñíîâíóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò íåñòîëüêî ñàìà íåëèíåéíîñòü çàïîëíåíèÿ, ñêîëüêî ó÷åòïàðöèàëüíûõ óñëîâèé èçëó÷åíèÿ, óïîòðåáëåíèå êîòî-ðûõ ñèëüíî çàòðóäíåíî íåâîçìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè.�àññìîòðèì ïëîñêèé ìåòàëëè÷åñêèé âîëíîâîäñ íåëèíåéíîé âñòàâêîé, ðàñïîëîæåííîé íà îòðåçêå [0, 1℄îñè x . Ïîëå u â âîëíîâîäå îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåéçàäà÷åé äëÿ óðàâíåíèÿ �åëüìãîëüöà [5℄:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

�u+ �qu= 0,�Z0 �u�x + (1)n u����x=1 n(y)dy= eAn, n= 1, 2, . . . ,�Z0 �u�x � (2)n u����x=0 n(y)dy= 0, n= 1, 2, . . . ,u(x, 0) = u(x,�) = 0,
(1)

ãäå  n(y) � �óíêöèè ñå÷åíèÿ,  � ïîñòîÿííàÿðàñïðîñòðàíåíèÿ. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé

çäåñü èñïîëüçîâàíû ïàðöèàëüíûå óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ.Â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè âîëíîâîäîâçàïîëíåíèå q ïðåäïîëàãàåòñÿ çàâèñÿùèì îò êîîðäèíàòx, y , íî íå îò ïîëÿ u , ìû æå îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäàçàïîëíåíèå âî âñòàâêå çàâèñèò îò ïîëÿ:q = q0 + q1u+ q2u2.Äëÿ òîãî ÷òîáû óâèäåòü ñïåöè�è÷åñêèå ý��åêòû,âûçâàííûå íåëèíåéíîñòüþ, âïîëíå äîñòàòî÷íî ðåøèòüýòó çàäà÷ó íåïîëíûì ìåòîäîì �àëåðêèíà, îãðàíè÷èâ-øèñü äâóìÿ ìîäàìè. Èòàê, ïóñòü ïðèáëèæåííîu= u1(x) sin y+ u2(x) sin 2yè qi = q(1)i sin y+ q(2)i sin 2y,ãäå q(1)i è q(2)i � íåêîòîðûå ÷èñëà.Óìíîæèâ óðàâíåíèå çàäà÷è (1) íà sin py (p = 1, 2)è ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî y îò 0 äî � , ïîëó÷èì ñèñòåìó èçäâóõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 2-ãîïîðÿäêà âèäà 8>><>>:
d2u1dx2 =� �V�u1 ,d2u2dx2 =� �V�u2 , (2)

ãäå �óíêöèÿ V , àíàëîãè÷íàÿ ïîòåíöèàëó â ìåõàíèêå,ñîäåðæèò ñòåïåíè íå âûøå ÷åòâåðòîé ïî èñêîìûì �óíê-öèÿì u1 è u2 è ëèíåéíà ïî ïàðàìåòðó � :V =V2(u1,u2) + � �V 2(u1,u2) +V3(u1,u2) +V4(u1,u2)� .Òåì ñàìûì çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû â âîë-íîâîäå (ñêàëÿðíàÿ) ñâåäåíà ê ìåõàíè÷åñêîé çàäà÷å îáèíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû äâóõ òåë ñ ãàìèëüòîíèàíîìH(u1,u01,u2,u02) = (u01)2+(u02)2+V (u1,u2) . Ê ñîæàëåíèþ,âûïèñàòü â êîíå÷íîì âèäå îáùåå ðåøåíèå äëÿ òàêîéñèñòåìû óäàåòñÿ ëèøü äëÿ íåáîëüøîãî êëàññà ñèñòåì



50 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 5ñ äâóìÿ è áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ÷òî îáó-ñëîâëåíî íàëè÷èåì ó ñèñòåìû òîé èëè èíîé ñèììåòðèè(ñì. [6℄).Ïðîùå âñåãî âûäåëèòü òå ñëó÷àè, êîãäà ëèíåéíàÿçàìåíà ïåðåìåííûõ ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïåðåìåííûåâ ãàìèëüòîíèàíå. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 1. Ëèíåéíîé çàìåíîé(u1 = aP + bQ,u2 = P + dQ,ãàìèëüòîíèàí H ñèñòåìû (2) ìîæíî ïðèâåñòèê âèäó H = H1(P0,P) +H2(Q0,Q)òîãäà, êîãäà q(1)1 = q(2)1 = 0 , à êîíñòàíòû q(1)0 , q(2)0 ,q(1)2 è q(2)2 óäîâëåòâîðÿþò äâóì àëãåáðàè÷åñêèì óðàâ-íåíèÿì. Ïðè ýòîì ñàìî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèåîáÿçàòåëüíî èìååò âèä(u1 =mP + kQ (km=�1),u2 = P +Q,à ãàìèëüòîíèàí ïðèâîäèòñÿ ê âèäóH = 12T(m)P02 + F4(m)P4 + F2(m)P2 ++ 12T(k)Q02 + F4(k)Q4 + F2(k)Q2.Çàìå÷àíèå. Àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, êîòîðûìäîëæíû áûòü ïîä÷èíåíû êîíñòàíòû q(1)0 , q(2)0 , q(1)2è q(2)2 , ââèäó èõ ñëîæíîñòè çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. Äëÿäàëüíåéøåãî ñóùåñòâåííî ëèøü òî, ÷òî èç ýòèõ ÷åòû-ðåõ êîíñòàíò äâå ìîæíî áðàòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëü-íûìè, à äâå äðóãèå òîãäà ìîæíî íàéòè, ðåøèâ ñèñòåìóèç äâóõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.Â íîâûõ ïåðåìåííûõ îáùåå ðåøåíèå ðàññìàòðèâà-åìîé ñèñòåìû ìîæíî âûðàçèòü â êâàäðàòóðàõ. Äëÿ PèìååìZ dPr2.T (m)�EP � F4(m)P4 � F2(m)P2� = x+ xP0 ,
ãäå EP è xP � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêóïîä êîðíåì ñòîèò ïîëèíîì 4-é ñòåïåíè, P ìîæíîâûðàçèòü ÷åðåç x ïðè ïîìîùè ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèéßêîáè: P = AP sn �!P�x+ xP0 �,{P� .Çäåñü çà ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû ìîæíî ïðèíÿòü xP0è {P , è òîãäà AP , !P âûðàæàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêè÷åðåç {P . Àíàëîãè÷íîQ =AQ sn�!Q�x+ xQ0 �,{Q� .Äëÿ îòûñêàíèÿ ÷åòûðåõ êîíñòàíò xP0 , xQ0 , {P è {Qèìååòñÿ ÷åòûðå óðàâíåíèÿ, âûðàæàþùèå óñëîâèÿ èçëó-÷åíèÿ (ñì. (1)):�u1�x + (1)1 u1����x=1 = eA1, �u1�x � (2)1 u1����x=0 = 0, (3)�u2�x + (1)2 u2����x=1 = eA2, �u2�x � (2)2 u2����x=0 = 0. (4)

Ïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî (1)1 = (2)1 = 1 è(1)2 = (2)2 = 2 . Âìåñòî u1,2 ïîäñòàâèì èõ âûðàæåíèÿ÷åðåç P è Q . Óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ ïðè x = 0 ìîæíîïåðåïèñàòü â âèäåP0 � PP �CQQ��x=0 = 0, Q0 � QQ �CPP��x=0 = 0, (5)ãäå CP , CQ , P è Q � ïîñòîÿííûå.Ïîäáåðåì {P è {Q òàê, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíûñîîòíîøåíèÿ (5). Äëÿ ýòîãî âûðàçèì ïðîèçâîäíóþ P0èç äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè snè ïðèðàâíÿåì åå ïðîèçâîäíîé, âûðàæåííîé èç (5) (àíà-ëîãè÷íî äëÿ Q0 ). Òîãäà {P è {Q äîëæíû óäîâëåòâîðÿòüñîîòíîøåíèÿì�P�1+{2P�2 + �1+{2P�� 1 = 0,�Q�1+{2Q�2 + �1+{2Q�� 1 = 0. (6)Çäåñü �P è �Q àëãåáðàè÷åñêè âûðàæàþòñÿ ÷åðåçP0 def= P(0), Q0 def= Q(0). Ïðèìåíèì ê �óíêöèè sn àëãåá-ðàè÷åñêóþ òåîðåìó ñëîæåíèÿP(x) =AP sn �!P�x+ xP0 �,{P�==AP sn!Px sn0 !PxP0 + sn0 !Px sn!PxP01�{2P sn2 !PxP0 sn2 !Pxè ó÷òåì ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (6):P(x) = 1!P (PP0 +CQQ0) sn!Px+P0 sn0 !Px1�{2P(P0/AP)2 sn2 !Px .Ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óñëîâèåèçëó÷åíèÿ äëÿ �óíêöèè P ïðè x = 0 (êàê è àíàëîãè÷-íîå óñëîâèå äëÿ �óíêöèè Q ) âûïîëíåíî òîæäåñòâåííî.Ïîëàãàÿ P(x = 1) è Q(x = 1) �óíêöèÿìè P0 è Q0 ,çàïèøåì óñëîâèÿ èçëó÷åíèÿ ïðè x = 1 äëÿ P è Qâ âèäå m�P0 + 1P�+ k�Q0 + 1Q���x=1 =A1, (7)P0 + 2P +Q0 + 2Q��x=1 =A2. (8)Èç ýòèõ óðàâíåíèé ìû ìîæåì íàéòè P0 è Q0 ïðèçàäàííûõ A1 è A2 . Î÷åâèäíî, ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿòðàíñöåíäåíòíûìè.Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà 2 (ñóùåñòâîâàíèÿ). Ïóñòü âûïîëíåíûóñëîâèÿ òåîðåìû 1 . Òîãäà çàäà÷à (1) èìååò ðåøåíèå,åñëè ðàçðåøèìà ñèñòåìà (7), (8).Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òîçàäà÷à äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî P(x) è Q(x) ñ êðàåâûìè óñëî-âèÿìè (3), (4) ñâåäåíà ê íà÷àëüíîé çàäà÷å ñ óñëîâèÿìèP(0) = P0 , Q(0) =Q0 .�àññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå ïðèìåðû. Çàäà-äèì � = 10, q(2)2 = 3i è q(1)0 = 3.1. Â ñîîòâåò-ñòâèè ñ òåîðåìîé 1 íàéäåì q(2)0 = 0.1721 + 0.8996i ,q(1)2 = 2.1135 � 3.9574i. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâå-äåì ãðà�èêè q0(y) = q(1)0 sin y + q(2)0 sin 2y è q2(y) == q(1)2 sin y + q(2)2 sin 2y (ðèñ. 1). Äàëåå âû÷èñëèìk=�0.7262� 0.4928i , m=�1/k= 0.9429� 0.6399i.Äëÿ íîðìàëüíûõ ìîä ïîñòîÿííûå ðàñïðîñòðàíåíèÿèìåþò âèä p = ip�� �p . Ïîýòîìó â äàííîì ïðèìåðåñëåäóåò âçÿòü 1 = 3i , 2 = ip6.
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�èñ. 1. Êîý��èöèåíò ïðè ëèíåéíîé ÷àñòè çàïîëíåíèÿ(q0(y) , y 2 [0,�℄) (à) è êîý��èöèåíò êâàäðàòè÷íîé÷àñòè çàïîëíåíèÿ (q2(y) , y 2 [0,�℄) (á)

�èñ. 2. �ðà�èêè ðåøåíèÿ äëÿ ïåðâîé ìîäû P(x) ,x 2 [0, 1℄ (à), äëÿ âòîðîé ìîäû Q(x) , x 2 [0, 1℄ (á)ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿP0 = 0.2, Q0 = 0.3Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì äàíû P0 è Q0 , ïîñòðîèìïî íèì ðåøåíèÿ è âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ A1 è A2 .Ïóñòü P0 = 0.2, Q0 = 0.3. Òîãäà A1 = 6.7040� 6.7788i ,A2 = �0.9789 + 10.4511i . Ïîñòðîèì ãðà�èêè P(x)è Q(x) ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ P0 è Q0 (ðèñ. 2).Âîçüìåì íåêîòîðîå Q0 , íàïðèìåð ðàâíîå 0.1, è ïî-ñòðîèì ãðà�èê ðåàëüíîé ÷àñòè A1(P0,Q0) ïðè äàí-íîì Q0 â ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíàõ P0 (ðèñ. 3).Îñíîâûâàÿñü íà ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòàõ,ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.1. Ïî ãðà�èêàì P(x) è Q(x) (ðèñ. 2) ìû âèäèì, ÷òî
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