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Òåîðåòèêî-âîçìîæíîñòíàÿ ìîäåëü â çàäà÷àõ ìîð�îëîãè÷åñêîãîàíàëèçà èçîáðàæåíèéÀ.Â. ÇóáþêÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, �èçè÷åñêèé �àêóëüòåò,êà�åäðà êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ �èçèêè. �îññèÿ, 119991, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ä. 1, ñòð. 2.E-mail: zubjuk�physis.msu.ruÑòàòüÿ ïîñòóïèëà 27.06.2012, ïîäïèñàíà â ïå÷àòü 31.07.2012.�àññìîòðåíû òåîðåòèêî-âîçìîæíîñòíûå ìîäåëè â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäàõ ìîð�îëîãè÷åñêîãîàíàëèçà èçîáðàæåíèé, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è êëàññè�èêàöèè èçîáðàæåíèé ñöåíâ òåîðåòèêî-âîçìîæíîñòíîé ïîñòàíîâêå, êîòîðîå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ àíàëèçà �îðìûàêóñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ â ãåî�èçèêå [1℄, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èíòåðïðåòàöèè ñïóòíèêîâûõ èçîáðà-æåíèé [2℄ è äð. �àçðàáîòàíû ìåòîäû ýìïèðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ íå÷åòêîé �îðìû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîð�îëîãè÷åñêèé àíàëèç èçîáðàæåíèé, íå÷åòêàÿ ìîð�îëîãèÿ, òåîðèÿ âîçìîæíîñòåé,÷èñëåííûå àëãîðèòìû.ÓÄÊ: 519.226. PACS: 02.50.Le, 02.50.Tt.

ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ìàòåìàòè÷åñêèåìåòîäû è àëãîðèòì êëàññè�èêàöèè èçîáðàæåíèé ñöåí,îñíîâàííûå íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäàõ ìîð�îëîãè÷å-ñêîãî àíàëèçà èçîáðàæåíèé [3℄ è ìåòîäàõ íå÷åòêîéìîð�îëîãèè [4℄. Êðîìå òîãî, ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìûýìïèðè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ òàêîé íå÷åòêîé ìîäåëè,èñïîëüçîâàíèå êîòîðîé ïîçâîëÿåò íàèëó÷øèì îáðàçîìêëàññè�èöèðîâàòü èçîáðàæåíèÿ ñöåí, â îòëè÷èå îò àë-ãîðèòìîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â [6℄, ïîçâîëÿþùèõ íàèáîëååòî÷íî âîññòàíàâëèâàòü ñàìó íå÷åòêóþ ìîäåëü.Ìåòîäû ìîð�îëîãè÷åñêîãî àíàëèçà èçîáðàæåíèéðàçðàáîòàíû äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, êàê ïîèñêèçâåñòíîãî îáúåêòà íà íåèçâåñòíîì �îíå, âûäåëåíèåíåèçâåñòíîãî îáúåêòà íà èçâåñòíîì �îíå, êëàññè�èêà-öèÿ èçîáðàæåíèé ñöåí è ò. ï. Òðóäíîñòè ïðè ðåøåíèèïîäîáíûõ çàäà÷ ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî âñÿêîå èçîáðàæåíèåñöåíû ñîäåðæèò èí�îðìàöèþ íå òîëüêî î ðåãèñòðèðó-åìîé ñöåíå, íî òàêæå è îá óñëîâèÿõ ðåãèñòðàöèè, ïðèêîòîðûõ îíî ïîëó÷åíî, êîòîðûå, êàê ïðàâèëî, íåèçâåñò-íû. Òàêèìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, õàðàêòåðîñâåùåíèÿ îáúåêòîâ ñöåíû, èõ îïòè÷åñêèå ñâîéñòâàè ò. ï. Â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìîð�îëîãè-÷åñêîãî àíàëèçà èçîáðàæåíèé ëåæèò ïîíÿòèå �îðìûèçîáðàæåíèÿ (ñì. ï. 2 íàñòîÿùåé ñòàòüè) êàê ìàêñè-ìàëüíîãî èíâàðèàíòà îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ óñëîâèéðåãèñòðàöèè. Ôîðìà èçîáðàæåíèÿ ñöåíû íåñåò íàèáîëååïîëíóþ èí�îðìàöèþ î �îðìå ñöåíû, äîñòóïíóþ ïî ååèçîáðàæåíèþ.Îäíàêî ìåòîäû ìîð�îëîãè÷åñêîãî àíàëèçà èçîáðà-æåíèé íåïðèãîäíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà ñöåí,ñîñòîÿùèõ èç îáúåêòîâ, �îðìà èçîáðàæåíèÿ êîòîðûõíå ìîæåò áûòü ÷åòêî îïðåäåëåíà â ñèëó òîãî, ÷òî ñàìèýòè îáúåêòû íå èìåþò îïðåäåëåííîé ãåîìåòðè÷åñêîé�îðìû [5℄. Ïðèìåðàìè òàêèõ îáúåêòîâ ìîãóò ñëóæèòüðóêîïèñíàÿ öè�ðà, òàê êàê ïðè åå íàïèñàíèè ïðîèñ-õîäÿò ñëó÷àéíûå èñêàæåíèÿ ïðîïîðöèé åå ýëåìåíòîâ,÷åëîâåê (âîîáùå, à íå êàêîé-ëèáî êîíêðåòíûé), òàêêàê ãåîìåòðè÷åñêèå �îðìû ðàçíûõ ëþäåé ðàçëè÷íû,è äð. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì âñÿêîå èçîáðàæåíèå ñöåíû,

íà êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû òàêèå îáúåêòû, ñîäåðæèòèí�îðìàöèþ îá óñëîâèÿõ ðåãèñòðàöèè, ïðè êîòîðûõ îíîïîëó÷åíî.Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû íå÷åòêîé ìîð�îëîãèè, î êî-òîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â íàñòîÿùåé ðàáîòå, îðèåíòèðîâàíûíà ðåøåíèå çàäà÷ àíàëèçà ñöåí ïî èõ èçîáðàæåíèÿìâ ñèòóàöèÿõ, êîãäà �îðìà èçîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëåííûõíà ñöåíå îáúåêòîâ íå ìîæåò áûòü ÷åòêî îïðåäåëåíà.Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óñëîâèÿ ðåãèñòðàöèè, ïðèêîòîðûõ ïîëó÷åíî èçîáðàæåíèå ñöåíû, íåèçâåñòíû.1. Âîçìîæíîñòü êàê ìåðà îòíîñèòåëüíîéïðåäîïðåäåëåííîñòè èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãîýêñïåðèìåíòàÂ ðàáîòå [6℄ òåîðèÿ âîçìîæíîñòåé è ìåðà âîçìîæ-íîñòè ðàññìîòðåíû êàê àëüòåðíàòèâà òåîðèè âåðîÿò-íîñòåé è âåðîÿòíîñòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåÿñíîñòèè íåîïðåäåëåííîñòè, îòðàæàþùèõ íåïîëíîòó çíàíèéèññëåäîâàòåëÿ îá îáúåêòå èññëåäîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,òåîðèÿ âîçìîæíîñòåé ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ ìî-äåëèðîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî îáúåêòà, ò. å. òàêîãî îáú-åêòà, ìîäåëüþ êîòîðîãî â êàæäîì èñïûòàíèè ÿâëÿåòñÿíåêîòîðîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî.Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èP(Y) � �-àëãåáðà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y .Îïðåäåëåíèå 1 (ñì. [6℄). Âîçìîæíîñòüþ, îïðå-äåëåííîé íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Y, P(Y)) ,áóäåì íàçûâàòü âñÿêóþ �óíêöèþ P(�) : P(Y) !! [0, 1℄ , îáëàäàþùóþ ñâîéñòâàìè ñ÷åòíîé àääèòèâ-íîñòè: P�1Si=1Ai� = supi=1,2,... P(Ai) , ïîëóíåïðåðûâíî-ñòè ñíèçó: P� 1Sn=1 Ti>nAi� 6 lim infi!1 P(Ai) , Ai 2 P(Y) ,i = 1, 2, . . . , è íîðìèðîâàííóþ íà 1: P(Y) = 1.Òðîéêó (Y,P(Y),P) áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîìñ âîçìîæíîñòüþ. Ýêñïåðèìåíò, ìîäåëüþ êîòîðîãî ÿâ-ëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ âîçìîæíîñòüþ, áóäåì íàçûâàòüíå÷åòêèì.Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü, â îòëè÷èå îò âåðîÿò-íîñòè, âñåãäà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà íà �-àëãåáðå



48 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 6âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.Àääèòèâíîñòü â îïðåäåëåíèè 1 ïîíèìàåòñÿ îòíîñèòåëü-íî îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, îïðåäåëåííîé êàê ¾max¿ (èëè¾sup¿ â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ñëàãàåìûõ).�àññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêèé îáúåêò, ìîäåëüþ êîòî-ðîãî ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Y,A,Pr) ,è îïðåäåëèì åãî òåîðåòèêî-âîçìîæíîñòíóþ ìîäåëü.Ñ÷èòàÿ, ÷òî âîçìîæíîñòü P(A) ñîáûòèÿ A2 P(Y) îïðå-äåëÿåò îòíîñèòåëüíûå øàíñû ñîáûòèÿ A â íå÷åòêîìýêñïåðèìåíòå, ðàçóìíî çàäàòü âîçìîæíîñòíóþ ìîäåëü(Y,P(Y),P) ðàññìàòðèâàåìîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî îáúåêòàòàê, ÷òîáû èç ñîîòíîøåíèÿ Pr(A1) 6 Pr(A2) ñëåäîâàëîP(A1) 6 P(A2) , A1, A2 2 A . Â ñâÿçè ñ ýòèì äàäèìñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 2 (ñì. [6℄). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âîç-ìîæíîñòü P ñîãëàñîâàíà ñ âåðîÿòíîñòüþ Pr íà �-àë-ãåáðå eA� A , åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ '(�) 2� ,÷òî P(A) = '(Pr(A)) , A 2 eA . Çäåñü � � êëàññ âñåõìîíîòîííî íåóáûâàþùèõ �óíêöèé '(�) : [0, 1℄! [0, 1℄ .Âîçìîæíîñòü P â ýòîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü ñòîõà-ñòè÷åñêè èçìåðèìîé.Îïðåäåëåíèå 3 (ñì. [6℄). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âîç-ìîæíîñòü P ìàêñèìàëüíî ñîãëàñîâàíà ñ âåðîÿòíîñòüþPr íà �-àëãåáðå eA � A , åñëè îíà ñîãëàñîâàíà ñ Príà eA è äëÿ ëþáîé âîçìîæíîñòè P0 , ñîãëàñîâàííîéñ Pr íà eA , íàéäåòñÿ òàêàÿ �óíêöèÿ '0(�) 2 � , ÷òîP0(A) = '0(P(A)) , A2 eA .Åñëè �-àëãåáðà eA â îïðåäåëåíèè 2 (îïðåäåëåíèè 3)ñîâïàäàåò ñ A , áóäåì íàçûâàòü âîçìîæíîñòü P (ìàêñè-ìàëüíî) ñîãëàñîâàííîé ñ âåðîÿòíîñòüþ Pr .Èòàê, äëÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî îáúåêòà, ìîäåëüþ êîòî-ðîãî ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Y,A,Pr) ,âîçìîæíîñòíóþ ìîäåëü îïðåäåëèì êàê ïðîñòðàíñòâîñ âîçìîæíîñòüþ (Y,P(Y),P) , ãäå P ìàêñèìàëüíî ñî-ãëàñîâàíà ñ Pr (âîîáùå ãîâîðÿ, íà íåêîòîðîé �-àëãåáðåeA� A).Â ðàáîòå [6℄ ïîêàçàíî, ÷òî êëàññ âåðîÿòíîñòåéPr eA(P) , ñ êîòîðûìè ìàêñèìàëüíî ñîãëàñîâàíà âîçìîæ-íîñòü P íà �-àëãåáðå eA , âîîáùå ãîâîðÿ, ñîñòîèò íåèç åäèíñòâåííîé âåðîÿòíîñòè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó �àêòóòåîðåòèêî-âîçìîæíîñòíûìè ìåòîäàìè ìîæåò áûòü ñìî-äåëèðîâàí ðÿä ñòîõàñòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êîòîðûå íåìîãóò áûòü ñìîäåëèðîâàíû òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûìèìåòîäàìè.Äåéñòâèòåëüíî, âåðîÿòíîñòü Pr â ìîäåëè (Y,A,Pr)çà÷àñòóþ íåèçâåñòíà àïðèîðè, â ñâÿçè ñ ÷åì äëÿ ìîäå-ëèðîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî îáúåêòà òåîðåòèêî-âåðîÿò-íîñòíûìè ìåòîäàìè íåîáõîäèìî ïðåæäå âñåãî ïîñòðî-èòü âåðîÿòíîñòü Pr ýìïèðè÷åñêè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòüïðèáëèæåííî, îïèðàÿñü íà òîò ìàòåìàòè÷åñêèé �àêò,÷òî ÷àñòîòà �(L)(A) âñÿêîãî ñîáûòèÿ A 2 A â ñåðèèèç L íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, ìîäåëüþ êîòîðîé ÿâ-ëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Y,A,Pr)L , ïî÷òèíàâåðíîå ñõîäèòñÿ ê âåðîÿòíîñòè Pr(A) ïðè L!1 .Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [6℄ è íèæåâ íàñòîÿùåé ñòàòüå, ïðè âûïîëíåíèè äîñòàòî÷íî îáùèõóñëîâèé ýìïèðè÷åñêè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà è âîçìîæ-íîñòü P , ìàêñèìàëüíî ñîãëàñîâàííàÿ ñ Pr íà eA , ïðè-

÷¼ì òî÷íî íà îñíîâå ïî÷òè íàâåðíîå êîíå÷íîãî ÷èñëàèñïûòàíèé. Ïðè ýòîì åñëè P(A1) > P(A2) , òî ïðè äî-ñòàòî÷íî áîëüøîì L ïî÷òè íàâåðíîå �(L)(A1) > �(L)(A2)äëÿ ëþáûõ A1, A2 2 eA , ÷òî è îïðåäåëÿåò ýìïèðè÷åñêîåèñòîëêîâàíèå âîçìîæíîñòè êàê ìåðû îòíîñèòåëüíîéïðåäîïðåäåëåííîñòè èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-ìåíòà: ÷åì áîëüøå âîçìîæíîñòü ñîáûòèÿ, òåì ÷àùå îíîïðîèñõîäèò.Îäíàêî â äåéñòâèòåëüíîñòè òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñò-íàÿ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî îáúåêòà ìîæåò ýâîëþöè-îíèðîâàòü â òå÷åíèå ñåðèè èñïûòàíèé, ò. å. ìîäåëüþñòîõàñòè÷åñêîãî îáúåêòà â l -ì èñïûòàíèè ÿâëÿåòñÿâåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Y,A,Prl) , l = 1, 2, . . . ,è ïðè ýòîì, âîîáùå ãîâîðÿ, Prl1 6= Prl2 ïðè l1 6= l2 . Òåî-ðåòèêî-âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü òàêîãî ñòîõàñòè÷åñêîãîîáúåêòà íå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ýìïèðè÷åñêè, òàê êàê÷àñòîòà �(L)(A) ñîáûòèÿ A2 A ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîìL ïî÷òè íàâåðíîå ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê âåëè÷èíå(1/L) LPl=1Prl(A) , êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü ìîæåò ñêîëüóãîäíî ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ êàê îò êàæäîé èç âåëè÷èíPrl(A) , l = L+ 1, L+ 2, . . . , òàê è îò (1ÆN�)Pl2�Prl(A)äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî �� fL+ 1, L+ 2, . . .g , ãäå N� �êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå � .Åñëè æå äëÿ íåêîòîðîé âîçìîæíîñòè P âñå âåðîÿò-íîñòè Prl , l = 1, 2, . . . , ñîäåðæàòñÿ â êëàññå Pr eA(P) , òîïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ âîçìîæíîñòü P ìîæåòáûòü ïîñòðîåíà ýìïèðè÷åñêè íà îñíîâå ïî÷òè íàâåðíîåêîíå÷íîãî ÷èñëà èñïûòàíèé. Ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ òàæå ýìïèðè÷åñêàÿ òðàêòîâêà âîçìîæíîñòè, ÷òî è â ñëó-÷àå Pr1 = Pr2 = . . . , à èìåííî: ÷åì áîëüøå âîçìîæíîñòüñîáûòèÿ, òåì ÷àùå îíî ïðîèñõîäèò.2. Íå÷åòêàÿ �îðìà èçîáðàæåíèÿÍàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ �îðìû èçîáðàæåíèÿ èíå÷åòêîé �îðìû èçîáðàæåíèÿ, äàííûå â ðàáî-òàõ [3, 4℄.Ïóñòü X = fx1, . . . , xng � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâîêîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, êîòîðîå â äàëüíåéøåì áóäåìíàçûâàòü ïîëåì çðåíèÿ, è R � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâîðàçìåðíîñòè n . Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R îïðåäåëåíè �èêñèðîâàí îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ fe1, . . . , eng .Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÷åðíî-áåëûõ (ïîëóòîíîâûõ)èçîáðàæåíèé áóäåì ñ÷èòàòü ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà R .Êîîðäèíàòû ýëåìåíòà f 2R â áàçèñå fe1, . . . , eng áóäåìèíòåðïðåòèðîâàòü êàê ÿðêîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî èçîá-ðàæåíèÿ â òî÷êàõ x1, . . . , xn ïîëÿ çðåíèÿ X . Ïðîñòðàí-ñòâî R áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì èçîáðàæåíèé.Èçìåíåíèå óñëîâèé ðåãèñòðàöèè ïðè ïîëó÷åíèèèçîáðàæåíèé íåêîòîðîé ñöåíû ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþèçîáðàæåíèé ýòîé ñöåíû. Â ðÿäå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõñëó÷àåâ ìîæíî âûäåëèòü êëàññ G = f : R! Rg ïðå-îáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà èçîáðàæåíèé R , ñîäåðæà-ùèé òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå è ÿâëÿþùèéñÿ ïî-ëóãðóïïîé îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè ïðåîáðàçîâàíèé,êîòîðûé ìîäåëèðóåò âñåâîçìîæíûå èçìåíåíèÿ óñëîâèéðåãèñòðàöèè èçîáðàæåíèé. Äëÿ ëþáîãî èçîáðàæåíèÿ1 Çäåñü è äàëåå çàïèñü âèäà  Æ f îçíà÷àåò ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ  ê èçîáðàæåíèþ f 2R .



Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà 49f 2R èçîáðàæåíèå1  Æ f 2 R ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåìòîé æå ñöåíû, ÷òî è f .Â ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäå-ëåíèå [3℄.Îïðåäåëåíèå 4. Ôîðìîé Vf èçîáðàæåíèÿ f 2 Ráóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî Vf = f Æ f j  2 G g �R .Îáîçíà÷èì V def= fVf j f 2Rg ìíîæåñòâî âñåõ �îðì.Îïðåäåëåíèå 5. Íå÷åòêîé �îðìîé èçîáðàæå-íèÿ áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâî ñ âîçìîæíîñòüþ(V , P(V), P) , ãäå P(V) � �-àëãåáðà âñåõ ïîäìíîæåñòâìíîæåñòâà V è P � çàäàííàÿ íà íåé âîçìîæíîñòü.Ïðîöåññ ðåãèñòðàöèè èçîáðàæåíèÿ, ìîäåëüþ êîòîðî-ãî ÿâëÿåòñÿ íå÷åòêàÿ �îðìà (V ,P(V ),P) , îïèñûâàåòñÿñõåìîé (V ,P(V ),P) 1�!V 2 V 2�! f 2V ,ñîñòîÿùåé èç äâóõ ýòàïîâ. Íà 1-ì ýòàïå â ðåçóëüòà-òå íå÷åòêîãî ýêñïåðèìåíòà, ìîäåëüþ êîòîðîãî ÿâëÿåò-ñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ âîçìîæíîñòüþ (V ,P(V ),P) , èç Vâûáèðàåòñÿ �îðìà V . Òàêîé ýêñïåðèìåíò ìîäåëèðóåòíå÷åòêóþ ïðèðîäó îáúåêòîâ ñöåíû. Íà 2-ì ýòàïå èç�îðìû V , ïîëó÷åííîé íà 1-ì ýòàïå, ïðîèçâîëüíûìîáðàçîì âûáèðàåòñÿ ïðåäúÿâëÿåìîå èçîáðàæåíèå f 2R .Ïðîèçâîëüíîñòü òàêîãî âûáîðà ìîäåëèðóåò àïðèîðíóþíåèçâåñòíîñòü óñëîâèé ðåãèñòðàöèè, ïðè êîòîðûõ ïîëó-÷åíî èçîáðàæåíèå f .3. Êëàññè�èêàöèÿ èçîáðàæåíèé â íå÷åòêîéìîð�îëîãèèÏóñòü P(V), P(R) è P(V �R) � �-àëãåáðû âñåõïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâ V , R è V �R ñîîòâåòñòâåííî.Ïóñòü íà P(V �R)�D çàäàíà ïåðåõîäíàÿ âîçìîæíîñòüP�(� j �) , ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé [6℄ îáîçíà÷èì p�(�, � j �) :V�R�D ! [0, 1℄ , ãäå D = f1, . . . ,Ng . Ïîòðåáóåì, ÷òîáûâîçìîæíîñòü P�(�) : P(R)! [0, 1℄ , îïðåäåëåííàÿ êàêP�(B) = P�(V �B j i), B 2 P(R), i 2 D,íå çàâèñåëà îò i . Îïðåäåëèì íà P(V) âîçìîæíîñòè Pi ,i = 1, . . . ,N , êàêPi(A) = P�(A�R j i), A2 P(V), i = 1, . . . ,N ,çàäàâ òàêèì îáðàçîì N íå÷åòêèõ �îðì (V ,P(V ),Pi) ,i = 1, . . . ,N .Îáîçíà÷èì � ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé �� :V !R , ñòàâÿùèõ â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé �îðìå V 2 Vèçîáðàæåíèå �V 2V . Ïóñòü ïðåäúÿâëÿåìûå èçîáðàæå-íèÿ �îðìèðóþòñÿ ïî ñõåìå�= �V + �, (1)ãäå ïàðà (V, �) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì íå÷åòêèìýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà ñ âîçìîæíîñòüþ �V �R,P(V �R), P�(� j i)� ïðè íåêîòîðûõ (íåèçâåñòíûõ) i 2 D ,�� 2 � . Òðåáóåòñÿ ïî ðåàëèçàöèè g 2R íå÷åòêîãî ýëå-ìåíòà � îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûé íîìåð i .Ñõåìà (1) è ïðîñòðàíñòâî ñ âîçìîæíîñòüþ �V �R,P(V �R), P�(� j i)� ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîäåëü ðå-ãèñòðàöèè èçîáðàæåíèé, èìåþùèõ íå÷åòêóþ �îðìó(V ,P(V ),Pi) , ïîëó÷åííûõ ïðè íåèçâåñòíûõ óñëîâèÿõðåãèñòðàöèè è èñêàæåííûõ íå÷åòêèì àääèòèâíûì øó-ìîì � .

Ïîÿñíèì ñìûñë ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ñõåìå (1).Ïóñòü f 2 R � íåêîòîðîå èçîáðàæåíèå è Sf � íåêî-òîðàÿ ñöåíà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:Ëþáîå èçîáðàæåíèå f 0 2Vfÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì ñöåíû Sf . (2)Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ êàæäî-ãî f 2 R íàéäåòñÿ òàêàÿ ñöåíà Sf , ÷òî âûïîëíèòñÿóñëîâèå (2). Ïðè óñëîâèÿõ ðåãèñòðàöèè C êàæäîéñöåíå Sf áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îïðåäåëåííîå èçîáðà-æåíèå gCf 2Vf , f 2R . Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòüîòîáðàæåíèå ��C 2 � , ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèÿì ðåãè-ñòðàöèè C , êàê �CVf = gCf , f 2R . Òàêèì îáðàçîì, äëÿëþáûõ óñëîâèé ðåãèñòðàöèè C èçîáðàæåíèå �CVf ÿâëÿ-åòñÿ èçîáðàæåíèåì ñöåíû Sf , ïîëó÷åííûì ïðè óñëîâè-ÿõ C . Â ñâÿçè ñ ýòèì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåèçâåñòíîåîòîáðàæåíèå �� 2 � â (1) ìîäåëèðóåò íåèçâåñòíûåóñëîâèÿ ðåãèñòðàöèè è ñëàãàåìîå �V ÿâëÿåòñÿ èçîáðà-æåíèåì, èìåþùèì íå÷åòêóþ �îðìó (V ,P(V ),Pi) .Âòîðîå ñëàãàåìîå â ñõåìå (1) áóäåì èíòåðïðåòèðî-âàòü êàê àääèòèâíûé íå÷åòêèé øóì, èñêàæàþùèé èçîá-ðàæåíèå �V . Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå,êîãäà äëÿ âñÿêîãî i 2 D íå÷åòêèå ýëåìåíòû V è �íåçàâèñèìû â òåîðåòèêî-âîçìîæíîñòíîì ïîíèìàíèè [6℄,ïåðåõîäíàÿ âîçìîæíîñòü P� ìîæåò áûòü îïðåäåëåíàïîñðåäñòâîì Pi è P� ñëåäóþùèì îáðàçîì:P�(A�B j i) = min (Pi(A),P�(B)) ,A2 P(V), B 2 P(R), i = 1, . . . ,N .Ïóñòü P(�) è P(D � �) � �-àëãåáðû âñåõ ïîä-ìíîæåñòâ ìíîæåñòâ � è D � � ñîîòâåòñòâåííî. Áó-äåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà P(D��) çàäàíà àïðèîðíàÿ âîç-ìîæíîñòü Q , ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé îáîçíà÷èì q(�, �) :D � � ! [0, 1℄ . Íîìåð i 2 D è îòîáðàæåíèå �� 2 �â ñõåìå (1) áóäåì ñ÷èòàòü ðåçóëüòàòîì íå÷åòêîãî ýêñ-ïåðèìåíòà, ìîäåëü êîòîðîãî ñóòü ïðîñòðàíñòâî ñ âîç-ìîæíîñòüþ (D��, P(D��), Q) . Â ñëó÷àå, êîãäàî çíà÷åíèÿõ i è �� àïðèîðè íè÷åãî íå èçâåñòíî, ñëåäóåòïîëîæèòü q(i,��) = 1, i = 1, . . . ,N , �� 2 � [6℄.Îïðåäåëèì íà P(R)�D�� ïåðåõîäíóþ âîçìîæíîñòüP�j�,ë� ñëåäóþùèì îáðàçîì:P�j�,ë�(B j i,��) = P���(V , g� �V ) jV 2 V , g 2 B	 �� i�,B 2 P(R), i 2 D, �� 2 �.Îáîçíà÷èì p�j�,ë�(� j �, �) : R � D � � ! [0, 1℄ ðàñïðå-äåëåíèå âîçìîæíîñòè P�j�,ë� . Îïðåäåëèì íà �-àëãåáðåP(R�D) âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà R�D âîçìîæ-íîñòü P�,� òàê, ÷òîáûP�,�(B�D) = maxi2D sup��2�min�P�j�,ë�(B j i,��), q(i,��)� ,B 2 P(R), D 2 P(D).Îáîçíà÷èì p�,�(�, �) : R�D ! [0, 1℄ ðàñïðåäåëåíèå âîç-ìîæíîñòè P�,� .Ñîãëàñíî ñõåìå (1), ïðè �èêñèðîâàííûõ i 2 D è�� 2 � íå÷åòêèé ýëåìåíò � ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì äëÿïðîñòðàíñòâà ñ âîçìîæíîñòüþ (R,P(R),P�j�,ë�(� j i,��)) .Â ñâÿçè ñ ýòèì çàäà÷ó êëàññè�èêàöèè èçîáðàæåíèéáóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîàëüòåðíàòèâíóþ áàéå-ñîâñêóþ çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåç, â êîòîðîé i -ÿ ãè-ïîòåçà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðåäúÿâëÿåìîå èçîáðàæåíèå



50 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 6ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå íå÷åòêîãî ýêñïåðèìåíòà, ìîäå-ëüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ âîçìîæíîñòüþ(R,P(R),P�j�,ë�(� j i,��)) .Äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â óêàçàííîé çàäà÷å ïðîâåðêèãèïîòåç áóäåì èñïîëüçîâàòü �àçè�èöèðîâàííûå êðèòå-ðèè [6℄, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåê-òîðíîçíà÷íóþ �óíêöèþ �(�) = (�1(�), . . . ,�N (�)) , �i(�) :R! [0, 1℄ , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþmaxi=1,...,N �i(g) = 1, g 2R.Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ �óíêöèé îáîçíà÷èì ��. Êàæ-äîìó êðèòåðèþ � 2 �� ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ïå-ðåõîäíóþ âîçìîæíîñòü ��(� j �) : P(D) � R ! [0, 1℄ ,îïðåäåëåííóþ êàê��(D j g) = maxi2D �i(g), D 2 P(D), g 2R.Ïðè ïðåäúÿâëåíèè èçîáðàæåíèÿ g 2 R ðåøåíèå áóäåìïðèíèìàòü â ïîëüçó ãèïîòåçû, íîìåð êîòîðîé ÿâëÿåòñÿðåçóëüòàòîì íå÷åòêîãî ýêñïåðèìåíòà, ìîäåëü êîòîðîãîñóòü ïðîñòðàíñòâî ñ âîçìîæíîñòüþ (D,P(D),��(� j g)) .Äëÿ òîãî ÷òîáû êàæäîìó êðèòåðèþ � 2 �� ñîïîñòà-âèòü âåëè÷èíó ñîîòâåòñòâóþùèõ åìó ïîòåðü, çàäàäèìïðîñòðàíñòâî ñ âîçìîæíîñòüþ (
,P(
),P!) , êàíîíè÷å-ñêèé íå÷åòêèé ýëåìåíò êîòîðîãî áóäåì îáîçíà÷àòü ! ,è îòîáðàæåíèå E� : 
 ! D�D , êîòîðûå âìåñòå îïðå-äåëÿþò íå÷åòêîå ìíîæåñòâî E! â D�D [6℄. ÇäåñüP(
) � �-àëãåáðà âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà 
 . Áó-äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå j 2 D è ïðèíÿòîìðåøåíèè i 2 D ïîòåðè âîçíèêàþò, åñëè è òîëüêî åñëèíå÷åòêîå ìíîæåñòâî E! íàêðûâàåò ïàðó (i, j) 2 D�D .Òîãäà âîçìîæíîñòü ïîòåðü, êîòîðûå ìîãóò âîçíèêíóòüâ ñèòóàöèè, êîãäà âåðíà j -ÿ ãèïîòåçà è ðåøåíèå ïðèíÿ-òî â ïîëüçó i -é ãèïîòåçû, ðàâíàpl(i, j) = P!(fw 2
 j (i, j) 2 Ewg).Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ âîçìîæ-íîñòü ïîòåðü, ñîïóòñòâóþùèõ èñïîëüçîâàíèþ êðèòåðèÿ� 2��, ðàâíà [6℄�(�) = supg2Rmaxi2D min(�i(g),�i(g)), (3)ãäå �i(g) def= maxj2D min�pl(i, j), p�,�(g, j)�.Îïòèìàëüíûì áóäåì ñ÷èòàòü ëþáîé êðèòåðèé b� 2 ��,äëÿ êîòîðîãî �(b�) = min�2�� �(�), (4)ò. å. ëþáîé êðèòåðèé, ìèíèìèçèðóþùèé âîçìîæíîñòüïîòåðü.Êàê èçâåñòíî [6℄, ðåøåíèåì çàäà÷è (4) ÿâëÿåòñÿâñÿêèé êðèòåðèé b� , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿìmaxi2I (g) b�i(g) = 1, maxi = 1, . . . ,Ni 62 I (g) b�i(g) = 0, g 2R, (5)
ãäå I (g) def= �i = 1, . . . ,N : �i(g) = minj=1,...,N �j(g)� . (6)Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè êðèòåðèåâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ(5), (6), íàéäåòñÿ (âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííûé)

íå�àçè�èöèðîâàííûé (÷åòêèé) êðèòåðèé b� 2��, ò. å.òàêîé êðèòåðèé, äëÿ êîòîðîãîb�i(g)(g) = 1, b�i(g) = 0 ïðè i 6= i(g), g 2R,ãäå i(�) : R! f1, . . . ,Ng � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿêàæäîìó èçîáðàæåíèþ g 2R ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèåíîìåð i(g) 2 I (g) . Ïðè èñïîëüçîâàíèè òàêîãî êðèòåðèÿïðè ïðåäúÿâëåíèè èçîáðàæåíèÿ g 2R ðåøåíèå â çàäà÷åêëàññè�èêàöèè ñëåäóåò ïðèíÿòü â ïîëüçó íå÷åòêîé�îðìû ñ íîìåðîì i 2 I (g) . Ïðè ýòîì âîçìîæíîñòüïîòåðü (3) íå çàâèñèò îò âûáîðà i 2 I (g) è ìèíèìàëüíà.4. Ýìïèðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ñòîõàñòè÷åñêèèçìåðèìîé âîçìîæíîñòèÏóñòü � � ìåðà, îïðåäåëåííàÿ íà �-àëãåáðå A ïîä-ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y , è âåðîÿòíîñòü Pr àáñîëþòíîíåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî � . Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòè Pr îáîçíà÷èì pr(�) : Y ! [0,1) . Â ñëó-÷àå åñëè A ñîäåðæèò âñå îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâàìíîæåñòâà Y è �(fyg) = 0, y 2 Y , âîçìîæíîñòü P ,ìàêñèìàëüíî ñîãëàñîâàííàÿ ñ Pr îêàçûâàåòñÿ òðèâè-àëüíîé, ò. å. P(A) = 1, A2 A . Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèåòðèâèàëüíûõ âîçìîæíîñòåé â çàäà÷àõ îöåíèâàíèÿ, ïðî-âåðêè ãèïîòåç, êëàññè�èêàöèè è ò. ï. çà÷àñòóþ ïðèâî-äèò ê íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì, ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëåäî-âàòåëÿ, ðåçóëüòàòàì, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèåçàäà÷è ó÷èòûâàåò ëèøü àïðèîðíóþ èí�îðìàöèþ, íî íåíàáëþäåíèå.Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòå [6℄ ïðåäëàãàåòñÿ ãðàíó-ëèðîâàòü ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Y , ò. å.ðàçáèòü åãî íà K �-èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ (ãðàíóë)Y1, . . . , YK : KSk=1Yk = Y , Yi\Yj =? , i, j = 1, . . . ,K, i 6= j ,è ïîñòðîèòü P êàê âîçìîæíîñòü, ìàêñèìàëüíî ñîãëà-ñîâàííóþ ñ Pr íà àëãåáðå �(Y1, . . . ,YK) , ïîðîæäåííîéðàçáèåíèåì Y íà ãðàíóëû Yk , k = 1, . . . ,K . Äëÿ òîãî,÷òîáû òàêàÿ âîçìîæíîñòü P ¾ñîäåðæàëà¿ êàê ìîæíîáîëüøå ¾äåòàëåé¿, ñâîéñòâåííûõ âåðîÿòíîñòè Pr , ïðåä-ëàãàåòñÿ âûáðàòü ãðàíóëû Yk, k = 1, . . . ,K , òàêèìè,÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ8 y 2 Yk, y0 2 Yk+1, pr(y)> pr(y0), k= 1, . . . ,K�1,(7)1= P(Y1) > P(Y2) > . . . > P(YK). (8)Òîò �àêò, ÷òî ãðàíóëû Y1, . . . , YK â (8) óïîðÿäî÷åíû ïîóáûâàíèþ âîçìîæíîñòè, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàíñ óñëîâèåì (7). Êàê ïîêàçàíî â [6℄, äëÿ âûïîëíåíèÿóñëîâèÿ (8) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ íåêî-òîðûõ ak > 0, k = 1, . . . ,K�1, áûëè âåðíû ñëåäóþùèåñîîòíîøåíèÿ:k�1Xk0=1Pr(Yk0) + 2Pr(Yk)> 1+ ak, k= 1, . . . ,K�1. (9)
4.1. Ýìïèðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ñòîõàñòè÷åñêè èçìåðèìîéâîçìîæíîñòè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî Y ïðåäñòàâ-ëÿåò ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ X1, . . . , XN .Ïóñòü íà ìíîæåñòâàõ Xi îïðåäåëåíû ìåòðèêè �i(�, �) ,íà �-àëãåáðàõ Ai ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâ Xi îïðåäå-ëåíû ìåðû �i è âåðîÿòíîñòè Pri , i = 1, . . . ,N . Ïóñòü



Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà 51êàæäàÿ âåðîÿòíîñòü Pri àáñîëþòíî íåïðåðûâíà îòíî-ñèòåëüíî ìåðû �i è èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿpri(�) : Xi ! [0,1) , i = 1, . . . ,N . Ïóñòü â ðåçóëüòàòåñåðèè íåçàâèñèìûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, ìî-äåëüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî(X1,A1,Pr1)L� . . .� (XN ,AN ,PrN )L , íàáðàíî N âûáîðîêîáúåìà L èç ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé Pr1, . . . , PrN :âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Pr1 : x11 , x21 , . . . , xL1 ,...âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ PrN : x1N , x2N , . . . , xLN . (10)
Ïóñòü A � �-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y ,ñîäåðæàùàÿ âñå ïîäìíîæåñòâà âèäà A1 � . . . � AN ,Ai 2 Ai , i = 1, . . . ,N , è Pr � âåðîÿòíîñòü, îïðåäåëåííàÿíà A òàê, ÷òî Pr(A1 � . . . � AN ) = NQi=1Pri(Ai) , Ai 2 Ai ,i = 1, . . . ,N .�àññìîòðèì çàäà÷ó ýìïèðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ âîç-ìîæíîñòè P : P(Y) ! [0, 1℄ , ìàêñèìàëüíî ñîãëàñîâàí-íîé ñ âåðîÿòíîñòüþ Pr íà àëãåáðå �(Y1, . . . ,YK) , ïî-ðîæäåííîé íåêîòîðûì èçìåðèìûì ðàçáèåíèåì Y íàãðàíóëû Yk , k= 1, . . . ,K , ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèÿ óñëî-âèé (7), (8). Çäåñü P(Y) � �-àëãåáðà âñåõ ïîäìíî-æåñòâ ìíîæåñòâà Y . Ïðè ýòîì áóäåì ýìïèðè÷åñêèâîññòàíàâëèâàòü íå âñþ âîçìîæíîñòü P , à ëèøü çíà-÷åíèÿ P���xl11 , . . . , xlNN �	� , li = 1, . . . ,L, i = 1, . . . ,N .Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü, ê êàêîé èç ãðà-íóë Yk , k = 1, . . . ,K , îòíîñèòñÿ êàæäàÿ èç òî÷åê�xl11 , . . . , xlNN � 2 Y , li = 1, . . . ,L, i = 1, . . . ,N .×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, âîñïîëüçó-åìñÿ ñëåäóþùåé ïðîöåäóðîé. Îïðåäåëèì ÷àñòîòû�(L)i (�) : Ai ! [0, 1℄ êàê �(L)i (A) = Li(A)/L, A 2 Ai ,i = 1, . . . ,N , ãäå Li(A) � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âûáîðêèfxli , l=1, . . . ,Lg , ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó A. Çàäà-äèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ÷èñåë fr1, r2, . . .g , f"1, "2, . . .g è fÆ1, Æ2, . . .g . Íîìå-ðà lL(t, i) , t = 1, . . . ,LN , i = 1, . . . ,N , îïðåäåëèì èçóñëîâèÿNYi=1 �(L)i �OrL �xlL(1,i)i ��> NYi=1 �(L)i �OrL �xlL(2,i)i ��> . . .

. . .> NYi=1 �(L)i �OrL �xlL(LN ,i)i �� ,
ãäå Or(xi) def= fx 2 Xi j �i(x, xi) 6 rg , xi 2 Xi , r > 0.Ïîëîæèìt(L)1 = 1, t(L)1 =min�LN , �LN�(1+ a)/2+ "L��� ,�t(L)1 = t(L)1 � t(L)1 + 1,T (L)1 = nt(L)1 , t(L)1 +1, . . . , t(L)1 o .Îïðåäåëèì t(L)k , k = 2, . . . ,K , è t(L)k , �t(L)k , T (L)k ,k = 2, . . . ,K�1, ñîãëàñíî ñëåäóþùåé ðåêóððåíòíîé

ïðîöåäóðå:� åñëè NYi=1 �(L)i  OrL  xlL�t(L)k�1,i�i !!6
6 NYi=1 �(L)i �OrL �xlL(LN ,i)i ��+ 2"L + ÆLrL,òî t(L)k = LN + 1, t(L)k = LN ;èíà÷å t(L)k =min(t = t(L)k�1+1, . . . ,LN :NYi=1 �(L)i  OrL  xlL�t(L)k�1,i�i !! >
> NYi=1 �(L)i �OrL �xlL(t,i)i ��+ 2"L + ÆLrL);ïðè ýòîì� åñëè k�1Xk0=1�t(L)k0 + 2�LN � t(L)k + 1�66 LN�1+ a+ (k+ 1)"L�,òî t(L)k = LN ;èíà÷å t(L)k =min(t = t(L)k , . . . ,LN :k�1Xk0=1�t(L)k0 + 2�t� t(L)k + 1� >
> LN�1+ a+ (k+ 1)"L�);�t(L)k = t(L)k � t(L)k + 1,T (L)k = nt(L)k , t(L)k +1, . . . , t(L)k o .� Ïîëîæèì, íàêîíåö,t(L)K = LN , �t(L)K = t(L)K � t(L)K + 1,T (L)K = nt(L)K , t(L)K +1, . . . , t(L)K o .Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùóþ òåîðå-ìó, ïîçâîëÿþùóþ èñïîëüçîâàòü ïîñòðîåííûå ìíîæå-ñòâà T (L)k è íîìåðà lL(t, i) , t = 1, . . . ,LN , äëÿ òîãî,÷òîáû îòíåñòè ïî÷òè êàæäóþ èç òî÷åê �xl11 , . . . , xlNN � ,li = 1, . . . ,L, i = 1, . . . ,N , ê îäíîé èç ãðàíóë Yk ,k= 1, . . . ,K , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (7), (9)2.Òåîðåìà. Ïóñòü (Xi, �i,Ai,�i) , i = 1, . . . ,N , � ìåò-ðè÷åñêèå èçìåðèìûå ïðîñòðàíñòâà, �-àëãåáðû Aiñîäåðæàò âñå øàðû Or(xi) , r > 0 , xi 2 Xi è0 <mi(r)6 �i(Or(xi)) =mi(r)6mi(r), r > 0, xi 2 Xi.Ïóñòü Pri , i = 1, . . . ,N , � âåðîÿòíîñòè, îïðåäåëåí-íûå íà Ai , àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå îòíîñèòåëüíîìåð �i , ñ îãðàíè÷åííûìè ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëå-2 Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîëÿ òî÷åê, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îòíåñåíû ê êàêîé-ëèáî èç ãðàíóë Yk , ñîãëàñíî òåîðåìå, k= 1, . . . ,K ,ïî÷òè íàâåðíîå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè L (ñì. (13) è çàìå÷àíèå 3).



52 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 6íèé pri(�): Xi ! [0,1) , óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿìjpri(x)� pri(x0)j6Ci�i(x, x0), x, x0 2 Xi, i = 1, . . . ,N ,�i(fpri(x) = gg) = 0 8 g > 0, i = 1, . . . ,N ,ãäå Ci � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ïóñòü ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè fr1, r2, . . .g , f"1, "2, . . .g è fÆ1, Æ2, . . .góäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:"L = "0L1/2�b , 0 < b < 1/2,rL ������!L!1 0, "LNQi=1mi(rL) ������!L!1 0,
ÆLNQi=1mi(rL) ������!L!1 1, ÆLrLNQi=1mi(rL) ������!L!1 0,

ãäå "0 � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïóñòü a > 0äîñòàòî÷íî ìàëî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè è íå áûëèïóñòû ãðàíóëû Yk , k = 1, . . . ,K, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèÿì (7), (9).Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå èçìåðèìûå ãðàíóëûY (L)k 2 A , k = 1, . . . ,K, L = 1, 2, . . . , óäîâëåòâîðÿþùèåïðè êàæäîì L óñëîâèÿì âèäà (7), (9), ÷òî ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèéÆL2 > maxi=1,...,N Cimi(rL), T (L)k 6=?, k= 1, . . . ,K, (11)kXk0=1 �t(L)k0LN + 2�t(L)kLN > 1+ a+ (k+ 1)"L, k= 1, . . . ,K�1,ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1 � 4Lexp��2(L � 1)"2L�âûïîëíåíû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ:�xlL(t,1)1 , . . . , xlL(t,N)N � 2 Y (L)k , t 2T (L)k , k= 1, . . . ,K.(12)Ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ L óñëîâèÿ (11)è âêëþ÷åíèÿ (12) âûïîëíåíû ïî÷òè íàâåðíîå3, èK�1Xk=1 t(L)k+1 � t(L)k � 1LN ï. í.������!L!1 0. (13)
Çàìå÷àíèå. Âåëè÷èíà (1ÆLN ) K�1Pk=1�t(L)k+1 � t(L)k � 1�â (13) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîëþ òåõ òî÷åê �xl11 , . . . , xlNN � ,li = 1, . . . ,L, i = 1, . . . ,N , êîòîðûå íå ìîãóò áûòüîòíåñåíû ê êàêîé-ëèáî èç ãðàíóë Y (L)k ñîãëàñíî (12),k= 1, . . . ,K .4.2. Ïðèáëèæåííîå ýìïèðè÷åñêîå ïîñòðîåíèåñòîõàñòè÷åñêè èçìåðèìîé âîçìîæíîñòèâ ìíîãîìåðíîì ñëó÷àåÏðè áîëüøîì çíà÷åíèè N ïðîöåäóðà îòûñêà-íèÿ ìíîæåñòâ T (L)k , k = 1, . . . ,K , è íîìåðîâ lL(t, i) ,t = 1, . . . ,LN , i = 1, . . . ,N , ïðåäëîæåííàÿ â ïðåäûäóùåìïóíêòå, ñîïðÿæåíà ñ áîëüøèìè çàòðàòàìè âû÷èñëè-òåëüíûõ ðåñóðñîâ, áûñòðî ðàñòóùèìè ñ ðîñòîì L, ÷òî

êàðäèíàëüíûì îáðàçîì îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòü ååïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå. Ê ïðèìåðó, ïðè N = 10 îïå-ðàòèâíîé ïàìÿòè ñîâðåìåííûõ ÝÂÌ ñòàíîâèòñÿ íåäî-ñòàòî÷íî äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé ïðîöåäóðû óæå ïðèL � 10. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëîæèì áîëåå ïðîñòóþâ âû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿâ îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïðèáëèæåííûì âàðèàíòîì ïðî-öåäóðû, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.�àçîáüåì êàæäîå èç ìíîæåñòâ �xli , l = 1, . . . ,L	 ,i = 1, . . . ,N , íà R ïîäìíîæåñòâ òàê, ÷òîáû âñå ïîäìíî-æåñòâà ñîäåðæàëè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî òî÷åê, ðàâíîåL/R . Ïóñòü ýòè ðàçáèåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìèèíäåêñîâ Lri , r = 1, . . . ,R , Lr1i \ Lr2i = ? ïðè r1 6= r2 ,i = 1, . . . ,N , ò. å. �xli , l = 1, . . . ,L	 = RSr=1�xli , l 2 Lri	 ,i = 1, . . . ,N . Ìîæíî, íàïðèìåð, ïðåäëîæèòü ñëåäóþ-ùèé ñïîñîá ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ �xli , l = 1, . . . ,L	 ,i = 1, . . . ,N , íà R ïîäìíîæåñòâ: ñíà÷àëà äëÿ êàæäîãîi = 1, . . . ,N óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû xli , l = 1, . . . ,L,ïî íåóáûâàíèþ ÷àñòîòû �(L)i �OrL�xli �� , à çàòåì ðàç-äåëèòü ïîëó÷åííûå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà òî÷åêíà R ðàâíûõ ÷àñòåé êàæäîå. Ìíîæåñòâà èíäåêñîâ Lri ,r = 1, . . . ,R , i = 1, . . . ,N , ïðè ýòîì áóäóò òàêîâû, ÷òî�(L)i �OrL �xli��> �(L)i �OrL �xl0i �� ,åñëè l 2 Lri , l0 2 Lr+1i , r = 1, . . . ,R�1.Èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Lri âûáåðåì îäèí èíäåêñhi(r) , r = 1, . . . ,R , i = 1, . . . ,N , â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìR òî÷åê â êàæäîì èç ìíîæåñòâ Xi , i = 1, . . . ,N , âñåãîR�N òî÷åê: xh1(1)1 , . . . , xh1(R)1 2 X1,...xhN (1)N , . . . , xhN (R)N 2 XN . (14)
Äëÿ êàæäîé òî÷êè â (14) âû÷èñëèì ÷àñòîòó�(L)i �OrL �xhi(r)i �� , r = 1, . . . ,R , i = 1, . . . ,N , èñïîëüçóÿèñõîäíûå âûáîðêè îáúåìà L (ñì. (10)). Çàòåì ïðèìåíèìê (14) ïðîöåäóðó, ðàññìîòðåííóþ â ïðåäûäóùåì ïóíê-òå, ñ÷èòàÿ, ÷òî (14) � ýòî N âûáîðîê îáúåìà R , íîèñïîëüçóÿ ïðè îòûñêàíèè ìíîæåñòâ T (R)k , k = 1, . . . ,Kè íîìåðîâ lR(t, i) , t = 1, . . . ,RN , i = 1, . . . ,N , âåëè-÷èíû "L , rL , ÆL è �(L)i �OrL �xhi(r)i �� âìåñòî "R , rR ,ÆR è �(R)i �OrR �xhi(r)i �� . Â ðåçóëüòàòå êàæäàÿ èç òî÷åê�xh1(lR(t,1))1 , . . . , xhN (lR(t,N))N � , t 2 KSk=1T (R)k , áóäåò îòíåñåíàê îäíîé èç ãðàíóë Y (R)k , k = 1, . . . ,K , óäîâëåòâîðÿ-þùèõ óñëîâèÿì âèäà (7), (9). Äëÿ îñòàëüíûõ òî÷åê�xl11 , . . . , xlNN � 2 Y , li = 1, . . . ,L, i = 1, . . . ,N , áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî �xl11 , . . . , xlNN � 2 Y (R)k ,åñëèli 2 Lrii , i = 1, . . . ,N è �xh1(r1)1 , . . . , xhN (rN )N � 2 Y (R)k .3 Óòâåðæäåíèå ¾ïî÷òè íàâåðíîå¿ ïîíèìàåòñÿ çäåñü â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Y,A,Pr)� (Y,A,Pr)� . . . .



Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà 53Çàìåòèì, ÷òî ïðè R = L ïðåäëîæåííàÿ â ýòîìïóíêòå ïðîöåäóðà äàåò òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è ïðî-öåäóðà, ïðåäëîæåííàÿ â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. ÏðèR < L íåñòðîãàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü âîçìîæíîñòåé ñîáû-òèé ��xh1(r1)1 , . . . , xhN (rN )N �	 , ri 2 nlR(t, i) ��� t 2 KSk=1T (R)k o ,i = 1, . . . ,N , îêàçûâàåòñÿ îäèíàêîâîé ïðè èñïîëüçîâà-íèè îáåèõ ïðîöåäóð.
4.3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòÍà ðèñóíêàõ á, â ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó-÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ïðåäëîæåííûõ ïðîöåäóð

äëÿ ñëó÷àÿ N = 2, K = 5, X1 = X2 = (�1,1) . Íà ïëîñ-êîñòè Y = X1 �X2 îòìå÷åíû îáëàñòè, ïðè ïîïàäàíèèâ êîòîðûå òî÷åê �xl11 , . . . , xlNN � , li = 1, . . . ,L, i = 1, . . . ,N ,èì ïðèñâàèâàþòñÿ ðàçíûå çíà÷åíèÿ âîçìîæíîñòè: ÷åìòåìíåå îáëàñòü, òåì áîëüøå âîçìîæíîñòü. Â áåëóþîáëàñòü ïî êðàÿì òî÷êè �xl11 , . . . , xlNN � , li = 1, . . . ,L,i = 1, . . . ,N , â ïðîâåäåííîì ýêñïåðèìåíòå íå ïîïàëè.Âåðîÿòíîñòè Pr1 è Pr2 èìåëè ñëåäóþùèå ïëîòíîñòèðàñïðåäåëåíèé îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà íà ïðÿìîé:
pr1(x) = (2x+ 2)�[�1,�1/2℄(x)� 2x�(�1/2,0℄(x) ++ 2x�(0,1/2℄(x) + (2� 2x)�(1/2,1℄(x),

Ýìïèðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ñòîõàñòè÷åñêè èçìåðèìîé âîçìîæíîñòè. Áîëåå òåìíûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò áîëüøå-ìó çíà÷åíèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòè: a � ïëîòíîñòü pr1(x1)pr2(x2) , xi 2 Xi , i = 1, 2, è åå ëèíèè óðîâíÿ;á � ýìïèðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå âîçìîæíîñòè ïðè L = 103 (ñëåâà) è L = 104 (ñïðàâà); â � ïðèáëèæåííîåýìïèðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå âîçìîæíîñòè ïðè R = 5 (ñëåâà) è R = 100 (ñïðàâà), L= 104



54 ÂÌÓ. Ñåðèÿ 3. ÔÈÇÈÊÀ. ÀÑÒ�ÎÍÎÌÈß. 2012. � 6pr2(x) = 1p2� exp��x22 � ,ãäå �A(x) = 1 ïðè x 2 A, �A(x) = 0 ïðèx 62A, A � (�1,1) . Âåëè÷èíû "L , rL è ÆL áû-ëè çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: "L = 10�4ÆL1/2�0.02 ,rL = 0.8ÆL1/4�0.02 , ÆL = 10�4ÆL1/2�0.03 . Ïëîòíîñòü ðàñ-ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè Pr , ðàâíàÿ pr1(x1)pr2(x2) ,x1, x2 2 (�1,1) , ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå a.Çàêëþ÷åíèå�àçðàáîòàíû ìåòîäû êëàññè�èêàöèè èçîáðàæåíèé,èìåþùèõ íå÷åòêóþ �îðìó. Ïîñòðîåí àëãîðèòì ýì-ïèðè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ òåîðåòèêî-âîçìîæíîñòíîéìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî îáúåêòà, êîòîðûé ìîæåò áûòüïðèìåíåí â öåëÿõ ýìïèðè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ íå÷åòêîé�îðìû èçîáðàæåíèÿ.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðóÞ.Ï. Ïûòüåâó çà ïëîäîòâîðíîå îáñóæäåíèå ðåçóëü-òàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå.
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