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Рассмотрены обобщенные гидродинамические уравнения в модели твердых сфер на основе
сформулированного Н.Н. Боголюбовым приближенного подхода к анализу коллективных взаимодей-
ствий. Показано, что обобщенная матрица коэффициентов переноса не является самосопряженной
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Введение

Построение гидродинамических уравнений, позво-
ляющих исследовать макроскопические характеристики
неравновесных систем произвольной плотности — одна
из важных задач статистической механики. Класси-
ческий подход к решению проблемы, основанный на
рассмотрении нелокальных кинетических уравнений,
не учитывающий коллективных взаимодействий частиц
в системе, приводит к расходящимся выражениям при
попытках построения уравнений гидродинамики в рам-
ках метода Чепмена–Энскога [1–4]. Дисперсионная
зависимость скорости распространения гидродинамиче-
ских возмущений от волнового вектора не является
аналитической [5] вследствие нелокальных свойств ис-
ходных кинетических уравнений. Как показал Н.Н. Бо-
голюбов [1], кинетические уравнения такого класса
могут быть получены в рамках приближений, анало-
гичных используемым в теории плазмы, и отметил, что
им соответствуют нелинейные нелокальные уравнения
гидродинамики. В данной работе мы ограничимся ана-
лизом круга вопросов, связанных с построением лине-
аризованных нелокальных гидродинамических уравне-
ний в модели твердых сфер. Ранее [6] было показано,
что для модели твердых сфер оператор, определяющий
скорость распространения гидродинамических возму-
щений, является неэрмитовым в соответствии с ре-
зультатами [7]. Здесь на основе предложенного Н.Н.
Боголюбовым метода мы рассмотрим свойства матрицы
обобщенных коэффициентов переноса и исследуем ее
особенности, возникающие при учете конечных разме-
ров области взаимодействия.

1. Линеаризованное кинетическое уравнение
в модели твердых сфер

Будем исходить, следуя [1, 5], из цепочки уравнений
ББГКИ для функций распределения в модели твердых
сфер в форме [8][︂

∂

∂t
+ φ0(1)

]︂
F1(t; 1) = n

∫
dx2
̂︀T12F2(t; 1, 2),

[︂
∂

∂t
+ ζ0(1, 2)

]︂
F2(t; 1, 2) = (1)

= n
∫

dx3

[︁̂︀T13 + ̂︀T23

]︁
F3(t; 1, 2, 3),

· · · ,

где x = (r, v) ; φ0(1) = v1
∂
∂r1

; φ0(i, j) = φ0(i)+φ0(j) ; n —-
плотность числа частиц;

̂︀Tij = a2
∫

(vj−vi)σ>0

dσ[(vj − vi)σ]×

×
[︁
δ(ri − rj − aσ)̂︀bσ − δ(ri − rj + aσ)

]︁
,

a — диаметр сферы; σ — единичный вектор; ̂︀bσ —
оператор замены скоростей vj , vi на

[︀
vi − σ(vi − vj)σ

]︀
,[︀

vj + σ(vi − vj)σ
]︀

соответственно.
Используя фундаментальное условие ослабления

корреляций [9], представим функции распределения
в уравнениях (1) в виде

F2(t; 1, 2) = F1(t; 1)F1(t; 2) +G2(t; 1, 2);
F3(t; 1, 2, 3) = F1(t; 1)F1(t; 2)F1(t; 3) +

+
∑︁
i ̸=j ̸=k

F1(t; i)G2(t; j, k) +G3(t; 1, 2, 3),

· · ·

Отметим, что обрыв цепочки (1) в предположе-
нии G2 = 0 приводит к хорошо известному уравне-
нию Больцмана–Энскога. Приближенное кинетическое
уравнение для F1 , учитывающее коллективные взаимо-
действия, можно получить, согласно [1], при обрыве
цепочки (1) посредством предположения G3 = 0 и со-
хранения корреляционных функций G2 .

В дальнейшем будем предполагать, что состояние
системы близко к равновесному, и представим функции
F1 и G2 в форме

F1 = f0(v1)(1 +Ψ1(t; 1));
G2(t; 1, 2) = f0(v1)f0(v2)Ψ2(t; 1, 2)

(2)
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( f0(v1) — нормированная максвелловская функция рас-
пределения), сохраняя в (1) лишь члены первого по-
рядка по Ψ1 , Ψ2 . Таким образом, линейная система
уравнений для Ψ1 , Ψ2 имеет вид[︂
∂

∂t
+ ζ0(1)

]︂
Ψ1 =

= n
∫

dx2f0(v2)̂︀T12(Ψ1(1) +Ψ1(2) +Ψ2(t; 1, 2));[︂
∂

∂t
+ φ0(1, 2)− ̂︀T12

]︂
Ψ2 = (3)

= ̂︀T12[Ψ1(1) +Ψ1(2)] + n
∫

dx3 f0(v3)×

×
[︁̂︀T13(Ψ2(1, 2) +Ψ2(2, 3)) + ̂︀T23(Ψ2(1, 2) +Ψ2(1, 3))

]︁
.

Из структуры уравнений (3) можно видеть, что после
исключения Ψ2 кинетическое уравнение для Ψ1 бу-
дет иметь нелокальные свойства. В работе [4] было
показано, что влияние начальных условий для корре-
ляционной функции Ψ2 на гидродинамические момен-
ты функции распределения Ψ1 оказывается несуще-
ственным; поэтому для наших целей удобно положить
Ψ2(0; 1, 2) = 0. Таким образом, согласно соотношени-
ям (3) найдем замкнутое уравнение для Ψ1(t; 1) :

∂Ψ1

∂t
+ ̂︀SΨ1(r, v) = n

∫
dr′ dv′ f0(v′)̂︀T12 ×

×
t∫
0

dt′ exp
{︁
−̂︀R(t − t′)

}︁ ̂︀T12
[︀
Ψ1(t′; r, v) +Ψ1(t′; r′, v′)

]︀
,

(4)

где введены обозначения:

̂︀Λ(v)Ψ(t, r, v) = a2
∫

(v′−v)σ>0

f0(v′)dv′ [︀(v′ − v)σ
]︀
dσ×

×{Ψ(t, r, v*)+Ψ(t, r−aσ, v′*)−Ψ(t, r, v)−Ψ(t, r+aσ, v′)} ,

v* = v +σ(v′ − v)σ; v′* = v′ −σ(v′ − v)σ;̂︀S(r, v) = v
∂

∂r
− n̂︀Λ(v); ̂︀R = ̂︀S(r, v) + ̂︀S(r′, v′). (5)

Легко заметить, что уравнение (4) является нело-
кальным как по времени, так и по пространственным
координатам, что соответствует учету коллективных
взаимодействий [5].

2. Структура гидродинамических уравнений

Для анализа свойств кинетического уравнения (4)
естественно представить Ψ1 в виде

Ψ =
∫

dk eikrΨk(t, v). (6)

Поскольку Ψ входит в уравнения (4) линейно, уравне-
ние для Ψk(t, v) также будет линейным. Принимая во
внимание, что̂︀S(r, v)eikrΨ(v) = eikr̂︀Sk(v)Ψ(v),

где ̂︀Sk(v) = ikv− n̂︀Λk(v),

̂︀Λk(v)Ψ(v) = a2
∫

(v′−v)σ>0

f0(v′) dv′ (v′ − v)σ dσ×

×
{︀
Ψ(v*) +Ψ(v′*)e−iκσ −Ψ(v)−Ψ(v′)e+iκσ}︀ , (7)

рассмотрим действие оператора ̂︀T12 на функции вида
(6). Согласно (4), (6), имеем

̂︀T12

[︁
eikrΨ(v) + eikr′Ψ(v′)

]︁
= a2

∫
(v′−v)σ>0

[︀
(v′ − v)σ

]︀
dσ×

×
{︁
Ψ(v*)eikrδ(r− r′ − aσ) +Ψ(v*′)eikr′δ(r− r′ − aσ)−

−Ψ(v)eikrδ(r− r′ + aσ)−Ψ(v′)eikr′δ(r− r′ + aσ)
}︁
. (8)

Фурье-образ левой части (8) можно представить в фор-
ме̂︀T12

[︁
eikrΨ(v) + eikr′Ψ(v′)

]︁
=

1
(2π)3

∫
eiqreiq′r′dq dq′F(q, q′),

где

F(q, q′) = a2
∫

(v′−v)σ>0

[︀
(v′ − v)σ

]︀
dσ×

×
{︁
Ψ(v*)eiq′aσ+Ψ(v*′)e−iqaσ−Ψ(v)e−iq′aσ−Ψ(v′)eiqaσ

}︁
×

× δ(k− q− q′). (9)

Согласно выражениям (4), (9), действие оператора ̂︀R
допускает следующее представление:̂︀Reiqreiq′r′Z(v, v′) = eiqreiq′r′

(︁̂︀Sq(v) + S′
q(v

′)
)︁

Z(v, v′),

и, таким образом,

e−̂︀R(t−t′)T12

[︁
eikrΨ(v) + eikr′Ψ(v′)

]︁
=

=
1

(2π)3

∫
dq dq′ eikreik′r′δ(k−q−q′)e−

(︁̂︀Sq(v*)+̂︀S′
q(v

′)
)︁
(t−t′)×

× ̂︀Λqq′(v, v′)Ψ(v), (10)
где

̂︀Λqq′(v, v′)Ψ(v) = a2
∫

(v′−v)σ>0

[︀
(v′ − v)σ

]︀
dσ×

×
{︁
Ψ(v*)eiq′aσ+Ψ(v*′)e−iqaσ−Ψ(v)e−iq′aσ−Ψ(v′)eiqaσ

}︁
.

(11)

С учетом соотношения (11) правая часть уравнения (4)
может быть представлена в виде

na2
∫

dk
∫

dr′ dv′ f0(v′)

t∫
0

dt′
1

(2π)3

∫
dq dq′ δ(k− q− q′)×

×eiqreiq′r′
{︁
Ψ(v*, v′*)δ(r−r′−aσ)−Ψ(v, v′)δ(r−r′+aσ)

}︁
.

(12)

Здесь

Ψ(v, v′) = e−
(︁̂︀Sq(v)+̂︀Sq′ (v

′)
)︁
(t−t′)

Λqq′(v, v′)Ψ(v).
Выполняя в выражении (12) интегрирование по r′ , q′

и сокращая обе части уравнения (4) на eikr , найдем
уравнение для функции Ψk(t, v) :



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 5

∂Ψk

∂t
+ ̂︀SkΨk =

n
(2π)3

∫
dq ̂︀Tq

t∫
0

dt′ e−
(︁̂︀Sk−q(v)+̂︀Sq(v′)

)︁
(t−t′) ×

× ̂︀Λk−q,q(v, v′)Ψk(t′, v), (13)

где

̂︀TqZ(v, v′) = a2
∫

dv f0(v′)
∫

(v′−v)σ>0

[︀
(v′ − v)σ

]︀
dσ×

×
{︀
Z(v*, v*′)e−iqaσ −Z(v, v′)eiqaσ}︀ . (14)

Зависимость от волнового вектора k в операторах ̂︀Sk−q ,̂︀Λk−q правой части (13) обусловливает нелокальный
характер уравнения в координатном пространстве.

Для построения гидродинамических уравнений есте-
ственно применить метод проекционных операто-
ров [10], позволяющий явным образом определить эво-
люцию гидродинамических моментов функций Ψk(t, v) .
Представим Ψk(t, v) в виде

Ψk(t, v) = ̂︀PΨk + ̂︀P⊥Ψk, (15)

где ̂︀p — оператор проектирования на гидродинамиче-
ское подпространство, базисными векторами которого
являются 1, v, v2 в гильбертовом пространстве с нор-
мой

‖Ψ(v)‖2 =
∫
|Ψ(v)|2f0(v) dv,

а P⊥ = 1−P . Представляя управление (13) в виде

∂Ψk

∂t
+ ̂︀AΨk = 0, (16)

используя (15) и умножая (16) слева на ̂︀P и ̂︀P⊥ со-
ответственно, получим систему уравнений для величин̂︀PΨk и ̂︀P⊥Ψk :

∂

∂t
(PΨk) +

(︀̂︀P̂︀Â︀P)︀(︀̂︀PΨk
)︀
+
(︀̂︀P̂︀Â︀P⊥

)︀(︀̂︀P⊥Ψk
)︀
= 0,

∂

∂t
(︀̂︀P⊥Ψk

)︀
+
(︀̂︀P⊥̂︀Â︀P⊥

)︀(︀̂︀P⊥Ψk
)︀
+
(︀̂︀P⊥̂︀Â︀P)︀(︀̂︀PΨk

)︀
= 0.

(17)

Здесь мы воспользовались свойствами проекционных
операторов ̂︀P2 = ̂︀P , ̂︀P2

⊥ = ̂︀P⊥ , ̂︀P̂︀P⊥ = 0. Решение систе-
мы двух линейных уравнений первого порядка зависит
от функций ̂︀P⊥Ψk(0) , в то время как гидродинамиче-
ские уравнения должны определять состояние системы
лишь по заданным пяти величинам ̂︀PΨk(0) . Покажем,
однако, что структура уравнений (14), (17) такова, что
влияние начальных условий ̂︀P⊥Ψk(0) экспоненциально
затухает со временем существенно быстрее, чем вклад
величин ̂︀P⊥Ψk(0)в области малых |k| , для которой
гидродинамические уравнения имеют смысл.

Действительно, согласно второму уравнению (17),
вклад в ̂︀P⊥Ψk(t) от величин ̂︀P⊥Ψk(0) может быть
представлен в виде

R exp

⎧⎨⎩
t∫
0

̂︀P⊥̂︀A(t′)̂︀P⊥dt′

⎫⎬⎭ ̂︀P⊥Ψk(0), (18)

где R означает операцию упорядочивания по времени
при интегрировании ̂︀A(t′) . В дальнейшем будет по-

казано, что оператор ̂︀P⊥̂︀Â︀P⊥ допускает представление
в виде ̂︀P⊥̂︀Â︀P⊥ = −n̂︀Λ0(v) + k̂︀Ω(v), (19)

где ̂︀Λ0 — линеаризованный оператор Больцмана [11].
Поскольку, принимая во внимание результаты [11],
разложение величин ̂︀P⊥Ψk(0) по собственным функ-
циям оператора ̂︀Λ0 содержит лишь те из них, что
соответствуют отрицательным собственным значениям,
вклад (18) в нулевом порядке по волновому вектору k
имеет асимптотическое поведение вида exp(nλ0t) , где
λ0 — минимальное по модулю отрицательное собствен-
ное значение оператора ̂︀Λ0 . Так как коэффициенты
затухания гидродинамических возмущений имеют по-
рядок k2 , ясно, что вклад от (18) становится при
асимптотических значениях t пренебрежимо малым.
Следовательно, для начальных условий к уравнени-
ям (17) нужно положить, оставаясь в рамках точности
гидродинамического метода описания системы,̂︀P⊥Ψk(0) = 0. (20)

Для нахождения решений уравнений (17) удобно
воспользоваться преобразованием Лапласа. Вводя ве-
личины

Ψk(z, v) =

∞∫
0

e−tzΨk(t, v) dt, (21)

преобразуем уравнение (13) к виду

Ψk(z, v)−Ψk(0, v) + ̂︀Ak(z)Ψk(z, v) = 0, (22)

где̂︀Ak(z)Ψk(z, v) = ̂︀SkΨk(z, v)−

− n
(2π)3

∫
dq ̂︀Tq

1

z + ̂︀Sk−q(v) + ̂︀Sq(v′)
̂︀Λk−q,q(v, v′)Ψk(z, v).

(23)

Для уравнений (17) имеем с учетом соотношений (20)

z
(︁̂︀PΨk(z)

)︁
+
(︁̂︀P̂︀Ak(z)̂︀P)︁(︁̂︀PΨk(z)

)︁
+

+
(︁̂︀P̂︀Ak(z)̂︀P⊥

)︁(︁̂︀P⊥Ψk(z)
)︁

= ̂︀PΨk(0),

z
(︁̂︀P⊥Ψk(z)

)︁
+
(︁̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥

)︁(︁̂︀P⊥Ψk(z)
)︁

+

+
(︁̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P)︁(︁̂︀PΨk(z)

)︁
= 0.

(24)

Определяя ̂︀P⊥Ψk(z) из второго уравнения (24), найдем
уравнение для проекции Ψk(z) на гидродинамическое
подпространство:

z
(︁̂︀PΨk(z)

)︁
+
[︁(︁̂︀P̂︀Ak(z)̂︀P)︁−

−
(︁̂︀P̂︀Ak(z)̂︀P⊥

)︁(︁
z + ̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥

)︁−1 (︁̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P)︁]︁×
×
(︁̂︀PΨk(z)

)︁
= ̂︀PΨk(0). (25)

Переходя посредством обратного преобразования Ла-
пласа к t -представлению, получим нелокальные ли-
неаризованные гидродинамические уравнения, связы-
вающие производные по времени от величин ̂︀PΨk ,
представляющих собой отклонения плотности, макро-
скопической скорости и температуры от равновесных
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значений, с линейными комбинациями этих величин
в момент времени 0÷ t

∂

∂t

(︁̂︀PΨk(t, v)
)︁

=

t∫
0

dt′ ̂︀ζ(t − t′)
(︁̂︀PΨk(t′, v)

)︁
, (26)

где ̂︀φ(t) — оригинал оператора{︁̂︀P̂︀Ak(z)̂︀P −

−
(︁̂︀P̂︀Ak(z)̂︀P⊥

)︁(︁
z + ̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥

)︁−1 (︁̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P)︁}︁.

3. Исследование общих формул

В этом разделе мы построим явные выражения
для различных проекций оператора ̂︀Ak(z) и определим
структуру соответствующей матрицы коэффициентов
переноса в определенном приближении по плотности
и волновому вектору k = |k| для основного уравне-
ния (25). Введем обозначение

̂︁Wk(z)Ψ(v) =
n

(2π)3

∫ ̂︀Tq
1

z + ̂︀Sk−q(v) + ̂︀Sq(v′)
×

× ̂︀Λk−q,q(v, v′)Ψ(v) dq dv′ (27)

и рассмотрим разложение оператора ̂︀Ak(z) = ̂︀Sk −̂︁Wk(z)
по степеням плотности и волнового вектора k , в ко-
тором будем удерживать лишь члены до порядка k3 .
Представим ̂︀Ak(z) в виде

̂︀Ak(z) = ikv−n̂︀Λ0(v)−iank̂︀Λ1(v)+
na2k2

2
̂︀Λ2(v)−̂︁Wk, (28)

где используется разложение ̂︀Λk(v) по степеням (ak) ,
исследованное в работах [6].

Известно [6], что оператор ̂︀Λ2(v) приводит к выс-
шим степеням разложения по плотности для коэффи-
циентов переноса; в рамках рассматриваемого прибли-
жения его вкладом следует пренебречь.

Далее будет показано, что главный вклад в оператор̂︁Wk(z) (27) дает область интегрирования |q| ∼ k . Поэто-
му можно представить величины ̂︀Tq, ̂︀Λk−q,q , входящие
в (27), в виде разложений̂︀Tq = ̂︀T0 + q̂︀T1 + q2̂︀T2 + . . . ,̂︀Λk−q,q = ̂︀̃︀Λ00 + q̂︀̃︀Λ1 + k̂︀̃︀Λ1 + . . . .

(29)

Поскольку оператор ̂︁Wk не имеет аналога в обычной
локальной теории уравнений гидродинамики, приво-
дящей к уравнениям Навье–Стокса, и, следователь-
но, имеет высший порядок по k , достаточно учесть
лишь оператор ̂︁W0 , соответствующий замене ̂︀Tq → ̂︀T0,̂︀Λk−q,q → ̂︀̃︀Λ00(v, v′). Таким образом, представим опера-

тор ̂︀Ak(z) в виде̂︀Ak(z) = (ikv− iank̂︀Λ1(v))− n̂︀Λ0 −̂︁W0. (30)

Заметим, что, поскольку оператор ̂︀Λ0 обращает в нуль
все инварианты столкновений, то̂︀Λ0

̂︀P = ̂︀P̂︀Λ0 = 0; ̂︀P⊥̂︀Λ0 = ̂︀Λ0
̂︀P⊥ = ̂︀Λ0. (31)

Представим оператор ̂︀P в виде̂︀PΨk(z) =
∑︁

i

̃︀Ψ(k)
i (v)<Ψ(i)

k >, i = 1, . . . , 5, (32)

где <Ψ(i)
k > = (̃︀Ψ(k)

i (v),Ψk(v)); ̃︀Ψ(k)
i (v) представляют со-

бой ортонормированный базис «правильных» функций
нулевого приближения [4] для оператора (ikv−n̂︀Λ0(v)) ;
скалярное произведение (Ψ,X) определяется по форму-
ле (Ψ,X) =

∫
dv f0(v)Ψ*(v)X(v) .

Введем также обозначение:

ζk(v) = ikv− iank̂︀Λ1(v). (33)

Рассмотрим действие проекционных операторов на
ζk(v) . Согласно (32), можем записать:̂︀Pζk(v)̂︀PΨ(v) =

∑︁
i,l

̃︀Ψ(k)
i (v)(ζk)il

(︁̃︀Ψ(k)
l ,Ψ

)︁
,

̂︀P⊥ζk(v)̂︀PΨ(v) =

=
∑︁

l

(︁̃︀Ψ(k)
l ,Ψ

)︁[︃
ζk̃︀Ψ(k)

l −
∑︁

i

̃︀Ψ(k)
i (v)(ζk)il

]︃
,

̂︀Pζk(v)̂︀P⊥Ψ(v) =

=
∑︁

i

̃︀Ψ(k)
i (v)

(︁̃︀Ψ(k)
l , ζkΨ

)︁
−
∑︁

l

(ζk)il(̃︀Ψ(k)
l ,Ψ), (34)

̂︀Pζk(v)̂︀P⊥Ψ(v) = ζk(v)Ψ(v)−
∑︁

i

{︃
ζk̃︀Ψ(k)

i (v)−

− ̃︀Ψ(k)
i (v)

[︃(︁̃︀Ψ(k)
i , ζkΨ

)︁
−
∑︁

l

(ζk)il
(︁̃︀Ψ(k)

l ,Ψ
)︁]︃}︃

,

где (ζk)il — матрица оператора ζk в базисе {̃︀Ψ(k)
i } ,

определенная в работах [6].
Для исследования структуры уравнения (25) необ-

ходимо также определить действие проекционных опе-
раторов на ̂︁W0 . Согласно (27), имеем

̂︁W0(z)Ψ(z) =
n

(2π)3

∫
dq ̂︀T0

1

z + ̂︀Sk−q(v) + ̂︀Sq(v′)
×

× ̂︀Λ0,0(v, v′)Ψz(v′). (35)

Представим ̂︀Λ0,0(v, v′) в виде разложения в двойной ряд
по собственным функциям Ψ

(k−q)
i (v), Ψ

(q)
l (v′) операто-

ров ̂︀Sk−q(v), ̂︀Sq(v) :̂︀Λ0,0(v, v′)Ψz(v′) =
∑︁
i,l

Dil

(︁
Ψ

(k−q)
i (v),Ψ(q)

l (v′)
)︁

. (36)

Функции Ψ
(q)
l (v′), Ψ

(k−q)
i (v) могут быть в свою очередь

с точностью до высших порядков по k, q представлены
в виде разложений по ортонормированным базисам̃︀Ψq

l (v
′), ̃︀Ψ(k−q)

i (v) соответственно [6]:

Ψ
(k−q)
i (v) =

5∑︁
m=1

C(k−q)
im

̃︀Ψ(k−q)
m (v);

̃︀Ψ(k−q)
m (v) =

∑︁
j

(C−1)mjΨ
(k−q)
j (v).

(37)
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С учетом соотношений (37) находим коэффициенты Dil
разложения (36):

Dil =
∑︁
i′,l′

C−1
i′i (k− q)Cl′l(q)×

×
(︁(︁̃︀Ψ(k−q)

i′ (v)̃︀Ψ(q)
l′ (v′), ̂︀Λ0,0(v, v′)Ψz(v)

)︁)︁
, (38)

где ((. . .)) —- скалярное произведение с весом
f0(v)f0(v′) . Подставляя разложение (36) в выражение
(35) и применяя формулы преобразования (37), полу-
чим̂︁W0(z)Ψ(v) =

=
n

(2π)3

∫
dq
∑︁
i,l

(︁̂︀T0Ψ
(k−q)
i (v),Ψq

l (v
′)
)︁ 1

z+̂︀S(i)
k−q+

̂︀S(l)
q

Dil =

=
n

(2π)3

∫
dq
∑︁
i,l

1

z + ̂︀S(i)
k−q + ̂︀S(l)

q

Dil

∑︁
i′,l′

Cii′(k− q)Cll′(q)×

×
(︁̂︀T0

̃︀Ψ(k−q)
i′ (v)̃︀Ψq

l′(v)
)︁
. (39)

В работах [4, 6] было показано, что имеют ме-
сто тождества, основанные на том обстоятельстве,
что ̃︀Ψ(k)

l представляют собой линейные комбина-

ции инвариантов столкновений, ̂︀T0
̃︀Ψ′(k−q)

i (v)̃︀Ψ(q)
l′ (v′) =

=− 1
2
̂︀Λ0(v)̃︀Ψ(k−q)

i (v)̃︀Ψq
l (v), где ̂︀Λ0(v) — оператор Больц-

мана, а также(︁(︁̃︀Ψ(k−q)
i′ (v)̃︀Ψ(q)

l′ (v′), ̂︀Λ00(v, v′)Ψz(v)
)︁)︁

=

= −
(︁̃︀Ψ(k−q)

i′ (v)̃︀Ψ(q)
l′ (v), ̂︀Λ0Ψz(v)

)︁
. (40)

Таким образом, из (38)–(40) получим

̂︁W0Ψ(v) =
n

(2π)3
̂︀Λ0(v)

∫
dq

∑︁
i,l,i′,l′,i′′,l′′

1

z + S(i)
k−q + S(l)

q

×

×Cii′i′′,ll′l′′

(︁̃︀Ψ(k−q)
i′′ (v′)̃︀Ψq

l′′(v
′), ̂︀Λ0Ψz(v′)

)︁
×

×
(︁̃︀Ψ(k−q)

i′ (v)̃︀Ψ(q)
l′ (v)

)︁
, (41)

где матрица Cii′i′′,ll′l′′ определяется, согласно (38), (39),
соотношением

Cii′i′′,ll′l′′ = Cii′(k− q)Cll′(q)C−1
i′′i (k− q)C−1

l′′l (q) (42)

и S(i)
k−q , S(l)

q представляют собой собственные значения

операторов ̂︀Sk−q(v), ̂︀Sq(v′) соответственно. Легко заме-

тить, что из (41) следует, что оператор ̂︁W0 может быть
представлен в виде̂︁W0 = n̂︀Λ0(v)̂︀Zk

̂︀Λ0(v), (43)

где

̂︀ZkΨ(v) =
2(2π)3

∫
dq

∑︁
i,l,i′,l′,i′′,l′′

1
2(2π)3

1

z + ̂︀S(i)
k−q + ̂︀S(l)

q

×

×Cii′i′′,ll′l′′

(︁̃︀Ψ(k−q)
i′′ (v′)̃︀Ψq

l′′(v
′), ̂︀Λ0Ψz(v′)

)︁̃︀Ψ(k−q)
i′ (v)̃︀Ψ′(q)

l (v).

(44)

Согласно (31), (43), получим̂︀P̂︁W0
̂︀P = ̂︀P̂︁W0

̂︀P⊥ = ̂︀P⊥̂︁W0
̂︀P = 0, ̂︀P⊥̂︁W0

̂︀P⊥ =̂︁W0. (45)

Таким образом, действие проекционных операторов на̂︀Ak(z) определено формулами (33), (34), (45). Вер-
немся к уравнению (25), представив в нем функции̂︀PΨk(z), ̂︀PΨk(0) в виде

̂︀PΨk(z) =
5∑︁

i=1

a(k)
i (z)̂︀Ψ(k)

i ,

̂︀PΨk(0) =
5∑︁

i=1

a(k)
i (0)̂︀Ψ(k)

i .

(46)

Подставляя (46) в (25), получим с учетом соотношений
(34), (45) следующее уравнение:∑︁

i

Ψ(k)
i (v)

{︃
za(k)

i (z) +
∑︁

l

(ζk)ila
(k)
l (z)−

−
[︂(︁̃︀Ψ(k)

i (v), ζkΨ(v)
)︁
−
∑︁

l

(ζk)il
(︁̃︀Ψ(k)

l ,Ψ
)︁]︂}︃

=

=
∑︁

i

̃︀Ψ(k)
i (v)a(k)

i (0), (47)

где

Ψ(v) =
(︁
z+̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥

)︁−1(︁̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P)︁∑︁
i

a(k)
i (z)̃︀Ψ(k)

i (v) =

=
(︁
z + ̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥

)︁−1∑︁
l

a(k)
l (z)×

×

[︃
ζk̃︀Ψ(k)

l (v)−
∑︁

i

(ζk)il ̃︀Ψ(k)
i (v)

]︃
.

Введем функции

R(k)
i (v) = ζk̃︀Ψ(k)

i −
∑︁

l

(ζk)il ̃︀Ψ(k)
l (48)

и представим Ψ в виде

Ψ =
(︁
z + ̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥

)︁∑︁
l

a(k)
l (z)R(k)

l (v). (49)

Рассматривая выражение(︁̃︀Ψ(k)
i , ζkΨ

)︁
−
∑︁

l

(ζk)il
(︁̃︀Ψ(k)

l ,Ψ
)︁

=

=

(︃(︃
ζ+
k
̃︀Ψ(k)

i −
∑︁

l

(ζ+
k )il ̃︀Ψ(k)

l

)︃
, Ψ

)︃
,

обозначим ̃︀R(k)
i (v) = ζ+

k
̃︀Ψ(k)

i −
∑︁

l

(ζ+
k )il ̃︀Ψ(k)

l . (50)

Соотношения (49), (50) позволяют представить уравне-
ние (47) в форме∑︁

i

̃︀Ψ(k)
i (v)

{︃
za(k)

i (z) +
∑︁

l

(ζk)ila
(k)
l (z)−

−
∑︁

l

(︂̃︀R(k)
i ,

(︁
z+̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥

)︁−1
R(k)

l

)︂
a(k)

l (z)

}︃
=
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=
∑︁

i

̃︀Ψ(k)
i a(k)

i (0). (51)

Умножая (51) скалярно на ̃︀Ψ(k)
i (v) ( i = 1, 2, . . . , 5)

и воспользовавшись ортонормированностью базиса
{̃︀Ψ(k)

i (v)}, получим систему уравнений для гидродина-
мических величин a(k)

i (z) :

za(k)
i (z)− a(k)

i (0) +
∑︁

l

[︂
(φk)il −

−
(︂̃︀R(k)

i ,
(︁
z + ̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥

)︁−1
R(k)

l

)︂]︂
a(k)

l (z) = 0. (52)

Заметим, что оператор φk и функции R(k)
i (v), ̃︀R(k)

i
линейно зависят от модуля волнового вектора |k| .

Вводя обозначения

̂︀Qe(v) =
1
ik
φk(v); (53)

N (e)
i (v) =

1
ik

R(k)
i (v); ̃︀N (e)

i (v) = − 1
ik
̃︀R(k)

i (v), e =
k
|k|

,

представим систему уравнений (52) в виде

za(k)
j (z)− a(k)

j (0) +
∑︁

l

[︂
ik
(︁̂︀Qe

)︁
jl

+

+ k2

(︃̃︀N (l)
j ,

1

z + ̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥
N (e)

l

)︃]︂
a(k)

l (z) = 0. (54)

Функции (48), (50), (53) были исследованы нами
в работах [6], где было показано, что N (e)

l = ̃︀N (e)
l ;

N (e)
l представляют собой линейные комбинации вели-

чин j1(v) = (ev)(βmv2−5); j2(v) = (ev)2− 1
3v

2; (ev)(e1⊥v);
(ev)(e2⊥v); (β — равновесное значение обратной темпе-
ратуры; e1⊥ и e2⊥ образуют с единичным вектором e
ортонормированный базис). В низших порядках по
плотности функции N (e)

l могут быть записаны в ви-
де [6]

N (e)
1,2 =

1√
30

j1(v)
(︂
1 +

2Δ
5

)︂
±
√︂
βm
2

j2(v)
(︂
1 +

4Δ
15

)︂
;

N (e)
3 =

1√
10

j1(v)
(︂
1 +

2Δ
5

)︂
;

N (e)
4 =

√︀
βm
(︂
1 +

4Δ
15

)︂
(ev)(e1⊥v); (55)

N (e)
5 =

√︀
βm
(︂
1 +

4Δ
15

)︂
(ev)(e2⊥v);

Δ = πna3.

Поскольку функции (55) обладают свой-
ством ̂︀Λ0(v)N

(e)
l ̸= 0, то в системе уравне-

ний (54) можно произвести разложения вида
1̂︀A−̂︀B = 1̂︀A + 1̂︀Â︀B 1̂︀A + 1̂︀Â︀B 1̂︀Â︀B 1̂︀A + . . . , где ̂︀A = −n̂︀Λ0(v),̂︀B = −

(︁
z + ik̂︀P⊥̂︀Qe(v)̂︀P⊥

)︁
+ n̂︀Λ0

̂︀Zk
̂︀Λ0 . (Заметим, что

в выражении для оператора ̂︀B учтен явный вид
операторов ̂︀Ak(z)0̂︁W0 , данный соотношением (43),

а также определение (53).) Таким образом, выражение(︁
N (e)

j , 1
z+̂︀P1

̂︀Ak(z)̂︀P1
N (e)

l

)︁
можно представить в виде(︃

N (e)
j ,

1

z + ̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥
N (e)

l

)︃
= −

(︂
N (e)

j ,
1

n̂︀Λ0(v)
N (e)

l

)︂
−

− 1
n2

(︂̃︀N (e)
j ,

1̂︀Λ0

(︁
z + ik̂︀P⊥̂︀Qe

̂︀P⊥

)︁ 1̂︀Λ0

N (e)
l

)︂
+

+
1
n

(︁
N (e)

j , ̂︀ZkN
(e)
l

)︁
+ . . . , (56)

где, как легко видеть, все невыписанные чле-
ны разложения имеют высшие порядки по ̂︀Zk и(︁
z + ik̂︀P⊥̂︀Qk

̂︀P⊥

)︁
.

Рассмотрим случай предельно малых |k| , когда
в разложении (56) можно ограничиться первым слага-
емым (в гидродинамическом режиме z ∼ k , ̂︀Zk также
обращается в нуль при k → 0).

Подставляя выражение
(︁
N (e)

j , 1
z+̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥

N (e)
l

)︁
≃

−
(︁
N (e)

l , 1
nΛ(v)N

(e)
l

)︁
в формулу (54) и переходя посред-

ством обратного преобразования Лапласа к зависящим
от времени функциям, приходим к соотношениям

da(k)
j

dt
+ik

∑︁
l

(︁̂︀Ql

)︁
jl

a(k)
l (t)−k2

n

∑︁
l

(︂
N (e)

j
1̂︀Λ0

N (e)
e

)︂
a(k)

l (t) = 0.

(57)
Нетрудно заметить, что (57) представляет собой стан-
дартные уравнения Навье–Стокса. Действительно, по-
скольку при преобразовании Фурье

∂

∂r
→ ikΨk,

∂Ψ

∂rα∂rβ
→−k2eαeβΨk, (58)

уравнения (57) связывают производные по времени от
гидродинамических величин с производными первого и
второго порядков по координатам локальным образом.
Соотношение (58) показывает также, что в общем слу-

чае величины
(︁
N (e)

j , 1
z+̂︀P⊥̂︀Ak(z)̂︀P⊥

N (e)
l

)︁
представляют со-

бой обобщенную матрицу коэффициентов переноса [4],
зависящих от z и волнового вектора. В низших по-
рядках по величинам z, k следует, однако, пренебречь
в уравнениях (54) величинами порядка ∼ zk2, k3, т. е.
вторым слагаемым в (56). Таким образом, необходи-

мо исследовать свойства выражения 1
n

(︁
N (e)

j , ̂︀ZkN
(e)
l

)︁
,

которые в низших порядках по z, k обусловливают
отличие уравнений (54) от системы Навье–Стокса (57).
Согласно определению (44), имеем

Φil(z, k) =
(︁
N (e)

i , ̂︀ZkN
(e)
l

)︁
=

=
1

2(2π)3

∫
dq
∑︁
i′,l′

̃︀Ci′i′′,l′l′′(q, k−q)×

×
(︁̃︀Ψ(k−q)

i′′
̃︀Ψ(q)

l′′ , N (k)
l

)︁(︁̃︀Ψ(k−q)
i′ Ψ

(q)
l′ , N (e)

i

)︁
, (59)

где ̃︀Ci′i′′l′l′′ =
∑︀
i*,l*

1
z+S(i*)

(k−q)+S(l*)
q

Ci*i′i′′,l*l′l′′ ; матрица C

определена посредством соотношения (42). Вся зави-



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 9

симость величин Φil(z, k) (59) от z и k содержится
в интегралах вида∫

dq

z + S(i*)
(k−q) + S(l*)

q

,

где S(i*)
k−q, S(l*)

q — собственные значения операторов̂︀Sk−q, ̂︀Sq, обращающихся в нуль при |k− q| → 0, |q| → 0
соответственно. В работе [4] было показано, что в слу-
чае z ∼ k , z ∼ k2 (т. е. в гидродинамической обла-
сти) подобные интегралы зависят от z и k подобно
z1/2, k1/2. Здесь, оставляя в стороне вычисление явной
зависимости величин Φil(z, k) от их аргументов, мы
рассмотрим влияние учета конечных размеров обла-
сти взаимодействия на свойства симметрии матрицы
Φil(z, k) по индексам i, l . Из (42), (59) следует, что
в пределе a → 0 матрица Ci*i′i′′,e*e′e′′ переходит в про-
изведение δ -символов δi*i′ · δl*l′ · δi′i′′ · δl′l′′ и Φil(z, k)
является симметричной относительной замены i ↔ l.
При конечных значениях a матрицы Cii′ , входящие
в (39), можно представить в виде Cii′ = δii′ + dii′ ,
C−1

i′′i = δi′′i − ̃︀di′′i, матрица dii′ симметрична, и ее
отличные от нуля компоненты могут быть записаны
в форме [6] d21 = d12 = Δ

5 ; d13 = 2Δ
5
√

3
= d23 = d31 = d32.

Учитывая эти свойства, получим для матрицы ̃︀Ci′i′′,l′l′′

в низших порядках по Δ выражение

̃︀Ci′i′′,l′l′′ = δi′i′′δl′l′′
1

z + S(i′)
k−q + S(l′)

q

+

+
[︂

1

z + S(i′′)
k−q + S(l′′)

q

· (δl′′ldi′′i + δi′′i′dl′′l′)−

− 1

z + S(i′)
k−q + S(l′)

q

· (δl′′l′di′′i′ + δi′′i′dl′′l′)
]︂
. (60)

Рассмотрим диагональные элементы матри-
цы Φll . Поскольку в этом случае величина(︁̃︀Ψ(k−q)

i′′
̃︀Ψ(q)

l′′ , N (e)
l

)︁(︁̃︀Ψ(k−q)
i′

̃︀Ψ(q)
l′ , N (e)

l

)︁
является симмет-

ричной относительно замены i′′, l′′ → i′, l′, то, заметив,
что члены, пропорциональные d , в матрице (61) ан-
тисимметричны относительно подобной перестановки,
заключаем, что элементы Φll не содержат вкладов
порядка ∼na3 от матрицы dij . Для недиагональных
элементов, однако, свойство антисимметричности

второго слагаемого в (61) приводит к нарушению
симметрии матрицы Φil с точностью до членов
порядка ∼na3 :

Φil −Φli =
1

2(2π)3
×

×
∫

dq
∑︁

i′′,l′′,i′,l′

[︃
1

Z + S(i′′)
k−q + S(l′′)

q

− 1

Z + S(i′)
k−q + S(l′)

q

]︃
×

× (δl′′l′di′′i′ + δi′′i′dl′′l′)×

×
[︂(︁̃︀Ψ(k−q)

i′′
̃︀Ψ(q)

l′′ ,N
(e)
l

)︁(︁̃︀Ψ(k−q)
i′

̃︀Ψ(q)
l′ ,N (e)

i

)︁
−

−
(︁̃︀Ψ(k−q)

i′
̃︀Ψ(q)

l′ ,N (e)
l

)︁(︁̃︀Ψ(k−q)
i′′

̃︀Ψ(q)
l′′ ,N

(e)
i

)︁]︂
.

Таким образом, учет конечности области взаимодей-
ствия приводит к неэрмитовости обобщенной матри-
цы коэффициентов переноса, определяющей структуру
нелокальных линеаризировагных гидродинамических
уравнений, причем эффекты нарушения симметрии
имеют, как в случае пренебрежениия диссипационными
явлениями [6], порядок ∼na3 .
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