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Проведено теоретическое исследование влияния электрического поля на процесс 1D- и 2D-тун-
нелирования в квантовой молекуле, находящейся в диэлектрической матрице и матрице из
метаматериала (с эффективно отрицательной диэлектрической проницаемостью) при конечной
температуре в одноинстантонном приближении. Показано, что устойчивый режим 2D-бифуркаций
в такой матрице может иметь место в существенно более узком диапазоне параметров по
сравнению с обычными диэлектрическими матрицами. Проведено качественное сравнение зависи-
мости вероятности 1D-диссипативного туннелирования от напряженности внешнего электрического
поля с экспериментальной туннельной вольт-амперной характеристикой для полупроводниковых
квантовых точек из InAS/GaAs.
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Введение

В настоящее время большой интерес вызывает но-
вый класс материалов — метаматериалов [1], обладаю-
щих уникальными свойствами в определенном частот-
ном диапазоне. Метаматериалы — это искусственные
композитные среды, состоящие из диэлектрических
или проводящих элементов, образующих регулярную
структуру, характеризующуюся отрицательной эффек-
тивной диэлектрической и магнитной проницаемостями
(ε и µ) и соответственно отрицательным коэффициен-
том преломления. На их основе возможна разработка
ряда уникальных устройств [1], таких как плоские
электромагнитные линзы, не имеющие дифракционного
предела (суперлинзы), маскирующие оболочки и т. д.,
что вызывает повышенный интерес к их практической
реализации. Помимо этого вызывает интерес проблема
управляемости наноструктур, находящихся в матрицах
из метаматериалов. В настоящей работе исследуется
проблема управляемости 2D-туннельных бифуркаций
в системах с квантовыми молекулами в диэлектри-
ческой матрице из метаматериала в условиях внеш-
него электрического поля при конечной температу-
ре. Использование науки о квантовом туннелировании
с диссипацией для изучения взаимодействия кванто-
вых молекул (КМ) с контактной средой оказывается
продуктивным, поскольку, несмотря на использование
инстантонных подходов, появляется возможность по-
лучить основные результаты в аналитической форме
с учетом влияния среды на процесс туннельного пе-
реноса, что в других часто используемых подходах не

представляется возможным [2–10]. В системе совме-
щенного АСМ/СТМ — металлическая квантовая точка
(КТ) удалось экспериментально пронаблюдать на тун-
нельной вольт-амперной характеристике (ВАХ) теоре-
тически предсказанный ранее режим 2D-бифуркаций
для КТ из коллоидного золота в матрице из обычно-
го диэлектрика [2, р. 408] и [10, c. 288]. Важным
вопросом при этом является выявление эксперимен-
тально реализуемого диапазона значений относитель-
ной диэлектрической проницаемости матрицы среды,
допускающего режим 2D-бифуркаций, включая область
отрицательных значений, что и соответствует матрицам
из метаматериалов.

Цель настоящей работы — теоретическое иссле-
дование диапазона управляющих параметров (напря-
женность электрического поля, температура и величи-
на относительной диэлектрической проницаемости для
матрицы из метаматериала), при которых реализуется
режим устойчивых 2D-бифуркаций в системе с КМ,
а также в системе «игла кантилевера совмещенного
АСМ/СТМ — КТ или КМ». Особое внимание уделе-
но проблеме управляемости двумерным диссипативным
туннелированием в системе взаимодействующих КМ,
моделируемых 2D-осцилляторным потенциалом в среде
с отрицательной диэлектрической проницаемостью во
внешнем электрическом поле. Проводится качественное
сравнение зависимости вероятности 1D-диссипативного
туннелирования от напряженности внешнего электри-
ческого поля с экспериментальной туннельной ВАХ для
полупроводниковых КТ из InAS/GaAs.
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1. Вероятность 2D-туннелирования в условиях
внешнего электрического поля в матрице

из метаматериала

Рассматривается одновременный туннельный пере-
нос двух частиц, которые слабо взаимодействуют друг
с другом. Если взаимодействие отсутствует, любая
из частиц движется независимо в своем собственном
двухъямном потенциале. Рассмотрим влияние взаимо-
действия частиц на смену режима туннелирования
с синхронного на асинхронный (эффект 2D-бифуркации
[2–10]) как функцию связи со средой — термостатом во
внешнем электрическом поле.

Выберем энергии потенциала каждой частицы U (q1)
и U (q2) в следующем виде:

U (q1) =
ω2(q1 + a)2

2
θ(−q1) +

[︂
∆I +

ω2(q1 − b)2

2

]︂
θ(q1),

U (q2) =
ω2(q2 + a)2

2
θ(−q2) +

[︂
∆I +

ω2(q2 − b)2

2

]︂
θ(q2),

(1)
где θ — единичная функция Хевисайда; q1, q2 —
координаты частиц. ∆I — параметр асимметрии по-
тенциала в двухъямном потенциале. При введении
взаимодействия между частицами в диполь-дипольном
приближении выбираем Vint в форме гармонического
потенциала «притяжения»

Vint = −α(q1 − q2)2

2
. (2)

Выбор 2D-потенциала в форме (1), (2) может со-
ответствовать следующей экспериментально реализу-
емой ситуации. На игле кантилевера совмещенного
АСМ/СТМ могут существовать неоднородные выступы
радиуса ∼ 1 нм (величина a в (1)). Ближайшая к этой
игле КТ из коллоидного золота может иметь радиус
4–5 нм (величина b в (1)). При этом туннельный
переход зарядов от иглы кантилевера к ближайшей
КТ может осуществляться по близким, параллельным
каналам туннельного тока. Выбирая два таких ближай-
ших параллельных канала туннельного тока с учетом
кулоновского взаимодействия между каналами в ди-
поль-дипольном приближении мы и получим модель-
ный 2D-осцилляторный потенциал в форме (1), (2).

Функция потенциальной энергии взаимодействия
может быть представлена в виде ряда по степеням па-
раметра (q1t−q2t)

2

R2
0

, где q1t и q2y — координты туннелиро-

вания, R0 — расстояние между «каналами» туннелиро-
вания. Для кулоновского отталкивания частиц в среде
(ε0 — диэлектрическая постоянная, ε — относительная
диэлектрическая проницаемость) получим

Vrep =
e2

εε0|R|
=

e2

εε0
[︀
R2

0 + (q1t − q2t)2
]︀1/2 ≈

≈ e2

εε0R0
− 1

2
· e2

εε0R0
· (q1t − q2t)2

R2
0

. (3)

Следовательно,

α=
e2

εε0R3
0

, (4)

где ε < 0 для метаматериалов.

Отрицательная гармоническая потенциальная энер-
гия (второе слагаемое в разложении) появляется, сле-
довательно, как эффективное притягивающее взаимо-
действие, хотя потенциал остается все время отталки-
вающим. Этот отрицательный вклад уменьшает оттал-
кивающий потенциал от его максимального значения
в R0 . Постоянная составляющая U (R0) = e2

εε0R0
может

быть включена в определение потенциальных энергий
отдельных частиц U (q1) и U (q2). Влияние электриче-
ского поля можно учесть через перенормировку пара-
метров a = ̃︀a = a0 + |e|E/ω2

0 , b = ̃︀b = b0 − |e|E/ω2
0 .

Для 2D-параллельного переноса с учетом взаимо-
действия частиц и перенормировки параметров потен-
циала во внешнем электрическом поле мы получим
перенормированный потенциал в виде

Up(q1, q2) =
2̃︀Up(q1, q2)

ω2 = (q1 + a)2θ(−q1) +

+
[︀
−(b2 − a2) + (q1 − b)2

]︀
θ(q1) +

(︀
q2 + a2)︀ θ(−q2) +

+
[︀
−(b2 − a2) + (q2 − b)2

]︀
θ(q2)−

α*

2
(q1 − q2)2. (5)

Мы предполагаем, что две частицы независимо
взаимодействуют с гармоническим термостатом. Такое
взаимодействие рассматривается в билинейном прибли-
жении. Динамика среды описывается осцилляторным
гамильтонианом (при этом используется система еди-
ниц, в которой h̄ = 1, kB = 1 и массы осцилляторов
равны 1)

Hph =
1
2

∑︁
i

(︀
P2

i + ω2
i Q

2
i
)︀
. (6)

Каждая из туннелирующих частиц (электроны или
эффективные заряды) взаимодействует с осциллятор-
ным термостатом следующим образом:

V (1)
p−ph(q1,Qi) = q1

∑︁
i

CiQi, V (2)
p−ph(q2,Qi) = q2

∑︁
i

CiQi.

(7)
Как и в работе [3], мы интересуемся вероятностью

переноса в единицу времени или, строго говоря, только
ее экспоненциальной частью, которая может быть запи-
сана в форме Лангера

Γ = 2T
ImZ
ReZ

. (8)

Для вычисления Γ удобно представить статистиче-
скую сумму Z в форме интеграла по траекториям [1–9]:

Z =
∏︁

i

∫
Dq1 Dq2 DQi exp[−S{q1, q2,Qi}]. (9)

Здесь S обозначает подбарьерное действие для всей
системы. Мнимая часть ImZ появляется благодаря
распадности энергетических уровней в исходной яме
потенциальной энергии. Справедливость этого прибли-
жения требует, чтобы диссипация была бы достаточно
сильной, так что реализуется только некогерентный
распад [3].

Интеграл (9) может быть взят по фононным коорди-
натам [3], в результате

S{q1, q2} =

β/2∫
−β/2

dτ

[︃
1
2
q2
1 +

1
2
q2
2 +V (q1, q2) +
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+

β/2∫
−β/2

dτ ′ D(τ − τ ′)[q1(τ) + q2(τ)]× [q1(τ ′) + q2(τ ′)]

]︃
,

(10)

где

D(τ) =
1
β

∞∑︁
n=−∞

D(vn) exp(iνnτ), (11)

β = h̄/(kBT ) — обратная температура (ниже мы пред-
полагаем, что h̄ = 1 и kB = 1), vn = 2πn/β является
мацубаровской частотой, и

D(vn) = −
∑︁

i

C2
i

ω2
i + v2

n
−
∑︁

i

C2
i

ω2
i

+ ξn. (12)

Траектория, которая минимизирует евклидово дей-
ствие S , может быть найдена из уравнений движения.
Моменты времен τ1 и τ2 , в которые частицы проходят
вершины барьера, определяются из следующих уравне-
ний:

q1(τ1) = 0, q2(τ2) = 0. (13)

В случае параллельно туннелирующих частиц ре-
зультирующее евклидово действие задается следующим
образом:

S = 2a(a + b)(τ1 + τ2)ω2 − 1
β
ω2(a + b)2(τ1 + τ2)2 −

− ω4(a + b)2(τ1 − τ2)2(︀
ω2 − 2α

)︀
β

− 2ω4(a + b)2

β
×

×
∞∑︁

n=1

⎡⎣
(︁
sin2 vnτ1 + sin2 vnτ2

)︁
v2
n
(︀
v2
n + ω2 + ξn

)︀ +
(sin vnτ1 − sin vnτ2)2

v2
n
(︀
v2
n + ω2 − 2α

)︀
⎤⎦ ,

(14)

где ξn определяется соотношением (12).
Ниже мы используем следующие обозначения:

ε= ε*ω= (τ1 − τ2)ω, τ = 2τ*ω= (τ1 + τ2)ω,

β* = βω/2, α* = 2α/ω2, b* = b/a

и предполагаем, что b > a .
С экспоненциальной точностью вероятность тунне-

лирования Γ0 оценивается как Γ0 ∼ exp(−S). Пред-
экспоненциальный множитель B определяется вкладом

траекторий, близко расположенных от инстантона. Для
его вычисления действие раскладывалось до квадра-
тичного члена по отклонениям q − qB и проводилось
интегрирование в функциональном пространстве. Выра-
жение для предэкспоненты с учетом влияния локальной
моды среды запишется в виде (П4) (см. приложение).
Как только траектория найдена, уравнения (13) могут
быть представлены в следующей форме (П5). Как было
показано нами в работе [2, p. 408], решение этой
системы позволяет выявить бифуркацию 2D-туннель-
ных траекторий, т. е. при определенном значении тем-
пературы β* либо параметра асимметрии потенциала,
связанного с величиной приложенного электрического
поля b* = b/a , либо коэффициента взаимодействия
α* = 2α/ω2 , (где α = e2/(εε0R3

0) зависит, в частно-
сти, от относительной диэлектрической проницаемо-
сти среды — термостата, для метаматериалов ε < 0).
Численный анализ системы (П5) позволяет также вы-
явить тонкую структуру перехода в окрестности точки
бифуркации, а именно режим квантовых биений для
параллельного переноса туннелирующих частиц. В ито-
ге вероятность 2D-туннелирования с экспоненциальной
точностью определяется как Γ = exp(−S), где S задает-
ся выражением (П1), с учетом решения системы (П5).

Cмена знака напряжения приводит к тому, что ис-
ходная асимметрия потенциала (правая потенциальная
яма глубже левой) только усиливается и симметрия
потенциала не достигается.

Решение системы уравнений (П5) позволяет выявить
бифуркацию 2D-туннельных траекторий при опреде-
ленных значениях температуры, либо параметра асим-
метрии потенциала, связанного с величиной внешнего
электрического поля, либо коэффициента взаимодей-
ствия α , который зависит от величины относитель-
ной диэлектрической проницаемости, отрицательной
для метаматериалов. Численный анализ системы (П5)
позволяет также выявить тонкую структуру перехода
в окрестности точки бифуркации, т. е. режим кван-
товых биений для параллельного переноса туннели-
рующих частиц (при этом кроме тривиального реше-
ния (П5) появляется еще дополнительное решение).

Зависимость вероятности туннелирования от вели-
чины напряженности электрического поля представлена
на рис. 1. На рис. 1, б выделяется область реализации
устойчивых 2D-бифуркаций. На рис. 1, а представле-

Рис. 1. Зависимость вероятности туннелирования от величины напряженности электрического поля. Кри-
вые 1 и 2 соответствуют синхронному и асинхронному переносу туннелирующих частиц. Точка пересечения

кривых — точка 2D-бифуркации. Рис. а является увеличенным фрагментом рис. б
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но начало этой области. В окрестности этой точки
(как и в окрестности точки завершения устойчиво-
го режима 2D-бифуркаций — рис. 1, а, б) реализу-
ется механизм квантовых биений, где конкурируют
между собой механизмы синхронного и асинхронного
переноса туннелирующих частиц. Выявлены области
реализации устойчивого эффекта 2D-бифуркаций и
численно проанализированы соответствующие границы
существования 2D-бифуркаций при изменении пара-
метров управления (обратная температура β , относи-
тельная диэлектрическая проницаемость среды-термо-
стата ε и параметр асимметрии 2D-потенциала системы
взаимодействующих КМ, слабо нелинейно зависящий
от величины напряженности внешнего электрического
поля). Соответствующая зависимость диапазона напря-
женности поля, при которой реализуются устойчивые
2D-бифуркации, в зависимости от величины обратной
температуры представлена на рис. 2.

На рис. 3 представлена «фазовая диаграмма» реали-
зации режима устойчивых 2D-бифуркаций туннельного
тока для КМ в матрице из метаматериала в зависи-
мости от управляющих параметров: обратной темпе-
ратуры, величины напряженности электрического поля

Рис. 2. Диапазон напряженности поля, при котором
реализуются устойчивые 2D-бифуркации, в зависимо-

сти от величины обратной температуры

Рис. 3. «Фазовая диаграмма» реализации режима
устойчивых 2D-бифуркаций туннельного тока для КМ
в матрице из метаматериала в зависимости от управ-
ляющих параметров — обратной температуры (β ),
величины напряженности электрического поля (или
параметра асимметрии потенциала b ), а также вели-
чины (отрицательной) относительной диэлектрической

проницаемости матрицы среды-термостата (ε)

(или параметра асимметрии потенциала), а также вели-
чины (отрицательной) относительной диэлектрической
проницаемости матрицы среды-термостата, в качестве
которой используется метаматериал.

2. Эффекты управляемости 1D-диссипативного
туннельного переноса. Качественное сравнение

с экспериментом

Проведенный аналитический расчет позволяет так-
же учесть роль влияния локальной моды термостата
на зависимость Γ = B exp(−S). Так, например, для
предэкспоненциального фактора с учетом влияния ло-
кальной моды среды-термостата можно получить зави-
симости, качественно напоминающие результаты рас-
четов для случая без учета локальной моды. Отличия
возникают в характере роста соответствующих кривых
при больших значениях параметра асимметрии, т. е.
с ростом приложенного напряжения или электрического
поля.

С учетом взаимодействия с локальной модой сре-
ды-термостата зависимость Γ = B exp(−S) демонстри-
рует особенности, представленные на рис. 4.

Рис. 4. Зависимость Γ = B exp(−S) от параметра
асимметрии потенциала с учетом взаимодействия с ло-

кальной модой среды-термостата

Дополнительный эксперимент по визуализации ло-
кальной плотности состояний в квантовых точках
InAs/GaAs методом комбинированной АСМ/СТМ был
выполнен в Казанском физико-техническом институте
КНЦ РАН при участии ННГУ им. Н.И. Лобачевского.
Схема эксперимента представлена на рис. 5.

Результаты сравнения таких дополнительных осо-
бенностей с экспериментальными ВАХ (для КТ из
циркония в матрице из оксида кремния, ННГУ
им. Н.И. Лобачевского; совместная работа «Визу-
ализация локальной плотности состояний в кван-
товых точках InAs/GaAs методом комбинированной
АСМ/СТМ», П.А. Бородин, А.А. Бухараев (Казанский
физико-технический институт КНЦ РАН); Д.О. Фила-
тов, Д.А. Воронцов и др. (ННГУ им. Н.И. Лобачевско-
го)) представлены на рис. 6.

Качественное сравнение модельной кривой вероят-
ности 1D-диссипативного туннелирования (с учетом
влияния локальной фононной моды среды-термостата)
и экспериментальной ВАХ для полупроводниковых КТ
из InAS/GaAs представлено на рис. 6.

Заключение

Таким образом, проведенный анализ продемонстри-
ровал качественное соответствие расчетных кривых для
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Рис. 5. Схема измерения токового изображения поверхностных КТ InAS/GaAs (а); АСМ-изображение
поверхности КТ InAs/GaAs (б). Размер кадра 750× 750 нм, диапазон высот 5.9 нм

Рис. 6. Сравнение теоретической кривой вероятности
туннелирования (пунктирная линия) в модели для
Γ = B exp(−S) в зависимости от напряженности поля
(или параметра асимметрии потенциала) с учетом
влияния локальной моды среды-термостата с экспери-

ментальной ВАХ (сплошная линия)

вероятности туннелирования с некоторыми эксперимен-
тальными ВАХ в схемах исследования управляемых
характеристик проводимости отдельных металлических
и полупроводниковых квантовых точек в системах
с совмещенными СТМ/АСМ. В работе также иссле-
дована зависимость напряженности поля, при которой
реализуются устойчивые 2D-бифуркации, от величины
обратной температуры. В отличие от обычных ди-
электрических матриц в случае метаматериала область
устойчивых 2D-бифуркаций значительно сужается, что
вероятно связано с инверсией знака взаимодействия
туннелирующих частиц. Следует отметить, что по-
лученные в данной работе теоретические результа-
ты не претендуют на количественное сопоставление
с экспериментом, а носят исключительно качественный
характер.

Приложение

В отсутствие взаимодействия с осцилляторами среды-тер-
мостата, т. е. при ξn = 0, действие (14) как функция парамет-
ров ε и τ принимает вид

S =
(a + b)2ω
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В случае взаимодействия с выделенной локальной модой
одноинстантонное действие запишем в виде
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Выражение для предэкспоненты с учетом влияния локаль-
ной моды среды запишем в виде
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Как только траектория найдена, уравнения (13) могут
быть представлены в следующей форме:
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2D bifurcation in a system of interacting quantum-dot molecules in the matrix of metamaterial
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Theoretical investigation of the electric field influence on 1D and 2D tunneling for quantum molecule (or parallel
interacting quantum molecules) in a heat — bath of dielectric or the metamaterial matrix (with efficiently negative
permittivity) under finite temperature, has been fulfilled. It is shown, that the stable 2D bifurcations in such matrix
are realized in more narrow region of parameters in comparison with case of usual dielectric matrix. The qualitative
comparison of 1D tunnel probability dependence from external electric field with experimental VAC characteristic
for semiconductive quantum dots from InAS/GaAs, has been also fulfilled.
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