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Исследован процесс ионизации двумерной квантовой точки полем линейно-поляризованной
электромагнитной волны. Впервые получены аналитические выражения для скорости ионизации и
парциальных вероятностей процесса в единицу времени. Изучена зависимость вероятности процесса
от параметров удерживающего потенциала и параметра Келдыша. Проведено сравнение результатов
работы с полученными ранее для одномерных и трехмерных наноструктур с короткодействующим
потенциалом.
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Введение

В последние годы актуально исследование кванто-
вых эффектов в низкоразмерных наноструктурах. Пе-
реход к системам пониженной размерности приводит
к новым физическим результатам, которые отличаются
как качественно, так и количественно от аналогичных
эффектов в трехмерном случае. В связи с этим возрас-
тает потребность детального количественного описания
свойств низкоразмерных систем во внешних электро-
магнитных полях.

Развитие нанотехнологий и успехи в создании мощ-
ных источников когерентного излучения стимулируют
теоретические и экспериментальные исследования про-
цесса ионизации наноструктур в интенсивных электро-
магнитных полях [1, 2].

Методы теоретического описания явления нелиней-
ной ионизации связанной системы в поле интенсивной
электромагнитной волны были предложены в работах
[3–7]. На основе этих методов, а также подходов,
развитых в [8, 9] и в монографиях [10–11], про-
ведены многочисленные теоретические исследования
фотоионизации атомов, ионов и полупроводников под
действием как сильного лазерного излучения, так и
в электромагнитных полях сложной конфигурации (см.,
например, [1, 2, 7, 12–15] и цитированную в этих
работах литературу).

В настоящей работе впервые исследован процесс
ионизации двумерной квантовой точки в переменном
электрическом поле, удерживающий потенциал которой
моделируется потенциальной ямой:

U (ρ) =

{︃
−U0, ρ=

√︀
x2 + y2 < a,

0, ρ > a,
(1)

где a — радиус квантовой точки, U0 — глубина
ямы. Такой вид двумерного удерживающего потенциала

используется в случае формирования квантовой точки
методом травления [16, 17].

Прежде чем приступить к решению поставленной
задачи, обсудим особенности явления ионизации дву-
мерной квантовой точки в поле электромагнитной вол-
ны на качественном уровне. Здесь мы будем следовать
анализу, проведенному в работе [3], где впервые рас-
сматривалась теория многофотонной ионизации атома
в переменном электрическом поле.

Пусть линейно-поляризованная электромагнитная
волна распространяется в направлении оси Z , т. е.
перпендикулярно к плоскости квантовой точки, а длина
волны много больше радиуса a ямы. Тогда электриче-
ское поле можно считать однородным и направленным
вдоль оси X :

E(t) = F cosωt, (2)

где F — амплитуда напряженности, ω — частота
волны.

Энергию связи электрона в двумерной квантовой
точке обозначим через ω0 = κ2/2, а действием магнит-
ного поля волны на нерелятивистский электрон будем
пренебрегать. Если напряженность электрического по-
ля волны удовлетворяет условию

Fa ≪ κ2 < 2U0, (3)

то в первом приближении можно пренебречь влиянием
поля волны на движение электрона в квантовой яме
(F ≪U0/a). Ширина потенциального барьера, оценива-
емая величиной

r0 =
κ2

F
,

удовлетворяет условию r0 ≫ a . В этом случае для опи-
сания процесса ионизации квантовой точки применимо
квазиклассическое приближение [3]. Время туннели-
рования определяется временем свободного пролета
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электрона через барьер со скоростью v ∼ κ

τ =
r0
v

=
κ

F
.

Если период волны больше величины τ , то электрон
проходит через барьер за время меньшее периода вол-
ны. Поэтому вплоть до частот волны порядка

ωτ =
F
κ

вероятность туннелирования не зависит от частоты ω
волны. Таким образом, если параметр Келдыша

γ =
ω

ωτ
=
κω

F

удовлетворяет условию γ≪ 1, то справедливо адиаба-
тическое приближение [11]:

wadiab =
ω

2π

2π
ω∫
0

w(F0 → F cosωt)dt.

При частотах ω> ωτ (γ > 1) электрон не успевает пре-
одолеть барьер за период волны и появляется частотная
зависимость вероятности туннелирования. При условии
γ≫ 1 и для важного случая не слишком высоких
частот, когда выполнено условие

ω≪ ω0 =
κ2

2
,

в работе [3] впервые было получено выражение для
вероятности ионизации атома, которое при низких ча-
стотах, когда γ≪ 1, переходит в обычную формулу для
туннельного эффекта, а при γ≫ 1 описывает многофо-
тонное поглощение.

1. Вероятность ионизации в поле
линейно-поляризованной электромагнитной волны

Вероятность ионизации квантовой точки в поле
сильной линейно-поляризованной волны вычислим на
основе метода работы [5]. Рассмотрим нестационарное
уравнение Шрёдингера в двумерной потенциальной
яме (1) в присутствии переменного электрического
поля (2):

i
∂ψ(ρ , t)

∂t
= (H0 − Fx cosωt)ψ(ρ , t), (4)

здесь H0 — гамильтониан электрона в свободном слу-
чае, когда нет переменного электрического поля

H0 = −1
2
∆2 +U0(ρ).

В работе используется атомная система единиц
h̄ = m = e = 1. Пусть в начальный момент времени
электрон находился в основном состоянии с энергией
E0 ≡ −κ2/2. Решение стационарного уравнения Шрё-
дингера для основного состояния электрона в двумер-
ной потенциальной яме (1) имеет вид [18]:

ψ0(ρ) = B

⎧⎨⎩
K0(κa)
J0(λa)

J0(λρ), ρ < a,

K0(κρ), ρ > a,
(5)

где J0(x) и K0(x) — функции Бесселя и Макдональда
нулевого порядка и приняты обозначения

κ=
√︀

2|E0|, λ=
√︀

2(U0 − |E0|),

B =
1√

πaK1(κa)

√︃
U0 − |E0|

U0
.

(6)

Условия непрерывности волновой функции и ее произ-
водной в точке ρ= a приводят к уравнению

λJ ′0(λa)
J ′0(λa)

=
κK′

0(κa)
K0(κa)

,

решение которого определяет энергию E0
(−U0 < E0 < 0) основного состояния электрона.

Функция Грина нестационарного уравнения Шрё-
дингера в области ρ > a является решением уравнения(︂

i
∂

∂t
+

1
2

(︂
∂2

∂x2 +
∂2

∂y2

)︂
+ xF cosωt

)︂
G(ρ, t,ρ′, t′) =

= iδ(ρ− ρ′)δ(t − t′).
Для квазистационарного режима уравнение (4) приво-
дится к интегральному уравнению

ψ(ρ , t) = −i

t∫
−∞

dt′
∫

dρ ′ G(ρ , t, ρ ′, t′)U (ρ′)ψ(ρ ′, t′),

(7)
где

G(ρ, t,ρ′, t′) =
θ(t − t′)

4π2

∫
dp1 dp2 exp

[︀
iξ(t)ρ− iξ(t′)ρ′]︀−

− i
2

t∫
t′

ξ2(τ)dτ,

ξ(t) = p−A(t) =
(︂
px+F

sinωt
ω

, py

)︂
.

При выполнении условия (3) отличие точной волновой
функции ψ(ρ ′, t′) от функции ψ0(ρ ′, t′), задаваемой
формулой (5), пренебрежимо мало в области ρ′ < a ,
а при ρ′ > a (a — радиус квантовой точки) функ-
ция U (ρ′) равна нулю. Тогда в формуле (7) функцию
ψ(ρ ′, t′) можно в первом приближении заменить на
волновую функцию (5) связанного состояния электрона
в квантовой точке для свободного случая. В результате
функция ψ(ρ , t) представляется в виде

ψ(ρ, t) =
i

4π2

t∫
−∞

dt2
∫

dp2 exp
{︂

ip2ρ+
iF sinωt

ω
−

−
ip2

2(t − t2)
2

+
ip2xF
ω2 (cosωt − cosωt2)−

iκ2t2
2

−

− i
F2

2ω2

(︂
t − t2

2
− 1

4ω

(︀
sin 2ωt − sin 2ωt2

)︀)︂}︂
g(ξ(t2)), (8)

где

g(ξ(t)) = πaB
(︀
ξ2 + κ2)︀{︂ 1

ξ2 − λ2 +
1

ξ2 + κ2

}︂
×

×
(︀
ξJ1(ξa)K0(κa)− κJ0(ξa)K1(κa)

)︀
, (9)

ξ=
√︁
ξ2(t2),

а величина B задается формулой (6).
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Для вычисления вероятности ионизации в единицу
времени надо вычислить полный поток частиц через
бесконечно удаленные (x →±∞) от центра квантовой
точки прямые, перпендикулярные оси x , т. е.

w = 2 lim
x→+∞

J(x, t). (10)

В (10) черта означает усреднение по периоду волны,
поток

J(x, t) =
∫

dy jx(ρ , t),

а плотность потока частиц

jx(ρ , t) =
i
2

(︂
ψ
∂ψ*

∂x
−ψ* ∂ψ

∂x

)︂
. (11)

Подставляем в (11) волновую функцию (8), вычисляем
интегралы по t1 и t2 и, учитывая, что вероятность
ионизации определяется потоком J(x, t) на бесконеч-
ности (|x| → ∞), вероятность процесса представляем
в виде суммы вероятностей многофотонных процес-
сов [3–5]:

w =
∑︁
n>ν

wn(F ,ω), (12)

wn(F ,ω) =
1
2π

∫
dp δ

{︂
p2

2
+
κ2

2
(1 +

1
2γ2 )− nω)

}︂
|F(p)|2,

где wn(F ,ω) — вероятность ионизации при поглощении
n фотонов, а величина

ν =
κ2

2ω

(︂
1 +

1
2γ2

)︂
определяет порог ионизации —- минимальное число
квантов, поглощение которых необхо-димо для выры-
вания электрона из квантовой точки.

Таким образом, расчет вероятности ионизации плос-
кой двумерной квантовой точки сводится к вычислению
интеграла

F =
in

2π

∫
dη g(ξ(η)) exp

{︂
−i
ω0

ω

[︂(︂
p2

κ2 + 1 +
1

2γ2

)︂
η+

+
2px

κγ
sin η+

1
4γ2 sin 2η

]︂}︂
, (13)

где g(ξ(η)) определяется формулой (9). В предель-
ном случае ω≪ ω0 , когда для ионизации требуется
поглощение большого числа фотонов, интеграл (13)
вычисляется методом перевала.

Уравнение для перевальных точек имеет вид

ξ2(η) = p2
y +

(︂
px +

F
ω

cosωη
)︂2

= −κ2.

Используя формулу (9), а также функциональные соот-
ношения для функций Бесселя

Jn(iz) = inIn(z), Jν(eπmi) = emπνiJν(z),

Iν(eiπnz) = einπνIν(z),

получаем

g(ξ)
⃒⃒√

ξ2=±iκ
= −πaκB{I1(κa)K0(κa) + I0(κa)K1(κa)} =

= −πB.

Учитывая также, что эффективные значения |px| и |py|
меньше κ , все величины, входящие в показатель экс-
поненты в (13), разлагаем до квадратичных членов
включительно. В итоге для величины |F |2 находим
представление

|F |2 =
Cωγ

2πω0

√︀
γ2 + 1

×

×exp
{︂
−2ω0

ω

[︂
f (γ)+

p2
x

κ2

(︃
Arsh γ− γ√︀

γ2 + 1

)︃
+

p2
y

κ2 Arshγ
]︂}︂

×

×

[︃
1 + (−1)n cos

(︃
4
ωpx
√︀
γ2 + 1

ω0κγ

)︃]︃
, (14)

где функция Келдыша

f (γ) =
(︂
1 +

1
2γ2

)︂
Arsh γ−

√︀
γ2 + 1
2γ

и принято обозначение

C = (πB)2 =
π

a2K2
1 (κa)

(︂
U0 − |E0|

U0

)︂
.

Формула (14) определяет в рассматриваемом ква-
зиклассическом приближении импульсное распределе-
ние вероятности wn(F ,ω) ионизации при поглощении
n фотонов. Для получения полной вероятности следует
подставить (14) в (12) и проинтегрировать по всем
возможным значениям импульса p электрона в конеч-
ном состоянии. При этом, как и в работе [5], вкладом
члена, содержащего быстроосциллирующий множитель
в квадратной скобке формулы (14), в полную вероят-
ность процесса будем пренебрегать. В итоге для вероят-
ности n-квантовой ионизации в поле линейно-поляри-
зованной волны нулевого уровня электрона в двумерной
квантовой точке получаем формулу

wn(F ,ω) =
Cωγ

4π2ω0

√︀
γ2 + 1

exp
[︂
−2ω0

ω
f (γ)

]︂
e−α(n−ν) ×

×
1∫
0

dt√
t

e−β(n−ν)t√
1− t

, (15)

где приняты обозначения

α= 2Arsh γ− 2γ√︀
γ2 + 1

, β =
2γ√︀
γ2 + 1

.

Быстрорастущая в показателе экспоненты формулы
(15) величина f (γ) в поле линейно-поляризованной
волны имеет такой же вид, как и в трехмерном или
одномерном случае [5], и впервые она была получена
в работе [3].

В отличие как от одномерной модельной задачи об
ионизации связанного уровня в поле короткодействую-
щих сил [2], так и от аналогичной задачи в трехмерном
случае [3–7], в рассматриваемом нами двумерном слу-
чае формула (15) допускает точное проведение сумми-
рования по квантовому числу n :

w =
∞∑︁

n>ν

wn(F ,ω) =
Cωγ

4π2ω0

√︀
γ2 + 1

exp
[︂
−2ω0

ω
f (γ)

]︂
×
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×
1∫
0

dt√
t − t2

(︀
1− e−(α+β)t

)︀ . (16)

Другой характерный только для двумерной задачи
результат состоит в том, для вероятности ионизации
с поглощением n фотонов в квазиклассическом при-
ближении, когда выполнены условия

F ≪ F0 = κ3,
ω0

ω
≫ 1,

где F0 = κ3 — характерная величина размерности поля
для связанной системы, также удается получить точное
аналитическое представление. Воспользовавшись зна-
чением интеграла

2∫
0

u(2ux − x2)ν−1e−µx dx =

=
√
π

(︂
2u
µ

)︂ν−1/2

e−uµΓ(ν)Iν−1/2(uµ) (µ > 0, Re ν > 0),

где Iν−1/2(x) — модифицированная функция Бессе-
ля мнимого аргумента, для парциальной вероятности
ионизации с поглощением n квантов с энергией h̄ω
каждый, находим компактное аналитическое представ-
ление

wn(F ,ω) =
Cωγ

4π2ω0

√︀
γ2 + 1

exp
[︂
−2ω0

ω
f (γ)

]︂
e−(n−ν)(α+β/2)×

× I0

(︂
1
2
β(n− ν)

)︂
. (17)

Важным частным случаем рассматриваемой задачи
является предельный случай адиабатического прибли-
жения, когда параметр γ≪ 1. В этом случае в иониза-
ции эффективно участвует большое число фотонов, и
суммирование по n в формуле

w =
∞∑︁

n>ν

wn(F ,ω),

где wn(F ,ω) определяется формулой (17), можно заме-
нить на интегрирование. Учитывая также соотношение

∞∫
0

e−αxI(ν)(βx)dx
βν√︀

α2 − β2(α+
√︀
α2 − β2)ν

(Re ν > −1, Reα > |Reβ|),

находим вероятность ионизации двумерной квантовой
точки в адиабатическом приближении

wadiab =

√
3F

4F0
C exp

(︂
−2F0

3F

)︂
.

Заметим, что зависимость вероятности процесса
от параметра F/F0 в предэкспоненциальном множи-
теле является линейной. Для сравнения соответству-
ющие расчеты без учета кулоновских поправок да-
ют wadiab ∼ (F/F0)1/2 в одномерном случае [5, 2] и
wadiab ∼ (F/F0)3/2 в трехмерном случае для основного
состояния электрона (n = l = 0) [5].

В другом предельном случае, когда γ ≫ 1, вероят-
ность ионизации задается формулой

w =
C
4π

exp
(︂
−F0

F
ln 2γ− 1/2

γ

)︂
, γ≫ 1.

Заключение

В последние годы для изучения нелинейных процес-
сов, происходящих в квантовых системах под действи-
ем интенсивных внешних полей, активно развиваются
численные методы. Численное интегрирование нестаци-
онарного уравнения Шрёдингера широко используется
при описании нелинейной ионизации атомов, молекул,
а также наноструктур. Несмотря на успехи, достиг-
нутые в этом направлении, развитие и использование
аналитических методов расчета многофотонных кван-
товых процессов в сильных внешних полях остается
актуальным благодаря их большой предсказательной
силе.

В работе впервые получены аналитические фор-
мулы, описывающие процесс нелинейной ионизации
двумерной квантовой точки полем электромагнитной
волны. В квазиклассическом приближении получены
аналитические выражения для скорости фотоиониза-
ции и парциальных вероятностей процесса ионизации
квантовой точки в единицу времени для любых значе-
ний параметра Келдыша и параметров удерживающего
потенциала (формулы (16) и (17)). Следует отметить,
что в одномерном, как и в трехмерном случае, такие
аналитические зависимости не удается получить. За-
висимости скорости ионизации от параметра Келдыша,
радиуса квантовой точки и глубины ямы представлены
на рисунке. Проведено сравнение результатов работы
с найденными ранее для одномерных и трехмерных
наноструктур с короткодействующим удерживающим
потенциалом. В адиабатическом приближении в форму-
ле для вероятности ионизации зависимость предэкспо-
ненциального множителя от напряженности электриче-
ского поля и размерности наноструктуры определяется
множителем (F/F0)n/2 , где n — размерность системы.

Зависимости скорости ионизации от параметра Кел-
дыша, радиуса квантовой точки и глубины ямы:
1 — a = 10 нм, U0 = 0.06 эВ; 2 — a = 20 нм,

U0 = 0.015 эВ; 3 — a = 30 нм, U0 = 0.04 эВ

Авторы выражают благодарность профессору
А.В. Борисову за полезное обсуждение результатов
работы и конструктивные замечания.
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Ionization two-dimensional quantum dot by field of electromagnetic wave
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The process of ionization two dimensional quantum dot by field of plane-polarized electromagnetic wave is
investigated. At first time the analitical expressions for rate of ionization and partial probabilities of the process
at one time are obtained. The dependence of probability of the process on parameters of confining potential and
Keldysh parameter is investigated. There is a comparison the results with previous results for one-dimensional and
three-dimensional nanostructures with short-range confining potential.
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