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Предложено параметризованное уравнение состояния, описывающее участок фазовой диаграммы
в области между критической и сверхкритической изотермами вплоть до плотностей, равных
критической плотности, в пределах точности эксперимента. Показано, что для этого необходима
информация о положении критической точки и о втором вириальном коэффициенте. Проанализиро-
ван вопрос о возможности использования двухпараметрических потенциалов для описания данной
области.
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Введение

В интенсивно исследуемой для различных веществ
сверхкритической области фазовых диаграмм [1–3]
наибольший интерес представляет интервал температур
между критической температурой Tc и сверхкритиче-
ской Tsc , т. е. интервал Tc 6 T 6 Tsc [4]. При данных
температурах сказывается влияние самых различных
факторов. Это и особенности двухчастичного потен-
циала взаимодействия [5–8], и необходимость учета
в ряде случаев квантовых эффектов [9–11], и необ-
ходимость учета многочастичных взаимодействий [12],
и учет особенностей поведения уравнения состояния
в окрестности критической точки [13–16].

Попытки одновременного учета всех этих факторов
исходя из первых принципов приводят к достаточно
громоздкой теории, перспективы эффективного исполь-
зования которой неочевидны. Так, если мы будем ис-
пользовать реалистические двухчастичные потенциалы
взаимодействия, то уже при не очень высоких плотно-
стях возникает вопрос о необходимости учета трехча-
стичных взаимодействий [12]. При этом в окрестности
критической точки возникают проблемы при количе-
ственном описании уравнений состояния практически
у любой теории возмущений [17, 18].

Хотя количественное описание всей фазовой диа-
граммы реальных веществ в настоящее время невоз-
можно, для конкретных областей это можно осуще-
ствить. Обращает на себя внимание тот факт, что в рас-
сматриваемой в настоящей работе области изменение
температуры несущественно. Поэтому в качестве ос-
новного приближения может использоваться уравнение
состояния, параметры которого не зависят от темпе-
ратуры. Кроме того, плотности, которые представляют
интерес, лишь ненамного превышают плотность крити-
ческой точки. В этом случае мы сможем рассматривать
всю область сверхкритического треугольника, верши-
нами которого являются критическая точка, сверхкри-
тическая точка и точка максимума флуктуаций на
сверхкритической изотерме. Эта область представляет
наибольший практический интерес [4]. При этом плот-

ности не превышают средних значений для однородной
фазы вещества.

Исходя из вышеизложенного, мы можем утвер-
ждать, что необходимыми свойствами может обладать
параметризованное уравнение состояния, полученное
на основе обобщенного приближения Ван Лаара для
свободной энергии [16]. При этом в качестве дополни-
тельного требования можно использовать лишь точное
воспроизведение известных вириальных коэффициен-
тов [19]. При этом вириальные коэффициенты должны
быть согласованы с экспериментальными данными, так
как эксперимент в конце концов определяет право-
мерность теории [20]. По способу своего построения
это уравнение должно точно воспроизводить положе-
ние критической точки, а корректное поведение этого
уравнения при малых плотностях позволяет описывать
рассматриваемую область фазовой диаграммы в преде-
лах точности эксперимента.

В качестве парного потенциала взаимодействия вы-
бираем широко известное выражение для потенциала
Леннарда-Джонса [21]
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)

, (1)

где параметры ε и σ определяются из условия точного
воспроизведения второго вириального коэффициента
в рассматриваемой области. Точное воспроизведение
второго вириального коэффициента для произвольных
температур с помощью данного потенциала невозможно
даже при квантово-механическом рассмотрении для
аргона, не говоря о более сложных молекулах [22].

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы по-
лучить уравнение состояния, которое описывает часть
фазовой диаграммы между критической и сверхкрити-
ческой изотермами в пределах точности эксперимента.
Это позволит получить параметры сверхкритической
точки и точки максимума флуктуаций на сверхкри-
тической изотерме [4] с высокой степенью точности.
Поскольку в этих точках, в отличие от критической,
нет особенностей, а все они жестко взаимосвязаны,
то данные расчеты позволяют оценить корректность
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нахождения самой критической точки, определение по-
ложения которой связано со значительными экспери-
ментальными сложностями [21, 22].

1. Обобщенное уравнение Ван Лаара

Рассмотрим систему N одинаковых частиц, которые
находятся в объеме V при температуре T . Для данной
системы запишем выражение для свободной энергии
в виде [16]

F = F0 −Nmε ln[1 + ϕ1/v + ϕ2/v2 + . . .]. (2)

Что касается выражения F0 , то его выбираем в вандер-
ваальсовском приближении для системы твердых сфер,
т. е. оно имеет тот же вид, что и в выражении для
свободной энергии, полученном из уравнения Ван Ла-
ара [4]

F0 = F̃0 −Nθ ln(1− b/v), (3)

где F̃0 — свободная энергия идеального газа; θ = kT ,
k — постоянная Больцмана; v =V/N — объем в расче-
те на одну молекулу; b — параметр, характеризующий
исключенный объем молекулы. Такой выбор F0 обу-
словлен тем, что мы рассматриваем плотности, которые
лишь ненамного превышают критическую плотность.
Для больших плотностей следует использовать более
точные, но и более сложные выражения для F0 , на-
пример уравнения типа Карнахана–Старлинга [23] либо
его обобщения, полученные в результате прогресса
в вычислении вириальных коэффициентов для систе-
мы твердых сфер [24, 25]. В этом случае уравнение
состояния будет описывать все три фазы вещества.
Для количественного описания следует использовать
более реалистические потенциалы для базовой системы
[26–29]. Как правило, это один из вариантов положи-
тельно определенного потенциала взаимодействия.

Переходим к стандартным обозначениям уравнения
Ван Лаара [16] и полагаем ϕi = dic (i > 2) и mε = a/c ,
ϕ1 = c . В этом случае выражение (2) с учетом (3)
принимает вид

F = F̃0 −Nθ ln(1−b/v)− a
c

ln[1+c/v+d2c/v2 + . . .]. (4)

Из соотношения (4) находим выражение для давления

p = −
(
∂F
∂V

)
T

. (5)

Согласно (4) и (5), получаем давление p , которое
представим в виде

p = p0(v, θ)− p1(v, θ), (6)

где

p0(v, θ) =
θ

(v − b)
, (7)

p1(v, θ) = − a + 2d2/v + . . .
v(v + c + d2c/v + . . .)

. (8)

Функция p0(v, θ) характеризует в основном отталки-
вание в системе и определяется базовой системой,
а p1(v, θ) характеризует в основном притяжение.

Соотношения (6)–(8) не налагают ограничений на
класс рассматриваемых функций. Они удобны для фи-
зического анализа экспериментальных данных, а также

для получения той информации, которая не может быть
непосредственно получена из эксперимента. Обычно
это связано с вычислением производных высших по-
рядков, возможности расчета которых на основе экспе-
риментальных данных сильно ограничены. Само урав-
нение Ван Лаара было получено на основе обобщения
описания экспериментальных данных для различных
веществ [4]. Обобщение этого уравнения явилось след-
ствием использования методов ускорения сходимости
рядов теории возмущений [16]. Они основываются на
использовании свойств гамильтониана системы и сле-
дующих из этого свойствах статистической суммы.

Величины a, b, c, d2, d3, . . . находятся из условия
точного воспроизведения положения критической точки
согласно условиям

∂p
∂v

= 0,
∂2p
∂v2 = 0, (9)

которые позволяют найти критический объем vc и
критическую температуру Tc , а также из условий вос-
произведения известных вириальных коэффициентов
[5, 19, 30]. Последнее требование, согласно (7), (8),
приводит к соотношениям

θb− a = θB2(θ),

b2θ− 2d2 + ac = θB3,

b3θ− 3d3 + acd2 + 2cd2 − ac2 = θB4,
· · ·

(10)

Здесь Bi — i -й вириальный коэффициент. Число ис-
пользуемых в системе (10) уравнений должно рав-
няться числу точно воспроизводимых вириальных ко-
эффициентов. При этом общее число используемых
параметров должно позволять уравнению состояния
точно воспроизводить положение критической точки,
т. е. должны выполняться соотношения (9).

Системы уравнений (9) и (10) отличаются тем,
что (9) выполняется в критической точке, а (10)
должна иметь место при произвольной температуре.
Поэтому температурное поведение двух параметров
мы должны постулировать. Отметим, что в подходах
Ван-дер-Ваальса и Ван Лаара все параметры явля-
ются постоянными, найденными в критической точке.
В данном же случае для выполнения условий системы
(10) ряд параметров должен зависеть от температуры.
Наиболее естественным является предположение, что
параметр b и последний из используемых параметров di
являются постоянными. Обобщение на более сложный
вариант интерполяции очевиден, но для этого следует
использовать дополнительную информацию либо о фа-
зовой диаграмме в целом, либо об используемом для
описания системы гамильтониане [16].

На рис. 1 и 2 приведены результаты проведенных
расчетов для уравнения состояния аргона pr = p/pc
(pc — давление в критической точке) как функция
vr = v/vc (vc — объем в критической точке в расчете
на одну частицу) при температуре T = 155 и 160 К
соответственно. Точками обозначены эксперименталь-
ные данные [22], пунктирная линия — результаты
расчетов по уравнению Ван Лаара, сплошная линия —
расчеты по обобщенному уравнению Ван Лаара с уче-
том второго вириального коэффициента согласно (6).



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ФИЗИКА 33

Рис. 1. Изотерма для аргона T = 155 К. Точками
обозначены экспериментальные данные, пунктирная
кривая получена из уравнения Ван Лаара, сплошная
кривая — из обобщенного уравнения Ван Лаара при

учете второго вириального коэффициента

Рис. 2. Изотерма для аргона T = 160 К. Точками
обозначены экспериментальные данные, пунктирная
кривая получена из уравнения Ван Лаара, сплошная
кривая — из обобщенного уравнения Ван Лаара при

учете второго вириального коэффициента

Оказалось, что для рассматриваемой области послед-
него приближения достаточно для описания экспери-
ментальных данных в пределах их точности. Учет
последующих вириальных коэффициентов не приводит
к значительному изменению уравнения состояния и
происходит в пределах точности экспериментальных
данных.

Последний факт позволяет сделать важный вывод.
Будем рассматривать плотности вплоть до плотностей
сверхкритического треугольника [4]. Тогда для коли-
чественного описания области между критической и
сверхкритической изотермами достаточно информации
о положении критической точки, а также информации
о зависимости второго вириального коэффициента от
температуры.

Это существенно упрощает исследование наиболее
значимой части сверхкритической области. По суще-
ству, оно сводится к использованию информации о по-
ложении критической точки и к использованию инфор-
мации о втором вириальном коэффициенте вещества
для рассматриваемого интервала температур. Интервал
температур между критической и сверхкритической

точками является достаточно узким для всех изучен-
ных веществ. Здесь можно существенно упростить
выбор потенциала для оценки высших вириальных
коэффициентов.

2. Второй вириальный коэффициент и потенциал
взаимодействия

Использование нами простого выражения для потен-
циала взаимодействия в форме (1) позволяет исполь-
зовать хорошо разработанный аппарат для вычисления
вириальных коэффициентов, а также учитывать кванто-
вые поправки. Для вычисления параметров потенциала
взаимодействия (1), как известно, достаточно знания
второго вириального коэффициента B2(θ) [31] в вири-
альном разложении
pv
θ

= 1 + B2(θ)/v + B3(θ)/v2 + B4(θ)/v3 + B5(θ)/v4 + . . . ,

(11)
где

B2(θ) =
Q2 −Q2

1

2V
,

B3(θ) =
V (Q3 − 3Q2Q1 + 2Q3

1)− 3(Q2 −Q2
1)

2

2V 2 , (12)

· · ·

Qi = i!
(

V
Z1

)i

Zi, (13)

Zi — i -частичная статистическая сумма [32]. В клас-
сическом приближении Qi превращается в i -частичный
конфигурационный интеграл, т. е.

Qi =
∫

exp(−Ui(q1, . . . , qi)/θ)dq1 · · ·dqi, (14)

где Ui(q1, . . . , qi) — потенциальная энергия системы из
i частиц.

Представление вириальных коэффициентов в (11)
через статистические суммы с помощью соотношений
(12)–(14) позволяет исследовать их наиболее общим
образом, т. е. с учетом как квантовых эффектов, так
и многочастичных взаимодействий. Это выгодно от-
личает подобное разложение урселловского типа от
разложения типа Майера, где основной подход предпо-
лагает классическое рассмотрение для двухчастичных
потенциалов, а все остальное учитывается с помощью
дополнительных процедур [31].

Рассматриваемый выше интервал температур Tc 6
T 6 Tsc позволяет подобрать постоянные значения для
параметров потенциала (1), которые позволяют описать
второй вириальный коэффициент в пределах экспери-
ментальной точности. Для аргона следует учесть и
небольшую квантово-механическую поправку, пропор-
циональную квадрату параметра де Бура [21]

Λ =
h

σ
√

mε
. (15)

Здесь m — масса частицы. Для подавляющего числа
веществ параметр де Бура (15) не превышает единицы.
Поэтому для рассматриваемого интервала температур
и плотностей можно использовать квазиклассическое
разложение по степеням Λ . Проблемы возникают лишь
при исследовании систем из гелия и молекулярного
водорода [21]. В этом случае необходимо проводить
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полное квантово-механическое вычисление вириальных
коэффициентов [31].

Для аргона уже при учете второго вириального
коэффициента в рамках предложенного уравнения уда-
лось описать экспериментальные данные в пределах
их точности, причем учет последующих вириальных
коэффициентов оставляет результат в тех же пределах.
Это говорит о том, что в данном случае вклады от
вириальных коэффициентов и взаимодействий более
высоких порядков в рамках предложенного варианта
теории возмущений в приближении имеющихся экспе-
риментальных данных пренебрежимо малы.

Использование потенциала взаимодействия, найден-
ного из первых принципов, в данном случае на уровне
статистической термодинамики, ничего не меняет, так
как в конечном счете здесь важны значения второго
вириального коэффициента, а они будут одинаковы. Но
в последнем случае мы имеем существенное усложне-
ние при вычислении вириальных коэффициентом выс-
ших порядков. Особенно это относится к тем случаям,
когда надо проводить полное квантово-механическое
рассмотрение. Все эти замечания не касаются еще
одной проблемы — проблемы получения достаточно
точных значений потенциала на малых расстояниях,
которая представляет серьезную сложность при его
определении из первых принципов. Значения потенци-
ала на малых расстояниях, как известно, достаточно
сильно определяют значения второго вириального ко-
эффициента и его зависимость от температуры.

Таким образом, предложенное параметризованное
уравнение состояния позволяет ограничиться при опи-
сании фазовой диаграммы в окрестности критической
точки информацией о положении критической точки
и вторым вириальным коэффициентом. То есть здесь
мы можем ограничиться двухчастичным потенциалом
взаимодействия.

Заключение

В настоящей работе были исследованы уравнения
состояния веществ в области температур Tc 6 T 6Tsc .
Это область между критической и сверхкритической
изотермами. Плотности рассматривались вплоть до об-
ласти сверхкритического треугольника. Они ненамно-
го превышают плотность системы в критической точ-
ке [4]. При этом использовано обобщенное приближе-
ние Ван Лаара для свободной энергии. В результате
получено необходимое уравнение состояния.

Расчеты были проведены на примере аргона, для
которого известны две экспериментальные изотермы,
находящиеся в рассматриваемой области. Это изотермы
для T = 155 и 160 K [22]. Вычисления были проведены
при учете пяти теоретически известных вириальных
коэффициентов для потенциала (1). В результате про-
веденных расчетов оказалось, что для описания рас-
сматриваемой области достаточно учета лишь второго
вириального коэффициента. Учет последующих коэф-
фициентов изменяет уравнение состояния в пределах
точности экспериментальных данных.

При рассмотрении уравнений на изотермах ниже
критической точки, как показали вычисления, в об-
ласти жидкой фазы согласие теории и эксперимента
имеется, но не настолько хорошее, как в исследуемой

области. Для улучшения ситуации необходимо исполь-
зовать более реалистическую базовую модель, т. е., по
существу, перейти к термодинамической теории возму-
щений, которая лучше учитывает поведение системы
при больших плотностях.

Что касается исследуемой области, то для количе-
ственного описания фазовой диаграммы в ней доста-
точно знания положения критической точки, а также
второго вириального коэффициента. Для подавляющего
числа веществ мы имеем такую информацию. Это
позволяет утверждать, что для них мы можем количе-
ственно описать данную область, включая положение
сверхкритической точки и точки максимума флуктуа-
ций на сверхкритической изотерме.

Знание второго вириального коэффициента доста-
точно для определения параметров двухчастичного по-
тенциала взаимодействия (1), для которого разработаны
различные варианты теории возмущений вычисления
свободной энергии для систем с таким потенциалом,
хорошо известны первые пять вириальных коэффици-
ентов и рассчитаны квантовые поправки для вириаль-
ных коэффициентов [31, 32]. Для этого потенциала
известно много исследований по методу молекулярной
динамики и методу Монте-Карло. Все это делает его
удобным для исследования.

Но данный потенциал имеет и очевидный недоста-
ток. При описании реальных веществ с его помощью
нельзя описать даже второй вириальный коэффициент
для произвольных температур при постоянных значе-
ниях параметров ε и σ . В рассматриваемом случае
это возможно, так как область изменения темпера-
тур небольшая. Здесь параметризованное уравнение
состояния эффективно для описания сверхкритической
области вещества.
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A parameterized equation of state for the region between the critical and supercritical isotherms
and the interaction potential
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A parameterized equation of state is suggested. It describes a part of the phase diagram in the region between the
critical and supercritical isotherms up to densities equal to the critical density, within the experimental error. It is
shown that this requires data on the position of the critical point and the second virial coefficient. The applicability
of two-parameter potentials to description of this region is analyzed.
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