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Введение

Метод конечных элементов (МКЭ) является од-
ним из самых эффективный методов для численно-
го решения задач математической физики и техники
[1–7]. Первые попытки применения метода конечных
элементов к расчету волноведущих систем относятся
к середине шестидесятых годов прошлого века. К этому
времени техника этого метода была хорошо разработа-
на, и он успешно применялся для решения граничных
задач механики. Были выписаны и исследованы вариа-
ционные функционалы для волноводов произвольного
типа [8]. Первые работы были посвящены расчетам
с помощью МКЭ металло-диэлектрических волноводов,
а затем разработанная в этих работах техника была
обобщена на открытые волноводные структуры [9–13].

Настоящая работа посвящена разработке и реа-
лизации эффективного численного алгоритма расчета
основных характеристик волноводов с диэлектриче-
ским заполнением на основе метода конечных эле-
ментов. Рассматривается полная векторная постановка
задачи. В результате использования техники метода
конечных элементов задача сводится к обобщенной
алгебраической проблеме собственных значений [12].
Матрицы, фигурирующие в постановке этой задачи,
являются незнакоопределенными симметричными лен-
точными матрицами высокого порядка. Их фактори-
зация, необходимая для последующего использования
итерационных методов, требует специальной стратегии,
позволяющей учесть все вышеперечисленные особенно-
сти. В качестве таковой была разработана стратегия,
основанная на одном из вариантов метода Банча - мето-
де Банча-Кауфман, которая предоставляет возможность
разрешить проблемы, связанные со спецификой данных
матриц [13, 14]. Важное место в данном алгоритме
занимает использование оптимальной схемы хранения
элементов матриц, а также методики построения таких
матриц, одним из вариантов которой является исполь-
зование опорных матриц.

1. Постановка краевой задачи

В регулярном волноводе прямоугольного поперечно-
го сечения D с идеально проводящими стенками [15]

введем декартову систему координат, направив ось z
вдоль оси волновода, а оси x и y — параллельно
границам сечения.

Решая систему уравнений Максвелла для гармони-
ческих электромагнитных полей, т. е. разыскивая реше-
ние в виде

E(x, y, z, t) = E(x, y, z, )e−iωt;

H(x, y, z, t) = H(x, y, z, )e−iωt

и выражая вектор электрического поля E через вектор
магнитного поля H , запишем уравнение для магнитной
составляющей поля:

rot
(
ε−1 rotH

)
− k2µH = 0. (1)

Граничное условие для вектора E в случае идеаль-
ной проводящей стенки [E × n]∂D = 0 переходит в два
граничных условия для вектора H :

[
ε−1 rot H̃ × n

]
z

∣∣∣
∂D

= 0,

nx

(
H̃x − ∂xH̃z

)
∂D

= ny

(
∂yH̃z − H̃y

)
∂D

.
(2)

Граничные условия (2) являются для поставленной
задачи естественными [3].

Рассматривая модовые решения вида H(x, y, z) =
= H(x, y)eiβz, где β — постоянная распространения, и
производя замену переменных H̃x = iβHx; H̃y = iβHy;
H̃z = Hz, после несложных преобразований получим
систему уравнений, записанную в матричном виде:

AH̃ = β2BH̃. (3)

Здесь матрицы A и B имеют следующий вид:

A =


− ∂

∂y

(
ε−1 ∂

∂y

)
− k2µ

∂

∂y

(
ε−1 ∂

∂x

)
0

∂

∂x

(
ε−1 ∂

∂x

)
− ∂

∂x

(
ε−1 ∂

∂x

)
− k2µ 0

0 0 0

 ,

2 ВМУ. Физика. Астрономия. № 3



4 ВМУ. Серия 3. ФИЗИКА. АСТРОНОМИЯ. 2014. № 3

B =



−ε−1 0 ε−1 ∂

∂x

0 −ε−1 ε−1 ∂

∂x

∂

∂x
ε−1 ∂

∂y
ε−1

− ∂

∂x

(
ε−1 ∂

∂x

)
−

− ∂

∂y

(
ε−1 ∂

∂y

)
− k2µ


, (4)

а H̃ =
{
H̃x, H̃y, H̃z

}T
.

2. Построение матриц

При применении метода конечных элементов весьма
трудоемким является построение матриц и, в част-
ности, матрицы жесткости A. В настоящей работе
реализован достаточно простой метод, состоящий из
двух этапов. На первом (основном) этапе формируются
связанные с конечными элементами матрицы - эле-
ментные матрицы, которые затем помещаются («вмо-
раживаются») в опорные нулевые матрицы. На втором
этапе собирается исходная матрица путем простого
суммирования опорных матриц.

Проведем триангуляцию области поперечного сече-
ния D, введя в этой области равномерную прямо-
угольную сетку с шагом hx вдоль оси x и шагом hy
вдоль оси y . Каждый из полученных таким образом
прямоугольников размером hx × hy разделим диагона-
лью, идущей слева направо и сверху вниз, на два
треугольных элемента: нижний T1 и верхний T2 .

Построим элементные матрицы. Аппроксимируем
компоненты вектора магнитного поля H̃ на элементе T1
следующим образом:

H̃ I
x =

∑
α=i,m,n

Φα

(
H̃x

)
α
;

H̃ I
y =

∑
α=i,m,n

Φα

(
H̃y

)
α
; (5)

H̃ I
z =

∑
α=i,m,n

Φα

(
H̃z

)
α
,

где
(
H̃q

)
α

— значение H̃q в α-м узле, α = i,m,n —

вершины треугольника T1 , q = x, y, z, Φi = x/hx;
Φm = y/hy; Φn = 1− x/hx − y/hy — линейные базисные
функции.

Рассмотрим уравнение (3), матрицы A и B которого
имеют вид (4), на элементе T1 и заменим вектор H̃

аппроксимирующим его вектором H̃I =
{
H̃ I

x , H̃ I
y , H̃ I

z

}T
.

Применяя стандартную технику метода конечных эле-
ментов и учитывая вид матриц (4) и формулы (5),
получим уравнение (3) на элементе T1 в виде

Ã1H̃I = β2B̃1H̃I , (6)

где

H̃I =
{(

H̃x

)
i
;
(
H̃y

)
i
;
(
H̃z

)
i
;
(
H̃x

)
m

;
(
H̃y

)
m

;
(
H̃z

)
m

;

(
H̃x

)
n
;
(
H̃y

)
n
;
(
H̃z

)
n

}T
, (7)

а матрицы Ã1 и B̃1 размером 9× 9 имеют блочную
структуру. Блоками являются квадратные матрицы:
ÃI
αγ, α, γ = i,m,n, размером 3× 3. Матрицы Ã1 и B̃1 ,

связанные с элементом T1 , называются элементны-
ми [16].

Для элемента T2 проведем аналогичную процедуру
построения элементных матриц Ã2 и B̃2 .

Рассмотрим теперь процесс сборки матриц. Обо-
значим протяженность сечения D вдоль оси x через
Lx = hx × Nx, а вдоль оси y — через Ly = hy × Ny.
Тогда сечение D будет разбито на Ne элементов,
где Ne = 2Nx × Ny. Занумеруем элементы снизу вверх,
переходя от столбца к столбцу слева направо. Ана-
логичным образом пронумеруем и узлы нашей сетки
(число узлов Nu = (Nx + 1) × (Ny + 1)). Каждому узлу
ставится в соответствие три величины H̃x, H̃y, H̃z —
компоненты вектора магнитного поля.

Переформулируем задачу (6), (7) таким образом,
чтобы полученная задача включала в себя все элементы
вида T1 или T2 .

Произвольному элементу T 1 с номером k соответ-
ствуют узлы с номерами N1, N1+1, N1+Ny+1. Уравне-
ние (6) будет иметь на элементе T 1 вид

Ã1H̃k = β2B̃1H̃k,

где

H̃k =
{(

H̃x

)
N1+Ny+1

;
(
H̃y

)
N1+Ny+1

;
(
H̃z

)
N1+Ny+1

;(
H̃x

)
N1+1

;
(
H̃y

)
N1+1

;
(
H̃z

)
N1+1

;
(
H̃x

)
N1

;
(
H̃y

)
N1

;
(
H̃z

)
N1

}T
,

Теперь уравнение (6) можно записать следующим об-
разом:

ÃkH̃u = β2B̃kH̃u. (8)

Здесь вектор H̃u имеет вид

H̃u =
{(

H̃x

)
1
;
(
H̃y

)
1
;
(
H̃z

)
1
;
(
H̃x

)
2
; . . . ;

(
H̃z

)
Nu−1

;(
H̃x

)
Nu

;
(
H̃y

)
Nu

;
(
H̃z

)
Nu

}T
,

а блочная матрица Ãk

Ãk =



Θ · · · Θ Θ · · · Θ · · · Θ

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Θ · · · Ã1

nn Ã1
nm · · · Ã1

ni · · · Θ

Θ · · · Ã1
mn Ã1

mm · · · Ã1
mi · · · Θ

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Θ · · · Ã1

in Ã1
im · · · Ã1

ii · · · Θ

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
Θ · · · Θ Θ · · · Θ · · · Θ


,

где блоки ÃI
αγ, α, γ = i,m,n, размером 3× 3 распо-

ложены на пересечении строк и столбцов с номера-
ми N1 , N1+1 и N1+Ny+1, а Θ — нулевая матрица
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размером 3× 3. Матрица B̃k имеет вид, аналогичный
матрице Ãk . Элементные матрицы оказываются, таким
образом, «вмороженными» в нулевые опорные матрицы.

Проводя аналогичные рассуждения для всех элемен-
тов типа T1 , приходим к Nx ×Ny уравнениям типа (8)
для элементов с номерами k = 1, 3, . . . , 2Nx × Ny−1.
Аналогично, проводя для элементов типа T2 подобную
процедуру, снова получаем Nx ×Ny уравнений для эле-
ментов с номерами k = 2, 4, . . . , 2Nx ×Ny.

В результате получаем следующую обобщенную за-
дачу на собственные значения:

ÃH̃u = β2B̃H̃u, (9)

где

Ã=

2NxNy∑
k=1

Ãk

 ; B̃ =

2NxNy∑
k=1

B̃k

 .

Сборка матрицы жесткости Ã и матрицы B̃ сводится
к простому суммированию опорных матриц.

Фигурирующие в уравнении (9) матрицы Ã и B̃
обладают следующими свойствами. Матрицы Ã и B̃
являются симметричными, однако не являются знако-
определенными. Матрица Ã — вырожденная, поэтому
прибавим к обеим частям равенства (9) выражение
−k2µε̃B̃H̃u , где ε̃ = max ε . В результате получим задачу
на собственные значения, матрица которой уже не
является вырожденной. Матрицы Ã и B̃ являются
ленточными матрицами, причем для приведенного раз-
биения прямоугольного сечения D принятая нумерация
узлов является оптимальной с точки зрения мини-
мизации ширины ленты, которая оказывается равной
Sh = 3(Ny + 2).

3. Факторизация матрицы жесткости
с использованием стратегии Банча–Кауфман

Исходная задача (3) с помощью техники метода
конечных элементов сводится к обобщенной алгеб-
раической проблеме собственных значений (9). Для
ее решения применяется метод обратных итераций со
сдвигом [17], что приводит к решению итерационной
системы уравнений вида(

Ã− λkB̃
)

yk+1 = B̃xk, k = 1, 2, . . . . (10)

При факторизации матрицы
(
Ã− λkB̃

)
возникает

ряд проблем. Поскольку матрицы Ã и B̃ , а следователь-
но, и матрица Λk = Ã− λkB̃ — незнакоопределенные,
то невозможно применение метода Холецкого [12].
Применение методов с пивотированием (выбором глав-
ного элемента) по строкам либо по столбцам, также
невозможно, поскольку матрица Λk уже перестает быть
ленточной. Нельзя использовать и метод Гаусса без
пивотирования, поскольку на главной диагонали мат-
рицы в процессе факторизации могут появиться малые
элементы.

Наиболее целесообразным в данном случае оказыва-
ется применение метода, основанного на предложенной
в диссертации Джемса Банча (Калифорнийский уни-
верситет в Беркли) в 1969 г. стратегии устойчивого

алгоритма для обработки симметричных незнакоопре-
деленных матриц и ее модификации, известной как
стратегия Банча–Кауфман [13].

Пусть симметричная невырожденная матрица A =
= (aij), i, j = 1,n, представлена в блочном виде:

A =

(
S CT

C B

)
, где S — невырожденная подматри-

ца размера k× k, k < n. Тогда матрица A может
быть представлена в виде произведения трех матриц
A = L1D1LT

1 , причем L1 — нижнетреугольная матрица,

а D1 =

(
S 0

0 D̃1

)
— блочно-диагональная матрица.

Производя аналогичную процедуру с матрицей D̃1 ,
т. е. представляя ее в виде D̃1 = L̃2D̃2L̃T

2 , записыва-
ем матрицу A как произведение матриц L1L2D2LT

2 LT
1 .

Здесь L̃2, D̃2 — матрицы размера (n− k) × (n− k);

L̃2 — нижнетреугольная матрица, D̃2 =

(
S1 0

0 D̃3

)
—

блочно-диагональная, S1 — матрица размера k1 × k1,
а матрицы L2, D2 размера n× n имеют блочную струк-
туру и содержат в качестве блоков матрицы S, S1,
L̃2 и D̃2.

Повторяя затем эту процедуру, производим разложе-
ние матрицы A и получаем ее представление в факто-
ризованном виде: A= L1L2 · · ·Li−1LiDiLT

i LT
i−1 · · ·LT

2 LT
1 ≡

≡ LDiLT , где L — нижнетреугольная матрица.
В разработанной Банчем и Кауфман стратегии пред-

полагается в качестве Sk на k-м шаге выбирать мат-
рицу 1× 1 (скалярный шаг исключения) или 2× 2
(блочный шаг) в зависимости от некоторого условия.

Применяя теперь описанный алгоритм к матрицам
D1, D2 и так далее, производим разложение матрицы A
до тех пор, пока получаемая матрица D̃i не будет иметь
порядок 1× 1 или 2× 2.

Матрицы A и B задачи (6) являются разрежен-
ными матрицами ленточной структуры. Но посколь-
ку при факторизации матриц происходит заполнение
внутри ленты, компактное хранение их в строчном
формате одним из стандартных методов оказывается
неэффективным. Возможно также при обработке мат-
риц увеличение ширины ленты на единицу. Наиболее
соответствующей применяемому методу факторизации
матриц, основанному на процедуре Банча–Кауфман,
является диагональная схема хранения симметричных
матриц [16]. В виде прямоугольного массива хранится
нижняя половина ленты. Если матрица A размером
N ×N такова, что полуширина ее ленты равна NS,
то с учетом возможного увеличения NS на единицу
при факторизации для ее хранения создается пря-
моугольный массив LS размером N × (NS + 1). При
записи матрицы A в массив LS пересчет индексов осу-
ществляется следующим образом: пусть элемент aij ∈ A
записывается как элемент bgh ∈ LS. Тогда индексы (i, j)
и (g,h) связаны соотношениями g = i , h = j+NS+1− i,
а обратный переход от (g,h) к (i, j) производится по
формулам i = g , j = g + h− (NS + 1).

Тестирование реализующей предложенный алгоритм
программы происходило на волноводе без заполнения
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и на волноводе с кусочно-постоянным заполнением.
На рис. 1 показаны варианты заполнения сечения
волновода, а на рис. 2–4 показаны дисперсионные
кривые основной моды для пустого волновода и вол-
новода с различным кусочно-постоянным заполнением.
На всех рисунках точному решению соответствует
сплошная кривая. На рис. 2 приведена дисперсион-
ная кривая основной моды пустого волновода. Значе-
ния, рассчитанные с помощью предлагаемого алгоритма
с использованием процедуры Банча–Кауфман (БК-ал-
горитма), отмечены кружками. На рис. 3 приведена

Рис. 1. а — Симметричное трехкомпонентное сечения
волновода: диэлектрическая проницаемость централь-
ной части равна ε1 , диэлектрическая проницаемость
боковых частей равна ε . б — Двухкомпонентное
сечения волновода: диэлектрические проницаемости

частей равны ε1 и ε

Рис. 2. Дисперсионная кривая основной моды пустого
волновода. Сплошная кривая соответствует точному
решению, рассчитанные значения отмечены кружками

Рис. 3. Дисперсионная кривая основной моды волново-
да с симметричным трехкомпонентным сечением при
следующих значениях геометрических и материаль-
ных параметров: d/a = 0.5; ε1 = 2; ε = 3. Сплошная
кривая соответствует точному решению, рассчитанные

значения отмечены кружками

Рис. 4. Дисперсионная кривая основной моды волно-
вода с двухкомпонентным сечением при следующих
значениях геометрических и материальных парамет-
ров: d/a = 0.5; ε1 = 2; ε = 1. Сплошная кривая со-
ответствует точному решению, рассчитанные значения

отмечены кружками

дисперсионная кривая основной моды волновода, сече-
ние которого имеет вид, изображенный на рис. 1, а).
Кружками отмечены значения, рассчитанные на основе
БК-алгоритма. На рис. 4 приведена дисперсионная кри-
вая основной моды волновода, сечение которого имеет
вид, изображенный на рис. 1, б). Кружками отмечены
значения, полученные с использованием БК-алгоритма.
Результаты тестирования показали, что применение для
факторизации возникающих в методе конечных элемен-
тов матриц процедуры, основанной на стратегии Бан-
ча–Кауфман, позволяет построить весьма эффективный
алгоритм расчета дисперсионных кривых металло-ди-
электрических волноводов со сложным заполнением.
При этом важное место в данном алгоритме занимает
использование оптимальной схемы хранения элементов
матриц, а также методики сборки таких матриц, осно-
ванной на применении опорных матриц.

Заключение

Использование методики, основанной на примене-
нии при факторизации матриц метода Банча — Ка-
уфман в сочетании с диагональной формой хране-
ния элементов матриц и применения опорных матриц
при матричной сборке, позволяет построить достаточно
простой и надежный алгоритм численного решения
спектральных задач математической теории волново-
дов в полной векторной постановке. Он может быть
распространен на случай анизотропного, кирального и
биизотропного заполнения, а также использован для
построения блока расчета прямой задачи в алгоритме
решения задачи синтеза волноводов. Задачи синтеза
ставятся как задачи математического проектирования
для определения основных параметров волновода, при
которых он обладает требуемыми техническими и экс-
плуатационными характеристиками. Характерной осо-
бенностью таких задач является то, что, в отличие
от обратных задач распознавания, в задачах синтеза,
как правило, отсутствует требование единственности
решения. Наиболее полный и универсальный подход
к решению задач синтеза волноводов заключается
в рассмотрении таких задач как математически некор-
ректных, с применением для их решения метода регу-
ляризации А.Н.Тихонова. Такой подход был предложен
в работах А. Г. Свешникова и А.С. Ильинского [18–19].
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Используются вариационные постановки задач синтеза,
строится оценивающий функционал и затем ищется его
экстремум, что требует многократного решения прямой
задачи расчета волновода с направленно изменяемыми
оптимизационными параметрами.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект
№ 12-01-00479).
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Abstract—An algorithm for the numerical solution of the problem for eigenvalues in a waveguide in the complete
vector statement using the finite-element method and the Bunch—Kaufman procedure for the factorization of the
matrix of the derived set of linear algebraic equations was built and implemented.
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