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Исследуется возможность оценивания значения функции в заданных точках ее области опре-
деления по измерениям конечного числа ее линейных функционалов; измерения сопровождаются
случайной погрешностью. Указано линейное конечномерное подпространство, проекция на которое
поддается оценке с конечной погрешностью, дан метод оценивания этой проекции с контролем
точности. Используется математический аппарат редукции измерений Ю.П. Пытьева. Приведен
пример оценивания спектра излучения по данным измерения на двухщелевом спектрометре.
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Введение

В экспериментальных исследованиях, как правило,
результатом измерения является конечный набор чисел,
каждое из которых является значением функционала
некоторой искомой функции, искаженным (случайной)
погрешностью. По набору этих функционалов требуется
оценить значение функции в заданном наборе точек ее
области определения.

Типичной является задача, в которых результат
измерения имеет вид

ξi =
∫

λ′∈X

a(λ′,λ′
i)g(λ′)dλ′ +νi = (ai, g)+νi, i = 1, . . . ,n,

(1)
где ai(·) = a(·,λ′

i) , а a(·, ·) — аппаратная функция
измерительного прибора, на вход которого подан сиг-
нал g(·) . К ним относятся задачи повышения разреше-
ния в оптике и спектрометрии [1, 2], радиовидении [3]
и другие [4].

В настоящей статье для получения оценки функции
g(·) используется математический аппарат редукции
измерений, данный в терии измерительно-вычислитель-
ных систем [4–6]. Оценка значений функции в задан-
ном наборе точек интерпретируется как результат изме-
рения этой функции с помощью некоторого идеального
измерительного прибора или ближайшего к нему при
дополнительном ограничении на уровень погрешности
на его выходе. Функция g(·) рассматривается как пред-
ставитель класса эквивалентных функций, являющихся
элементом лебегова пространства L2(X) . Исследуются
предельно достижимые точности оценивания значения
функции g(·) в заданных точках области ее опреде-
ления, дается метод этого оценивания. Эффективность
предложенного метода демонстрируется на примере за-
дачи повышения разрешения в спектрометрии.

1. Постановка и решение задачи оценивания
элемента бесконечномерного гильбертова

пространства по измерению конечного числа
функционалов

Пусть g — неизвестный элемент пространства
L2(X) , он измеряется в эксперименте по схеме (1). Пе-
репишем ее как схему измерений значений n линейных
функционалов g в виде

ξi = (ai, g) + νi, i = 1, . . . ,n; (2)

здесь {ξ1, . . . , ξn} = ξ ∈ Rn , {ν1, . . . , νn} = ν ∈ Rn —
элементы n-мерного евклидова пространства, задан-
ные своими координатами, ai ∈ L2(X) заданы своими
представителями, являющимися линейно независимы-
ми кусочно-непрерывными функциями на X , g = g(·) :
X → R1 — априори неизвестный элемент простран-
ства L2(X) . Вектор ν ∈ Rn — случайный вектор
с нулевым математическим ожиданием и невырожден-
ным ковариационным оператором Σ ∈ (Rn →Rn) . Этот
вектор моделирует случайную погрешность, которая
сопровождает результат измерения набора линейных
функционалов. Априорная информация об элементе
g ∈ L2(X) отсутствует.

Схему измерений (2) можно переписать в векторном
виде

ξ = Ag + ν , (3)
где оператор A для каждого g ∈ L2(X) ставит в соот-
ветствие вектор Ag ∈Rn c координатами

(Ag)i = (ai, g), i = 1, . . . ,n. (4)

Задача состоит в том, чтобы указать, какая инфор-
мация о значениях функции g(·) в произвольно за-
данных точках x1, . . . , xN ∈ X содержится в результате
измерения (2), и получить как можно более точную
оценку этой информации. В точках x1, . . . , xN ∈ X
функции ai(·) , i = 1, . . . ,n, непрерывны.

Определим предельные возможности восстанов-
ления g из измерений (2), сформулировав два
утверждения.
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Утверждение 1. Вектор ξ ∈ Rn не зависит от
проекции g ∈ L2(X) на ортогональное дополнение
L⊥(a1, . . . ,an) к линейной оболочке L(a1, . . . ,an) эле-
ментов ai ∈ L2(X) , i = 1, . . . ,n.

Действительно, раскладывая L2(X) в прямую сум-
му L2(X) = L(a1, . . . ,an) ⊕ L⊥(a1, . . . ,an) и записывая
g = Pg + (I −P)g , где P — ортогональный проектор на
L(a1, . . . ,an) , получим ξi = (ai,Pg)+(ai, (I −P)g)+νi =
= (ai,Pg) + νi .

Следовательно, вся информация об элементе
(I −P)g в измерениях (2) отсутствует, и имеет смысл
оценивать только элемент Pg , который представим
в виде

Pg =
n∑

j=1

fjaj, (5)

где f1, . . . , fn ∈ R1 — коэффициенты разложения Pg по
a1, . . . ,an . Подставим (5) в (3) и (4), получим

(Ag)i = (ai,Pg + (I −P)g) =
n∑

j=1

(aj,ai)fj, i = 1, . . . ,n,

ξ = Bf + ν. (6)

Здесь f ∈ Rn — вектор с координатами f1, . . . , fn , а ли-
нейный оператор B ∈ (Rn →Rn) задан своей матрицей
Bij = (ai,aj) , i, j = 1, . . . ,n .

Поскольку в точках x1, . . . , xN ∈ R1 функции ai(·) ,
i = 1, . . . ,n, непрерывны, то N значений проек-
ции Pg(·) в этих точках можно рассматривать как ко-
ординаты ui вектора u ∈ RN и определить следующим
образом:

ui = Pg(xi) =
n∑

j=1

fjaj(xi), i = 1, . . . ,N ,

и можно записать u =U f ∈RN , где линейный оператор
U ∈ (Rn → RN ) определен своей матрицей Uij = aj(xi) ,
i = 1, . . . ,N , j = 1, . . . ,n.

Задача оценивания значений элемента Pg в точках
x1, . . . , xN непрерывности функций aj(x) , j = 1, . . . ,n,
теперь может быть поставлена как конечномерная за-
дача редукции измерения (6) к виду, свойственному
измерению конечномерного вектора f с помощью из-
мерительного прибора U ∈ (Rn →RN ) [4].

Эта задача может быть рассмотрена в двух поста-
новках. В первой требуется получить наиболее точные
оценки значений Pg(xi) , i = 1, . . . ,N , т. е. наиболее
точные оценки значений координат вектора U f .

Пусть R ∈ (Rn → RN ) — линейный оператор, тогда
Rξ = RBf + Rν = U f + (RB −U )f + Rν интерпретиру-
ется как искомое значение вектора U f , искаженное
сигналом (RB −U )f , зависящим от f , и шумовым
сигналом Rν . Так как f априори неизвестен, выберем
R⋆ ∈ (Rn →RN ) так, чтобы (R⋆B−U )f = 0 при любом f ,
т. е. R⋆B = U , и так, чтобы при этом условии средняя
энергия шумового сигнала E∥R⋆ν∥2 была как можно
меньшей [4]:

R⋆ = arg inf{E∥Rν∥2 |R ∈ (Rn →RN ),RB =U}; (7)

здесь E — символ математического ожидания. В этом
случае R⋆ξ = U f + R⋆ν является несмещенной оцен-
кой U f минимальной среднеквадратичной погрешно-
сти, ее можно интерпретировать как выходной сингал
«идеального» измерительного прибора, измеряющего
значения значений Pg(xi) , i = 1, . . . ,N , искаженный
погрешностью R⋆ν минимальной энергии E∥R⋆ν∥2 .

Заметим, что в общем случае задача (7) разреши-
ма тогда и только тогда, когда разрешимо уравнение
RB =U . Однако если элементы ai ∈ L2(X) , i = 1, . . . ,n,
линенйно независимы, то B ∈ (Rn → Rn) обратим и
справедливо следующее утверждение.

Утверждение 2. Вектор û = UB−1ξ является
несмещенной оценкой значений составляющей Pg
элемента g в точках x1, . . . , xN непрерывности функ-
ций aj(x) , j = 1, . . . ,n, сопровождающейся минималь-
ной среднеквадратичной погрешностью, равной

E∥P̂g −U f∥2 = trUB−1ΣB−1U∗, (8)

ортогональная к Pg составляющая (I −P)g элемен-
та g не контролируется измерением (2).

Действительно, в силу обратимости B уравнение
RB =U имеет единственное решение R⋆ = UB−1 . Вто-
рая часть утверждения 2 является следствием незави-
симости вектора ξ и (I −P)g .

Однако на практке величина E∥P̂g − U f∥2 =
= trUB−1ΣB−1U∗ часто оказывается неприемлемо
большой. Поэтому во второй постановке вместо ра-
венства (RB −U )f = 0 для любого f ∈RN потребуем
максимальной близости линейных операторов RB и U
(по норме Гильберта–Шмидта1), наложив ограничение
на энергию шума: E∥Rν∥2 6 ε . Этот подход сводит ис-
ходную проблему к задаче редукции к измерительному
прибору RεB , наиболее близкому к U при заданных
ограничениях на энергию шума E∥Rεν∥2 на его выхо-
де [4, 5]:

Rε = arg inf{∥RB −U∥2
2 |E∥Rν∥2 6 ε}. (9)

Элемент Rεξ ∈ L2(X) интерпретируется как результат
измерения сигнала f с помощью измерительного при-
бора RB , наиболее близкого к U , при условии, что
уровень шума на его выходе не превышает ε .

Решение задачи (9), полученное в [4, 6], для обра-
тимого оператора B имеет вид

Rε =


0, ε = 0;

UB−1, ε> ε0;

R(ωε) =UB(B2 + ωεΣ)−1, 0 < ε < ε0.

(10)

Здесь ε = trUB−1ΣB−1U∗ , а ωε > 0 — eдинственный
корень уравнения trUB(B2 + ωΣ)−1Σ(B2 + ωΣ)−1BU∗ =
= ε . При этом если 0 < ε < ε0 , то G(Rε) = ∥RεB −U∥2

2 =
= ω2

ε trU (BΣ−1B + ωεI )−2U∗ , а H(Rε) = E∥Rν∥2 = ε .
Первое из этих двух выражений дает оценку близости
синтезированного прибора RB к U , а второй — оценку
погрешности на его выходе.

На практике следует воспользоваться оператив-
ной характеристикой задачи (9), которая дает зна-

1 Квадрат нормы Гильберта–Шмидта линейного оператора Q ∈ (Rn →RN ) , заданного матрицей {Qij} , равен ∥Q∥2 =

= trQQ∗ =
N∑

i=1

n∑
j=1

Q2
ij.
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чение функционалов G(R) и H(R) при R = R(ω)
как функций параметра задачи ω > 0: G(ω) = ω2 ×
× trU (B∗Σ−1B + ωI )−2U∗ , H(ω) = trUB(B2 + ωΣ)−1 ×
× Σ(B2 + ωΣ)−1BU∗ .

Параметр задачи теперь выбирается из соображений
компромисса между отличием G(ω) оператора R(ω)B
от U , и величиной погрешности H(ω) на его выходе.

2. Редукция данных спектрометрии к идеальному
прибору

Метод, предложенный выше, применялся для редук-
ции измерений интенсивности излучения газоразрядной
лампы на длинах волн в окрестности эмиссионного
спектра D -линии натрия (дублета с положением мак-
симумов λ′

1 = 588.9950 и λ′
2 = 589.5924 нм). Ширины

щелей спектрометра были выбраны так, чтобы аппарат-
ная функция имела трапецивидную форму. Ее график
приведен на рис. 1.

Рис. 1. Аппаратная функция в зависимости от длины
волны

Спектр измерялся согласно схеме измерения (1),
в которой длины волн λ′

1, . . . ,λ
′
211 изменялись от 588.20

до 590.30 нм с шагом 0.01 нм. Результат измерения
спектра, вектор ξ , изображен на рис. 2; здесь по гори-
зонтальной оси отложены значения двухсот одиннадца-
ти длин волн, в которых измерялся спектр, по верти-
кальной оси отложена интенсивность измеренного спек-
тра в условных единицах. Ширина аппаратной функции
существенно больше ширины линий дублета, в изме-
ренном спектре они не разрешены. В математической
модели спектрометрического эксперимента матричные

элементы Bij = (ai,aj) =
∞∫
−∞

a(λ′ − λ′
i)a(λ′ − λ′

j)dλ′ мат-

рицы B вычислялись точно, а ковариационный опе-
ратор погрешности был выбран в виде Σ = σ2I , где
σ2 = 6.43, что соответствует некоррелированной по-
грешности.

Значение длин волн, в которых оценивалось значе-
ние входного измеряемого спектра, были выбраны на
отрезке от 588.86 до 589.63 нм с шагом 0.01 нм.

Результат решения задачи (7) приведен на рис. 3.
Как видно из рисунка, оценка сигнала u на выходе
«идеального измерительного прибора» U действительно

Рис. 2. Результат измерения спектра, в усл. ед.

Рис. 3. Результат û = UB−1ξ оценивания значения
проекции Pg(λi) спектра для длин волн в точках
равномерной сетки с шагом, равным 0.01 нм, в усл. ед.

приводит к неприемлемо большой шумовой погрешно-
сти. Величина погрешности, вычисленная по форму-
ле (8), в данном случае равна 5.7 · 10−10 усл. ед.,
поэтому вместо оценки функций в заданных точках
проводилась редукция измерения ξ к «идеальному из-
мерительному прибору» U путем решения задачи (10).

Для выбора параметра ω использовалась опера-
тивная характеристика задачи (10), приведенная на
рис. 4 в виде зависимостей H(ω) и G(ω) от величины
параметра ω> 0. Было выбрано значение ω = 2−22 ; как
видно из графиков рис. 4, это обеспечивает достаточно
малое отличие RB от U , и при этом E∥R(ω)ν∥ ≈ E∥ν∥ .
Так как число координат вектора Uf примерно в три
раза меньше числа экспериментальных точек, это озна-
чает, что дисперсия шумовой составляющей оценки Rξ
в одной точке примерно в три раза больше дисперсии
экспериментальной погрешности.

На рис. 5 показан результат редукции в виде выход-
ного сигнала прибора RB , измеряющего спектр в точ-
ках отрезка от 588.86 до 589.63 нм с шагом 0.01 нм.
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Рис. 4. Оперативная характеристика задачи редукции
измерений. На верхнем графике в условных еди-
ницах приведено среднее значение квадрата нормы
случайной погрешности редукции в зависимости от ω .
На нижнем — значение квадрата евклидовой нормы
разности синтезированного прибора RB от «идеаль-
ного» U в зависимости от параметра ω , ω = 2i ,

i = −25, . . . ,−5

Рис. 5. Результат оценивания значения проек-
ции Pg(λi) спектра для длин волн в точках равно-

мерной сетки с шагом, равным 0.01 нм

Видна случайная составляющая в виде коррелирован-
ного шума, дающая два ложных максимума между
пиками дублета. Конечная ширина пиков полученного
дублета обусловлена тем, что восстанавливается не
сама функция g(λ) , а ее приближение линейными
комбинациями функций a(λ− λi) , i = 1, . . . , 211.

По той же причине увеличение числа точек, в ко-
торых оценивается значение Pg(·) , не приводит к су-
щественному увеличению разрешения пиков. На рис. 6
приведена оценка спектра в виде графика выходного

Рис. 6. Результат оценивания значения проекции
Pg(λi) спектра для длин волн в точках равномерной

сетки с шагом, равным 0.001 нм

сигнала спектрометра, измеряющего спектр в точках
того же интервала с вдвое меньшим шагом, равным
0.001 нм.

Заключение

В работе предложен метод оценивания предельных
возможностей оценивания g ∈ L2(X) в заданных точках
по измерениям конечного значения ее линейных функ-
ционалов, выполненных с погрешностью. Показано,
что оценить с конечной погрешностью можно лишь
значения ортогональной проекции Pg элемента g на
конечномерное линейное подпространство Ln ⊂ L2(X) ,
получена оценка этой погрешности; конечномерное под-
пространство Ln построено как линейная оболочка
известных кусочно непрерывных функций, а точки,
в которых оценивается значение Pg , являются точками
непрерывности этих функций. Если погрешность оце-
нивания проекции Pg в заданных точках неприемлемо
велика, предложен метод редукции измерений к ви-
ду, который имел бы результат измерения спектра на
приборе, наиболее близком к прибору, измеряющему
значения проекции Pg в заданных точках, при ограни-
чении энергии случайной погрешности на его выходе.
Приведен пример интерпрпретации данных спектромет-
рического эксперимента.

Работа выполнена при финансовой поддержке
РФФИ (грант № 11-07-00338а).

Авторы выражают благодарность доценту И.В. Ми-
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The possibility of estimating the values of a function at given points of the measurement results
of a finite number of its linear functionals
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The possibility of estimating the values of a function at given points of its domain is investigated. The estimation
uses results of the measurements of a finite number of linear functionals; the results of the measurements are
distorted by an error. It is shown that only the component of the functions from the linear finite-dimensional
subspace can be estimated with a finite error. A method for estimating this component with accuracy control is
proposed. The mathematical methods of measurement reduction proposed by Yu. P. Pyt’ev are used. An example of
the estimation of an emission spectrum that is measured by a double-slit spectrometer is described.
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